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1.1 Meéthode de Cardan pour le degré 3
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Pour résoudre 22 4 pz + ¢ = 0, on peut utiliser la méthode de Cardan qui

est facile & retenir (ou a retrouver) :
On cherche une racine sous la forme x = u + v :

(40’ +plu+v)+qg=0&u"+0°+ (u+v)(Buv+p)+¢=0 .

(Ca se simplifie si on impose 3uv = —p :
W+t 4q=0.
Donc si u, v vérifient

u?’—l-v?’:—q

uv = —p/3

alors u + v, ju + j?v, j2u + jv sont racines. Plus précisément :

X34 pX +q= (X — (u+0)(X = (u+ j20)(X — (j2u+ jv))

ot u?

3

,v° sont des racines de T? + ¢T — p3/27 telles que uv = —p/3.



1.2 Méthode d’Euler pour le degré 4

Pour résoudre z* + px? + gz + r Euler procéde ainsi :
On cherche une racine sous la forme z = /u + /v + /v.
Or,

T =Vut Vot Vo= a® —u— v —w=2(Vuvu + Vuyw + Voy)
= o' =2(utv+w)r’ +(utv+w)?® = d(uvtuw+vw)+8(vut/vo+v/v) vV uy vy w
Donc :
vt pr®+qrtr = (pH2(utv+w))2? +(g+8vuvovw)r+r—(utv+w) 4 (uvtuw+ow).

Par conséquent :

ut+v+w=—p/2
at 4 pat g +r =0+ Ju o Jw=—q/8
—(u+v+w)? + 4(uv + vw + vw) = —r

u+v+w=—p/2

= Vi = —qf8
(uv + vw + vw) = 7(”/2412*7"

11 suffit donc de trouver (x) u,v,w trois racines du polynome 7% 4 ET2 +

(%)T— (%>2 et trois racines carrées 1/u, /v, vw telles que \/u\/vy/w =

—q/8.
On a ainsi résolu I'équation z* + pz? + gz +7 = 0 car on peut vérifier que

sl u, v, w et \/u, \/v, Jw vérifient (x), alors :
x4+px2+qx+r:

(o= (Vb V ) (o= (Vi Vo= i) (o= (Vi o) (o= (Vi)

1.3 Méthodes de Lagrange
1.3.1 Degré 3

Soit P(X) := X3+ pX + ¢ € C[X]. On note ry, 79,73 ses racines.
On pose a := r; + jry + j°rs. Si on applique tous les s € &3 & a®, on
obtient seulement deux valeurs :

a’ et b?



ol b =1y + j%ry + jr3.
Donc (X — a®)(X — b3) s’exprime simplement en fonction de p, g.
Explicitement :

(X —a®)(X = V) = X? +27¢X —27p°

Ce polyndome a pour discriminant A = 4.(27)2((%)2 + (%)3)

Remarque : on a aussi ab = —3p.
On peut exprimer ry, o, 3 en fonction de a,b :
a+b j%a + jb ja+ j%b
r=——,"ry= , T3 = ,
o3 3 ’ 3

Réciproquement, soient a, b des racines cubiques :

a3 4 a\° <p)3
a:=3 2+ <2> -+ 3

telles que ab = —3p.
Ezxercice : vérifier que c’est possible !
Alors si on pose :

a+b  jla+jb  ja+ 5%
3 2T 3 T 3

on a bien (X —r)(X —r)(X —7r3) = X® +pX +¢q.

On a donc bien résolu notre équation avec des radicaux.

Ezemples :

r = T3

i) l'unique racine réelle de X — X — 1 est :

31+1 23+31 1 /23
2 2V27 2 2\27 "

ii) X3—3X+1 a 3 racines réelles mais aucune n’est résoluble par radicauz
réels : c’est le casus irreducibilis. Une des racines est :

27 s/, 8
_ 2
2008(9)—\/34’\/] .
N 3 > 1 at .
ou on pose Vret :=ries sir >0 et —wm <t <.

Ezercice : Montrer que 2cos(2m/7) = —5 + 3 (\3/”2;2“@ + \?/7_2;“/3)

3
(indication : 1+ 2cos(2m/7) + 2 cos(4mw/7) + 2cos(67/7) = 0 et (2cos3t) =
(2cost)® — 3(2cost)).



1.3.2 Degré 4

Il y a aussi des formules avec des radicaux mais qui prennent beaucoup
de places ...

Soient p, q,r € C.

On note 71,79, 73,74 les racines du polynéme P := X* 4+ pX? +¢X +r
€. :

P(X) = (X =r)(X —r2)(X —r3)(X —1q) .

On pose ty := (1 +72) (1 +74), £ 3= (1 +75) (1), £y 3= (1 +74) (-

r3). On a alors :

RX) = (X —t))(X —to)(X —t3) = X® —2pX* + (p* —4r) X + ¢* .
Remarque : (t; —t9)?(to —t3)*(t; —t3)% = (r1 —12)*(ra —13)%(rs —1r4)*(r1 —

r3)%(re — r4)%(ry — 14)% = 16p*r — 4p3¢® — 128p?r? + 144pg*r — 27¢* + 25673,
Comme r{ + 19+ 13+ 14, =0, on a aussi :

(7’1+7’2)2:—t1, (7’1+7’3)2:—t2, (7’1+7’4)2:—t3 .

On peut donc retrouver rq,ry, 3,74 & partir de ty, to, t3.
On choisit des racines carrées des —t; de sorte que :

rire ==t s =ty 1+ s =15 .

Remarque : on a forcément \/—t1\/—ta/—t3 = —q.

On a alors :
ro= \/_t1‘|‘\/—t2+\/—t3
! 2
Vb=V =V
o =
2
Vbl —
rs =
2
_— —v/—t1 — /=t + /13
4— .
2

Réciproquement, si on note t1, t5, t3 les racines du polynoéme :

R(X) =X —2pX*+ (p* —4n)X + ¢°

si on choisit trois racines carrées \/—tq, /—t2, \/—t3 telles que /—t1/—toy/—t3 =

—q, et si on pose :
S V=t +—ts + /3
1=
2




VR -VTB -V

o @ 9
Y RV Py
rs ‘=
2
Ve e Ve PV
4 -— 9
2

alors :
X pX2? 4 gX +r = (X —r)(X =) (X —rg)(X —14) .

On a donc résolu notre équation par des radicaux.

1.4 Degré > 5
Ona:a®—2 = (x—x)(xr — 2)(r — x3)(x — 24)(x — w5) OU T} =
k
» _ N A= W v _
v/2(cos(2km/5) +isin(2kn /5)) = v/2 <1+4 5 4 21, [ 5) . Donc 2° —2 =0
est une équation « résoluble par radicaux ».

En revanche nous verrons plus tard que I’équation x
pas résoluble par radicaux.

5 —x—1=0n’est

2 Polynoémes et fonctions symétriques

2.1 polyndémes symétriques

Soit K un corps. Si s € &,,,si P € K[X7, ..., X,,], onnote P*(Xq,..., X,,) :=
P(Xs(1ys o, Xsmy)- (Cest une action a droite). On note K[X7, ..., X,,)" les
polynémes invariants ou polyndémes symétriques.

On note o4 (X1,..., Xn) = Yici<. <ip<n Xi,---Xi, les polynomes symé-
triques élémentaires . On peut aussi les définir aussi par I’égalité :

(T+ X)) T+ X)) =T" T" ' + ...+ 0,

dans K[Xq, ..., X,,][T].
Proposition 2.1 K[Xy,..., X,,]°" = K]0y, ..., 0,]

Démonstration : Par récurrence sur le degré donné par l'ordre lexicogra-
phique X; > ... > X,. q.e.d.

Remarque : c’est vrai si on remplace K par Z!

7



Exercice : Si K est de caractéristique # 2, alors K[ X1, ..., X,,|" = K|oy, ..., 0]+
5K[O’1, ceey O'n] ol d = H1§i<j§n(Xi — XJ)

Solution : soit P tel que Yo, P° = ¢(o)P, alors P est divisible par § (en
effet, le monome dominant de P est de la forme X* avec ay > .... > «,, qui
est divisible par X7 '....X,,_;, monéme dominant de § donc

X=X X, X"

ot fr=a;—(n—1)>Po=0as— (n—2) > ... > B,. Mais alors, X” est le
terme dominant de 011_62...05”. Donc P = Aalﬁl_fb...aﬁ” +Qou Q7 =¢€(0)Q
pour tout 0 € G, et deg Q < deg P. On peut raisonner par récurrence !.

Si P = P pour tout ¢ € A,, on vérifie facilement que si I’on pose
7 = (12), transposition, alors Q = P + P7 est symétrique et R = P — P"
vérifie R” = €(o)R pour tout o € &,,. Il suffit pour conclure de remarquer
que P = %Q+ %R

2.2 fonctions rationnelles symétriques

Soit K un corps.
Théoréme 2.2 K (X, ..., X,,)%" = K(01,...,0,)

Démonstration : Inclusion non évidente : soit a/b une fraction rationnelle
symétrique (ot a,b € K[Xj, .., X,]). Posons B = [],ce, 07. Il est clair que B
Ba/b

est un polynome symétrique, que a/b = 5= et que Ba/b est un polynome

symétrique ! qg.e.d.

2.3 Relations coeflicients racines

Proposition 2.3 (relations coefficients-racines) Soit P(X) := X"+a; X" '+
..+ a, € K[X]. On suppose que P an racines x1, ..., x, dans une extension
de K ie. :

P=(X—x1)...(X —x,) .

Alors ay, = (—1)*op (21, ..., 7).

conséquence : si par exemple P(X) = X" + a; X" ! + ... + a, € Z[X]
si on note rq,...,7, € C ses racines, alors tout polynéme f € Z[Xy, ..., X,)]
symétrique vérifie f(ry,...,r,) € Z.
Ezercice : X™ — X —1 est irréductible sur Q pour tout n > 2. Indications :
Pour tout polynome P € C[X], on notera, chaque fois que cela a un sens :
APy = Y ).

z racine de P Z

8



Notons F':= X" — X — 1.
a) Montrer que F' a n racines distinctes et calculer ./ (F).

b) Soit maintenant D € Q[X]| est un diviseur unitaire de F (utiliser le
contenu (défini plus loin ...).

c) Montrer que D € Z[X].
d) Montrer que # (D) a un sens et que c’est un entier.

e) Soit z=re" (r>0ett € R) une racine de D. Montrer que :

2 =12 4+ 14 2rcost

et en déduire que r # 1.
f) Montrer que 2Re(z — 1) > & — 1.

g) Soient zy, ..., zq les racines de D. Calculer TTL, |zi|.

h) Montrer que (D) > 1.
Ezercice :

a) soit P(X) := X? +pX +q = (X —r)(X — r9)(X — r3). Montrer que
A= (ry — 1) (ry — r3)%(ry —13)% = —4p® — 27¢**;

b) soit P(X) := X? +a; X? + as X + a3z = (X — 1) (X — 1) (X —r3), alors
r1 —19)%(re — 73)%(r1 — r3)? = a2al — 4a3 — 4ataz — 27a% + 18ajaza3

c) soit P(X):= X1+ pX2+qX +7r= (X — 7)) (X —ro)(X —r3)(X —1y).
Montrer que (r; — r9)?(ry — 73)%(rs — r4)2(r1 — 73)%(ro — r4)2(r1 — 14)* =
16p*r — 4p3¢® — 128p?r? + 144pq*r — 27¢* + 25613,

Définition 1 (Discriminant) Soit P = (X — z1)...(X — z,) un polynéme
scindé sur C. On pose

AP)= [ (wi—z)?=(-1)"=2" [ (x—x)

1<i<j<n 1<i#j<n

le discriminant de P.

Remarque : si P est réel, alors A(P) € Ret A > 0 < P a 3 racines
réelles distinctes, A < 0 < P a 1 racine réelle et 2 racines réelles conjuguées
non réelles et A = 0 < P a une racine réelle double ou triple.

Ezxercice :

x. A est symétrique donc est un polyndme en p, ¢! De plus A est homogéne de degré 6
en les ;. Or p est homogéne de degré 2 et ¢ homogéne de degré 3 en les r;. Donc les seuls
monomes en p, g qui apparaissent dans A sont p? et ¢?. Pour trouver les bons coefficients
on peut par exemple regarder les cas de X3 — 1 et de X3 — X ...



A(P) est un polynome a coefficients entiers en les coefficients de P!
A(P) = <_1)@ [hi<icn P'(:)-

A(P) =0 ou 1 mod4 si P est unitaire a coefficients entiers. Indication :
on pose 01 = [1<;<j<n(Ti+1;), c’est symétrique en les racines donc c’est
un entier et A = Hlsi<]§n(xi - xj)Q = H1§i<j§n((xi + xj)Z — dzizy) =
(5% + 4 x wune fonction symétrique en les x; c-a-d un entier.

n(n—1)

Soit P, = n! (% + ..+ 1). Alors A(P,) = (=1)" =z (nh)™. Indication :
P/l = nPn,l.
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