COURS DU JEUDI 19 OCTOBRE 2017

3 Qu’est-ce qu’un corps

Définition 2 Un corps est un anneau (K, +,-) avec unité, non nul, ot tous
les éléments # O sont inversibles pour la multiplication -. Un corps non com-
mutatif est aussi appelé un corps gauche.

Ezemple (non commutatif) : le corps gauche des quaternions :

a —b
]H::{ :a,bEC}
b a

Exemples commutatifs : ¥, := Z,/pZ (p premier), Q, R, C, Q(v2),Q(i),C(X,Y),C(T),
@((T)) = {ZnZno anT P np € Z)Vn Z N, Gn € C}u

a

ARYAS Z[\/ﬁ]/?),{ b e ;s } sont des corps finis & 49,9 et 25

a
éléments.

3.1 Construction en quotientant par un idéal maximal

Plus généralement si A est un anneau commutatif avec unité, alors si
m < A est un idéal propre, m est maximal < A/m est un corps (exo).

Rappels sur les idéaux : idéauz premiers, mazrimaux. Soit A un anneau
commutatif non nul. Un idéal propre I < A est premier si ab €
I,a,b € A= aoubec I Unidéal propre I < A est maximal s’il
n’existe pas d’idéal propre I < J < A (avec les inclusions strictes.

Proposition 3.1 Soit I < A un idéal propre d’un anneau commuta-
tif. Alors I premier < A/l inteégre et I maximal < A/l corps.

Corollaire 3.1.1 maximal = premier.

Ez. : les idéaux premiers de Z sont les pZ avec p premier ou p = 0.
Les idéaux maximaux de Z sont les pZ avec p premier.

3.2 Corps des fractions d’un anneau intégre

Définition 3 Soit A un anneau commutatif avec unité non nul et integre
(ie.ab=0<a oub=0).
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Si (a,b),(c,d) € Ax A\ {(0)}, on pose (a,b) ~ (¢,d)si ad = bc. C’est
une relation d’équivalence. On pose a/b la classe d’équivalence de (a,b).

addition : a/b+ c¢/d := (ad + bc) /bd,

multiplication : a/bc/d := ac/bd,

zéro : 0/1,

unité : 1/1.

Remarque : a/b# 0 < a # 0 et dans ce cas l'inverse est b/a.

Proposition 3.2 On a obtenu un corps noté FracA et l'aaplication A —
FracA, a — 7 est injective.

Exemples : Q = FracZ, Q(X) = FracQ[X], FracC[[T]] ~ C((T)).

3.3 le groupe des inversibles

Notation importante : Soit K un corps. On note K* le groupe (K \

Théoréme 3.3 Soit K un corps commutatif. St G < K* est fini alors G est
cyclique !

Démonstration : Posons (k) = {1 <k <n : kAn=1}. Alors:

Y wk)=n

k|n

si n > 17, Supposons que G est d’ordre n. Soit Ny le nombre d’éléments
d’ordre d dans G. On a > 4, Ng = n car tout élément de G a un ordre
qui divise n. Si Ny # 0, il existe g € G d’ordre d. Alors tout élément de
(g) est solution de X? = 1 dans K. Or cette équation a au plus d solution
dans K*. Comme il ya d éléments dans (g) les solutions de X¢ = 1 dans
K sont exactement les éléments de (g). Or dans (g), les éléments d’ordre d
sont précisément ¢(d) (ce sont les g* ot 1 < k < d et kAd= 1. En résumé,
Ny =0ou Ny = ¢(d). En particulier, 0 < Ny < ¢(d) pour tout d.

Comme Yy, Ng = Xy, ¢(d) (= n), on a forcément Ny = ¢(d) pour tout
d et donc N,, = ¢(n) # 0 et G est cyclique! g.e.d.

1. En effet toute fraction dans {%, e %} s’écrit d’une maniére irréductible  pour un
k|n et un a premier avec k. Le nombre de fractions irréductible ayant pour dénominateur
k est exactement @(k) et il y a exactement n fractions dans la liste ...

1. FAUX si K n’est pas commutatif. Par exemple X? = —1 a une infinité de solutions
dans
mathbbmH ...
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0 1 0 1 1 0
Contre-exemple : {£1,+ , , =+ } forme
-1 0 1 0 0 —i

un sous-groupe d’ordre 8 dans H* non commutatif donc non cyclique..

Exercice 1 On a un isomorphisme de groupes : Q* ~ F3(X)*. En effet,
tout élément de 7. s’écrit : £1.T[;_, p;"* pour certains p; premiers > 0 deux
deux distincts et des a; € IN. De plus cette écriture est unique. On en déduit
en numérotant les nombres premiers pi, ..., Pp, ...un isomorphisme

Q* {£1} x ZzM

€ e pi" =—— (€ (@)ien)

Comme les inversibles de F3[X] sont +1, comme les irréductibles de F3[X]
sont en nombre dénombrable, on a aussi : F3(X)* ~ {1} x Z™

3.4 Sous-corps premier, caractéristique

Soit K un corps.

Définition 4 Soitp > 0 tel que pZ = ker(yp : Z — K, n+— nlg). Le nombre
p est la caractéristique du corps K.

Proposition 3.4 La caractéristique de K est 0 ou un nombre premier > 0.
Remarque : si p =0, Q est le plus petit sous-corps de K. Si p > 0, c’est
F, :=Z/pZ.

Remarque importante :si K est de caractéristique p, alors K — K, x — 2P
est un morphisme de corps !

4 Extensions, algébricité

Définition 5 Si K < L sont des corps, on dit que L est une extension de
K. On note parfois L/ K extension K < L (bien que l’on ne considére pas
le quotient d’espaces vectoriels L/ K ).

Notation : Dans ce cas L est aussi un K —espace vectoriel. On note
[L: K] :=dimg L : c’est le degré de L sur K.
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Proposition 4.1 (multiplicativité des degrés) Soient K; < ... < K,
des corps. Alors [K, : Ki] = [K, : K,,_1]...[ K3 : Ky].

Démonstration : Supposons n = 3. Soit (x;); une base de Ky comme
K, —espace vectoriel. Soit (y;); une base de K3 comme Ky—espace vectoriel.
Alors (z;y;);,; est une base de K3 comme K;—espace vectoriel. q.e.d.

Ezemple : [Q(3/2,7) : Q] = 6.

4.1 Eléments algébriques

Remarque : K[X]/(P) est un K —espace vectoriel de dimension d = deg P
car une base est donnée par les X¥ mod P, 0 < k < deg P.

Proposition 4.2 Soit K < E une extension de corps. Soit x € E. Sont
équivalentes :

(1) il existe 0 # P € K[X] tel que P(x) =0;
(11) dimg K[z] est finie;
(iii) Klz] = K(z).

Dans ce cas, on dit que x est algébrique sur K.

Dans ce cas, K[z] = K(x), K[z] est un K —espace vectoriel de dimension
finie.

De plus, l'idéal {P € K[X]| : P(xz) = 0} est un idéal premier non nul
engendré par un unique polynoéme unitaire P, : le polynéme minimal de x
sur K.

Remarque, P, est irréductible sur K et si P est un polynéme irréductible
sur K qui annule z, P = ¢P, pour un ¢ € K*.

On a : dimg K(z) = deg P, : c’est le degré de x sur K.

Remarque : en particulier si z est algébrique sur K, alors tous les éléments
de Klz] le sont.

Remarque importante : K|x] ~ K[X]/(Py).

Définition 6 Une extension L/Kest algébrique si tous les éléments de L
sont algébriques sur K. Elle est finie si L est un K— espace vectoriel de
dimension finie.

Proposition 4.3 Si L/K est finie, alors L/ K est algébrique.

Remarque : Q est une extension algébrique infinie de Q.

2im /103 Lx..x(2k—1) 4

Exercice 2 ¢ 2%...x (2k)

est algébrique sur Q, cos(2m/7) aussi, Y x>o
est algébrique sur C(t) (en effet c’est (1 —t)~'/2).
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Proposition 4.4 Soit K < L une extension de corps. St x,y € L sont
algébriques sur K, alors x +y, xy et x/y (siy # 0) aussi!

Démonstration : En effet, si on note d, = [K(x) : K] et d, = [K(y) : K]
alors K (z,y) = K(z)(y) = K|z, y| est de dimension < d,d,,.] g.e.d.

Exercice 3 (transitivité) 1. Si xq,...,x, sont algébriques sur K, alors
K(x1,...,x,)/ K est algébrique et finie!

2. 51 Ky > Ky > K, alors Ky/K algébrique < Ko/Ky et Ki/K algé-
briques.

3. Si L/ K est une extension de corps, alors K= {z € L: x est algébrique sur K}

est un sous-corps de L.

Exercice 4 Soit E/K une extension algébrique. Soit P € K[X] unitaire qui
annule v € E. Alors P = m, < P irréductible.

Ezemple : trouver le polynéme minimal de /2 + /2 sur Q.

4.2 Polynoémes irréductibles

Rappelons que anneau K[X] est euclidien, donc principal donc factoriel
(donc intégralement clos).
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Rappels sur les anneaux :

Définition 7 Soit A un anneau integre.
On dit que A est euclidien s’il existe une fonction g : A \ {0} - N
telle que :

Ya,be A, b#0,7q,r € A, a=bg+r avecr =0 our #0 et q(r) < q(p).

On dit que A est principal si tout idéal de A peut étre engendré par
un élément.

On dit que 0 # a € A est irréductible si a n’est pas inversible et si
bc =a,b, c € A= b ou c inversible.

On dit que A est factoriel si tout a # 0 dans A s’écrit :

a = upi....ps

avec u tnversibles et les p; irréductibles et si cette écriture est unique
au sens suivant :

a=upy..ps = vpi..py = s =5 et il existe 0 € & tel que p; = w;py()| pour un certain u

euclidien =—=> principal =—=> factoriel —= intégralement clos

R[X,Y]/(X?4Y2+1) R[X,Y] Z[i/5]
XX XX XX

Proposition 4.5 Principal = factoriel

Exercice 5 Méme si K est fini, il y a une infinité de polynomes irréductibles
deuz a deuxr premiers entre euz.

Proposition 4.6 Soit K un corps. Soit P € K[X]. Alors P est irréductible
& K[X]/(P) est un corps.

4.3 Critéres d’irréductiblité

Proposition 4.7 (Eisenstein) Soit P = a, X" + ... + ag € Z[X] de degré
n > 0. Supposons qu’il existe p premier tel que :

(i) p fan;
(i) plag, -..; a1 ;
(iii) et p* Jag.
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Alors P est irréductible sur Q.

Remarque : cette proposition reste vraie si on remplace 7, par un anneau
factoriel, p par unélément irréductible de A et QQ par FracA.

Exemple : si p est premier 1+ X + ... + XP~! est irréductible sur Q. (On
applique le critére d’Eisenstein & P(X + 1) !

Définition 8 Soit P € Z[X]. On note c(P) le pgcd des coefficients de P.
Exercice 6 ¢(PQ) = c¢(P)c(Q)

Proposition 4.8 Soit P € Z[X]. alors P est irréductible dans Z[X]| <
P € 7 est irréductible dans 7, ou deg P > 0 et P est irréductible sur Q.

Plus généralement :

Proposition 4.9 Si A est factoriel, alors 'anneau A[X] aussi. Plus préci-
sément les irréductibles de A[X] sont les a € A irréductibles et les P € A[X]
de degré > 0, tels que c¢(P) ~ 1 et P est irréductible dans K[X].

Exercice 7 Le déterminant vu comme polynome dans K[X;; : 1 <i,j <n]
est irréductible.

Exercice 8 Le polynéme X + Y3 — 1 est irréductible dans C[X,Y]

Technique de la réduction mod p : Soit P = ag + ... + agX? € Z[X]. Soit
p un nombre premier; si P := @y + ... + agX? € Z/pZ|X] est irréductible
dans Z/pZ|X], alors P est irréductible sur @ (ot 'on a noté @; = a; mod p €
7./p7).

Ezxemple : X* — X — 1 est irréductible sur Q car I’est mod 2. Contre-
exemple : X* 4+ 1 est réductible mod p pour tout p premier mais X* + 1 est
irréductible sur Q.

4.4 Morphismes de corps

Exercice 9
Aut(R) =1,
Aut(Q(v2)) = {Id, a + bv/2 — a — bv/2},
AutC(t) ~ PGLy(C),
AutQ(vV2) =1,
Aut(Q(V2,)) ~ S .

1. en effet, les facteurs irréductibles (unitaires) de X4 + 1 sur R sont X2 +1/2X +1 et
aucun n’est dans Q[X]
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5 Corps de rupture, corps de décomposition

5.1 Corps de rupture

Soit P € K[X] un polynome irréductible. Dans le corps K[X]/(P), l'élé-
ment X := X mod P est une racine de P car P(X) = P(X) = 0 mod P.

Théoréme 5.1 Soit L une extension de K et o« € L une racine de P telle
que Kla] = L. Alors K[X]/(P) — klo], Q(X)mod P — Q(«) est un iso-

morphisme de corps.

Une extension L de K comme dans le théoréme est un corps de rupture de
P sur K.

En particulier 1, a, ..., « est une K—base de .

Ezemple : Q(v/2), Q(jv/2), Q(52+3/2) sont des corps de rupture de X3 — 2
sur Q.

deg P—1

Corollaire 5.1.1 Si P € K[X] est irréductible, il existe toujours un corps
de rupture de P sur K, unique a isomorphisme preés.

Réalisation du corps de rupture
Si P(X) = X"+a; X" '+...+a, € K[X]est irréductible, alors K[X]/(P) ~
K[A] ou A est la matrice :

0 0 —a,

1\

0 € M,(K)
N

0—0 1

0

—ay
a —b a 2b
Par exemple : C ~ ca,be R et Fos o~
b a b a

a,bGIFg,}
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