COURS DU JEUDI 26 OCTOBRE 2017

Exercice 9 Soit E/K une extension algébrique. Alors tout K—morphisme
E — E est un isomorphisme !

5.2 Corps de décomposition

Soit 0 # P € K[X]. On suppose que E > K est un corps ot P est scindé :
P=c¢X—x)...(X —1z,), ce K*. On dit que K(x1,...,x,) est le corps de
décomposition de P dans FE.

Proposition 5.2 Un cops de décomposition existe toujours.

Démonstration : Par récurrence sur deg P en utilisant 1'existence de corps
de rupture. q.e.d.

.....

Théoréme 5.3 (prolongement d’isomorphisme) Soit 0 : K — K’ un
isomorphisme de corps. Soit P € K[X] un polynome irréductible. Alors
P? € K'[X] est irréductible. Si o, sont des racines de P et P° dans des
extensions de K, K', alors o se prolonge en un isomorphisme K(«) ~ K'(o)
qui envoie o sur o' .

Théoréme 5.4 (unicité du corps de décomposition) Soit 0 : K — K’
un isomorphisme de corps. Soit P € K[X]. Soit E > K un corps ot P est
scindé :P = ¢(X — x1)...(X —x,). Soit E' > K' un corps o P est scindé :
P?=d(X —a)....X — ). Soient B := K(z1,...,x,), B' := K'(2, ..., x}).
Alors o se prolonge en un isomorphisme B ~ B'.

Corollaire 5.4.1 Soient L,L’ deux corps de décomposition de P sur K.
Alors il existe un K—isomorphisme L ~ L'.

Autre démonstration de 'unicité des corps de décomposition a isomor-
phisme pres. Soit P = X" —a; X" '+ ...+ (=1)"a, € K[X]. On suppose qu’il
existe L, Lo des corps contenant K, zi,..,x, € Ly, y1,...,yn, € Lo tels que
P=(X—-z)...(X—x,) dans L[ X] et P = (X —y1)...(X —y,) dans Ly[X] et
Ly = K(z1,...,x,) et Ly = K(y1, ..., yn). Alors on a des K —isomorphismes :

Ly~ 1L ®x Lg/m ~ Ly
ol m est un idéal maximal quelconque de L1 ® Lo.
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Sans utiliser les produits tensoriels, on peut faire ainsi :

Soit I l'idéal des polynomes P € K[X;, ..., X,] tels que P(xq,...,x,) =0
dans Ly. Soit Iy l'idéal des polynomes P € K|[Y1, ..., Y,] tels que P(y1, ..., yn) =
0 dans Lo. Soit M un idéal maximal de ’anneau

n

K[X1, ., Xn, Y1, ., Y]

qui contient I} + I, (aucun probléeme car 1 & I, + I+ et car K[X,Y]/I; +
15 est de dimension finie, il suffit donc de choisir M > Iy + Iy tel que
dimg K[X,Y]/K est minimal > 1).

Alors Ly ~ K[X]/I, % K[X,Y]/M, Pmod I, = P mod M est un mor-
phisme K—linéaire de corps donc injectif. Or L = K[X,Y]/M est engendré
par les X; et les Y, classes des X;,Y; mod M.

Dans L1[X], on a (X —x1)..(X—2,) = X"+30_, on(21, .oy 1) (1) XK =
P(X) Doncoy(z1, ..., 7n) = ax = op(X1, ..., X;,) = ap mod Mi.e. op(X7, ..., X,,) =
ay dans L. De méme, oy (Y1, ...,Y,) = ax dans L et donc

[I(x -X) =[](x -Y)

7 3

dans L[X] et donc {X; : 1 <i<n}={Y; : 1<i<n}. OrX;c€lmg.
Donc Y; aussi et ¢ est un isomorphisme. De méme, on a un isomorphisme

Ly~ K[X,Y]/M. Q.e.d.

Ezxemples des corps finis : soient ¢ une puissance d’un nombre premier
p; le corps I, est un corps de décomposition de X?— X sur IV, et on a donc

.....

", est I'ensemble des racines de X9 — X.

6 Corps finis

Soit K un corps fini. Sa caractéristique est un nombre premier p et son
cardinal ¢ une puissance de p. De plus si ¢ = p", alors (K, +) ~ (Z/p)" et
(K*,x)~7Z/(q—1)Z.

Théoréme 6.1 Soit p un nombre premier. Si n > 1, il existe, a isomor-

phisme prés, un unique corps de cardinal ¢ = p™ c’est le corps de décomposi-
tion de X9 — X sur Iy,

I. eneffet, si ¢y : K[X,..., X;;] = K est une forme linéaire de noyau contenant I; (idem
pour ¢s), alors on pose ¢ : K[X1, ..., Xpn, Y1, ..., Yn] = K, cXY? — c¢1(X?)pa(Y?). On
vérifie facilement que ¢(A(X)B(Y)) = ¢1(A(X))p2(B(Y)) et que I + I5 est dans le noyau
de ¢. Si ¢1,¢2 # 0, il est clair que ¢ # 0 donc I1 + I # k[X,Y] ...
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Théoréme 6.2 Soit ¢ une puissance d’un nombre premier p. Si Fy < K <
Fon, alors K est de cardinal ¢ ou m|n. Réciproquement, si m|n, il existe un

unique sous-corps K de Fyn de cardinal ¢ : c’est l'ensemble des racines de
X7 — X dans T,.

Théoréme 6.3 Soit K un corps fini. Pour tout n, il existe une extension
L/K de degré n. Cette extension est galoisienne, cyclique et unique a iso-
morphisme prés.

Démonstration : K ~ I, et L ~ I . g.e.d.

Remarque : si k est un corps, alors il existe une extension algébrique k de k&
telle que k est algébriquement clos. Ce corps k est unique a k—isomorphisme
prés. On dit que c’est une cloture algébrique de k. Pour IF), on a : Fpn =
{xeF, : o' =z} et F,=U,Fpn.

Dans la suite, on fixe pour tout p une cloture algébrique de F), : notée F,
et Fpn :={z €F, : 22" =z}

6.1 Polyndémes sur les corps finis
6.1.1 Nombre de polynémes irréductibles de degré donné

Théoréme 6.4 (de I’élément primitif) Soient p un nombre premier et q
une puissance de p. Pour tout n > 1, il existe 0 € Fyn tel que Fyn = T, [0] et
il existe un polynome irréductible de degré n sur IF,.

Démonstration : En effet, il suffit de choisir pour # un générateur du
groupe cyclique F .. q.e.d.

Lemme 6.5 Soit P € F,[X] irréductible de degré m. Alors P divise X7 — X
sur Iy st et seulement si m|n.

Démonstration : Si m|n, alors ¢™ — 1|¢" — 1 donc X771 — 1] X771 —1
et X7 — X|X9" — X. Réciproquement, si P|X9" — X alors si x € Fn est
une racine de P, on a :

IFq S Fq[x] S ]Fqn

donc m = degP = [F,[z] : F,] divise n = [Fp : F,]. Réciproquement,
min = ¢"—1l¢"—1= X" 1 1| X" 1 -1 = X" — X| X7 — X. Or, si on

pose K := F,[X]/(P) et x := X mod P, on a | F,[X]/(P)
r=2"" —r=0= P| X7 - X. q.e.d.

=q" = 27" =

On a:
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X" - X =][IIPX)

din P

ou P décrit les polynomes irréductibles unitaires sur I, de degré d.
ii) ¢" =Yg dva(q); ot v,(q) est le nombre de polynomes irréductibles sur
P, unitaires de degré n.

n/d)q?
iii) v,(q) = M ot i est la fonction de Mébius.

Rappel : si ((s) == Y,>1n ° pour s > 1, alors ((s)™" = 3,5, p(n)n™*
(on peut prendre cette formule comme définition de u). Plus concrétement,
on a :

v 0 si 'un des a; > 2,
pu(pit..pi) =
(—1)"  sinon.
Rappel : si (G, +) est un groupe abélien, si f : IN — G est une application et
si on pose F'(n) == g, f(d), alors f(n) = >y, u(n/d)F(d). En effet,

>_p(n/d)F(d) = > p(d)F(n/d)

din din

= > ud)f(k)

dn, k|n/d

= > uld)f(k)

k|n,d|n/k

=>_f(k) > p(d)

kln dn/k
—_——
1sin/k=1
0 sinon

= f(n) .

Ezxemple : dans F3, on a :
XP-X=X(X+1D(X+2)(X?+ X +2)(X*+2X +2)(X? +1)

et 1(3) = 322_3 =3.
Exercice :
Donner un sens au produit infini []p(1 — 48 #)~1 ott P décrit 'ensemble

des polynomes irréductibles unitaires sur [, et montrer que :

[I(1—tiePy"t =1 —q)" .
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L’égalité précédente s’écrit :

[T(1— )7 = (1= q7)" .

n>1

FEzercice : Vérifier : v,(q) = % +0 (qr;m) En déduire

{P € F,[X] : P irréductible unitaire deg P < n} |~ (131(2 .

6.2 Symbole de Legendre
Soit p un nombre premier impair.

T

Définition 9 Sixz € F 1

ps ) st x est un carré et —1 sinon.

alors on pose (p,

p=1
Proposition 6.6 (3; I‘Izlod:;)' en particulier, T — {+1}, (z;}m) est un mor-

phisme de groupes de noyau l’ensemble des carrés de F ;.

Exercice 10 En déduire que le polynome X* + 1 est réductible mod p pour
tout p premier. Solution : sip = 2, alors X*+1 = (X +1)* et si p est impair,

(GG
=1
p p p
donc —1,—2 ou 2 est un carré mod p. Si —1 = 22, alors X* + 1 = (X? —
r)(X%2+1z) et si2 (ou—2) =22, alors X*+1 = (X?—2X +1)(X?+2X +1)

Démonstration : Le morphisme x — x? a pour noyau {£1 mod p} de cardi-
nal 2 et tout 2 = y? vérifie #®~1/2 = y»~1 = 1. Cela donne (p—1)/2 solutions
et donc on les a toutes ... q.e.d.

Théoréme 6.7 (Loi de réciprocité quadratique) (i) (;1) = (—1)P=D/2 =
1 sip=1mod4, —1 si p=—1mod 4.

(i) sip,q sont des nombres premiers impairs, alors

() -

2_
(iii) () = (-1)5 =1sip=+lmod8, —1 si p=£3mod8.
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Ezemple : 5 est un carré mod 5 < p est un carré mod 5.
Démonstration : Admettons (i7) et démontrons (i7i). On introduit le
symbole de Jacobi : Si m,n sont des nombres impairs premiers entre eux,
a; ) .-
avec n. > 0, on pose (:’:) = I (::) ou n =[], p;" est la décomposition de

m—1n—1

n en produit de nombre premiers. On vérifie que (73) (:l) =(=1)"z =z et

que (71) — (=1)"z" et que (2;”) ne dépend que de la classe de m modn .

n

Attention on peut avoir (n’zl) sans que m soit un carré mod m. Par exemple

(2) = 1 mais 2 n’est pas un carré mod 9.

()-co ()= (?

et maintenant p — 2 et p sont impairs et I'un des 2 est 1 mod 4! Donc :

H R R B R )

p—1 p—3

=(=1)=z (=1)= ..(-1)'1

— (_1)1+...+”2;1

qg.e.d.

7 Résultant

Définition 10 Soient P := agX? + ...+ a,, Q := 0o X+ ... + b, € A[X] ou

A est un anneau.
Qg ar ... Qp
' ap ai ... a
q lignes 0 “ P

p lignes bo b1 ... b4

Soit Res, (P, Q) le déterminant de la matrice :
Le coefficient (i,7) de la matrice est : a;—; si 1 < i < q et bj_;+q Si
q+1<i<p+q (oul’on convient que a,, =0 si n < 0.
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Remarques :

1. si ag = by =0, alors Res,, = 0; si ¢ : A — B est un morphisme d’an-
neaux, alors ¢(Res,q(P, Q)) = Resyq(P?, Q%) ; Res, (P, Q) = albh +
(—1)(‘1*1)7’@863%— des termes de degrés < p en by et < ¢ en aq (car, par
exemple, la diagonale est (ay, ..., ag, by, ..., by)).

q P

2. Res, (P, Q) est homogeéne de degré ¢ en ay,...,a, et de degré p en
bo, ..., by.

Exemples : Res(f, f') = 4p® + 27¢* si f = X3 + pX + q, —a(b?® — 4ac) si
f=ax*+bx +c

Proposition 7.1 Si P,Q € K[X] sont de degrés respectifs p, q, alors Res, ,(P, Q) =
0 < P,Q ont un facteur commun (< ont une racine commune dans une cer-
taine extension de K ).

Démonstration : P, () ont un facteur en commun si et seulement si PQ); =
QP pour un P, = oy X? ' + ... + o, € K[X] de degré < degP et un
Q1 = /XU + ..+ B, de degré < deg@ avec (Py,Q1) # (0;0) (en fait
P =0=Q;=0).

Or PQy = PQ < (b4, ...., By, —a, ..., —a,).S = 0. Donc il existe un fac-
teur commun si et seulement si S est non inversible ... g.e.d.

Théoréme 7.2 Si P = ag(X —z1)...(X —2,) et Q = bo(X —v1)...(X —y,),
alors

1=p,J=q

Res(P,Q) = altd, [] (x:i— ) = af H Q) = (— 1) ﬁIP(yj) |

i=1,j=1

Démonstration : Raisonnons dans ’anneau des polynomes Z[ag, by, Z1, ..., Tp, Y1, -

en pg+2 variables. Alors P = agX?—ago1 (21, ..., 2p)+...+(—1)Pago, (21, ..., zp))
et Q = bo X9 —byoy1(z1,...,24) + ...+ (—1)%bgoy(x1, ..., 24)). Donc Res(P, Q) =
aboR(x1, ...y Tp, Y1, ..., Yq) un polynéme homogene de degré g en les z; et p en
les y; (car les o, sont de degré 1 en chaque x;).

Or, dans 'anneau Z[ag, by, x1, ..., Tp, Y1, -..Y4|, si on remplace z; par y;, on
trouve R(zy, ....,3{, e Y1, Yg) = 0 car il ya un facteur commun : = — y;.
Or, pour tout polgfnéme

F(x1, ., 2p, Y1, -, Yg) = F(a1, ....,%, s YLy e Yg) mod T — Y4
j
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dans Z[x1, ..., Ty, Y1, ...Yg). Donc pour tous 4, j, x;—y;| R dans Z[zy, ..., Tp, Y1, ... Yq]-

Comme ce dernier anneau est factoriel, S = Hz_ﬁ 1(x; — y;) divise R dans

L[, ... Tp, Y1, - Yq)-
Or en chaque z;, deg,. R < g et deg, S = ¢ et en chaque y;, degyj R<p
et deg, S = p donc
Res(P, Q) = adbhSA

ot A € Z. Pour l'ordre lexicographique en les y;, le terme dominant dans
Res(P, Q) est (—1)Pafbf(yi...y4)". Pour 'ordre lexicographique en les y;, le
terme dominant dans agbhS est aussi (—1)P2alby(y1...y,)P. Done A = 1.

qg.e.d.

Corollaire 7.2.1 Res,,(P,Q) = (—1)PRes,,(Q, P).

Définition 11 Si f = apz"+...+a, € K[X], onpose D(f) = ag" * [T1<icj<n(®i—
z;)? ot f = ao(X — x1)...(X — x,) dans une certaine extension de K. C’est
un élément de l’anneau Zlag, ..., a,]

Exercice 11 Vérifier que Res, ,_1(f, f') = (=1)"""D2aq,D(f).

7.1 Application du résultant : loi de réciprocité quadra-
tique

Exercice 12 Pour tout k > 1, il existe un polynéome P € Z[X]| tel que
Xhth=P(X+%)

Xk

Soit p un nombre premier impair.
On pose T, € Z[X| unitaire de degré 21 tel que :

1
xe-vrer (X+X> =14 .. X1

Exercice 13 T,(0) = (—1)P~1/2

Proposition 7.3 Sip # q sont premiers impairs, alors :
i) Res(T,,T,) =+1 dans Z ;
i) Res(T,,T,) = (¢) mod p.

Démonstration :
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i) Omn a Res(T,,T,) € Z. Si rest un nombre premier qui divise Res(7}, T}),
alors T}, et T}, ont une racine commune dans une extension de I',.. Notons
cette racine y. Comme y # 0, on peut trouver une racine x de z+1/x =
y. Alors 1+ ...+ 2P 1 =0=1+ ... +29 . Donca? =29 =1let z =1
absurde.
Ordans F,, T,(Y) = (Y —2)?=Y/2 Donc Res (T}, T,) = (—1)P~Da=V/AT, (2)r-1/2 =
qP=D/2 = (g) mod p ...

q.e.d.

(p—1)(g—1)
4

q/ \p

Corollaire 7.3.1 (p) (q) =(-1)

(p—1)(g—1)

Démonstration : En effet, Res(T,,,T,) = (—1)" 1 Res(T,,T}). g.e.d.
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8 Corps algébriquement clos

Définition 12 On dit qu’un corps K est algébriquement clos si tout poly-
nome non constant est scindé sur K.

Théoréme 8.1 Soit K un corps. Il existe une extension algébriqgue K de
K qui est un corps algébriquement clos. C’est une cloture algébrique de K.
L’extension K est unique a K—isomorphisme pres.

Démonstration :

Existence : soit &2 'ensemble des polyndémes irréductibles unitaires de
K[X]. Pour tout p € &, on choisit une variable X,,. Soit A := K[X, : p €
Z). Soit I 'idéal de A engendré par les polynomes p(X,), p € . Alors [
est propre donc contenu dans un idéal maximal M. Le corps A/M est une
extension algébrique de K et tout polynéme p irréductible sur K a une racine
(X, mod M) dans A/M. Cela suffit pour dire que A/M est algébriquement
clos (comme nous le verrons plus tard) ...

Unicité : on utilise le lemme de Zorn ... q.e.d.

Ezemples : C (respectivementQ (respectivementU,>1C((t'/™)) )) est une
cloture algébrique de R (respectivementde @Q (respectivementde C((t)))).

9 Eléments primitifs

Soit E/K une extension.
On dit que x € E est un élément primitif de E/K si E = K(z).

Théoréme 9.1 Si x,y € E sont algébriques sur K, si y est séparable sur
K, alors il existe z € E tel que E = K(z). En particulier, si K est parfait,
toutes ses extensions finies sont primitives.

Démonstration : Si K est fini, alors K(x,y) aussi donc K(z,y)” est
cyclique et il suffit de prendre pour z un générateur du groupe K(z,y)*!

Si K est infini : notons P,, P, les polynémes minimaux de x et y sur K.
Notons y; les racines distinctes de P, et z; celles de P, (dans une exten-
sion). Soit 0 # t € K tel que les z; + ty; soient deux & deux distincts (il
suffit que t € K\ {ﬁ 4,4, 4,7,y # yj}. Posons z := x + ty. Alors
P,(z —tY) € K(2)[Y] a une seule racine en commun avec P,(Y) : y. Donc
le pged de Py(z —tY) et Py est Y —y. Or, P, P,(z —tY) € K(2)[Y] donc
Y—-yeK)Y]|=yeK(z)=>x,ye K(z) = K(z) = K(z,y). g.e.d.
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Ezxercice : si E/K est finie, alors F/K admet un élément primitif si et
seulement s’il existe un nombre fini de corps K < L < F.

Contre-exemple : si K := F,(X?,Y?), E = F,(X,Y), alors les corps
K(X +tY), t € K sont deux & deux distincts.

Théoréme 9.2 Soit E/K une extension algébrique telle que tout polynome
irréductible P € K[X] a une racine dans E. Alors E est algébriquement clos.

Démonstration :
ler cas : K est parfait.

Soit P € E[X] irréductible. Soit E; une extension ot P est scindé : P =
(X —x1)...(X — x,). Les z; sont algébriques sur K. il existe a € F; tel que
K(x1,...,2,) = K(a). Soit @ le polynéme minimal de a sur K. Alors @ a
une racine b dans F. une racine de P dans une extension de E. Alors, x est
algébrique sur K. Soit K; un corps de décomposition de 7,  sur K.

2eme cas
Posons K' = {z € E : n, 27" € K}. Alors K’ = K'’. Et tout polynome
irréductible sur K’ a une racine dans E. (en effet, si x € K', alors il existe
n tel que 27" € K ; le polynome TP""" — 2" a une racine dans E disons y.
Alorsy € K' et y? = x).

g.e.d.

9.1 Corps parfaits

Définition 13 Si K est un corps de caractéristique nulle ou si K est un
corps de caractéristique p > 0 vérifiant KP = K, on dit que K est un corps
parfait.

Exercice 14 si K est un corps parfait, alors tout polynéme irréductible est
premier avec son polynéme dérive.

10 Un peu de théorie de Galois

10.1 Morphismes de corps

Exercice 15

Aut(R) =1,
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Aut(Q(V2)) = {Id, a4 bV2 — a — bv/2},
AutC(t) ~ PGLy(C),
AutQ(v2) =1,
Awt(Q(V?2,)) ~ &5 .

10.2 Lemme d’Artin

Théoréme 10.1 Soient K, L des corps et oq,...,0, : K — L des mor-
phismes de corps deux a deux distincts. Alors les o; sont L—linéairement
indépendants dans le L—espace vectoriel des fonctions K — L.

Définition 14 Une extension (finie) galoisienne est une extension de la
forme K/KS ou K un corps et G < AutK un sous-groupe fini.

Ezemples : Fp /Ty, Q(v2)/Q, Q(sqrt[3]2,7)/Q, C(t)/C(t + t') sont
galoisiennes.
Contre-exemples : Q(+/2)/Q, F,(X)/F,(XP).

10.3 Extensions résolubles

10.4 Nombres constructibles a la régle et au compas

11 Théoréme de Liiroth
11.1 Sous-groupes finis de PGL2(C)

12 Un peu de théorie de Galois

12.1 Théoréme d’indépendance des caractéres d’Artin

Si G est un groupe et K un corps, un caractére de G dans K est un
morphisme de groupes G — K*. L’ensemble des caractéres est une partie du
K —espace vectoriel des fonctions G — K.

Exemple : G = 7Z/nZ, K = C, les caractéres de G dans C sont les k — ¢*
ou ¢ = exp(2im/n).
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12.2 Indépendance

Théoréme 12.1 (Artin) Soient oy, ...,0, n caractéres distincts de G dans
K. Alors les 0; sont K—linéairement indépendants.

Corollaire 12.1.1 Soient E, E' deux corps. Si oy, ...,0, sont n morphismes
distincts de corps B — E'. Alors les o; sont E'—linéairement indépendants.

Exercice : si G abélien, on pose GV le groupe des caractéres de G dans
C. Montrer que G¥ ~ G (non canonique).
FEzercice : si G fini, |[Hom(G, K*)| < |G].

12.3 Corps des invariants

Théoréme 12.2 Soient o4, ...,0,, m morphismes distincts E — E'. Alors
si = ploveont = {gp e B ¢ oy(x) = ... = 0,(2)}, [E: F] >m.

Démonstration : Si eq,...,e, est une famille génératrice de F comme

F—espace vectoriel, alors les lignes de la matrice (0;(e;))1<ism € My n(E")
155<n

sont indépendantes. Donc m < n. q.e.d.

Corollaire 12.2.1 Si G est un sous-groupe fini de Aut(E), alors [E : EY] >
Gl

Remargue : comme G contient lidentité, EY = {zx € E : Vg € G, g(x) =

Ezemple : E = C, G = {1,0} ou o est la conjugaison complexe, [C :
R] = 2.

12.4 Extensions galoisiennes
Définition 15 Soit E un corps. Soit G < Aut(E) fini. On dit que E/E¢

est une extension galoisienne de groupe de Galois G.

Ezemples : C/R, Fn [T, Q(€)/Q, Q(v2)/Q, C(X)/C(X?); contre-exzemple :
Q(V2)/Q, T\ (X)/F,(X7), Q(V2)/Q.
Bzemple : Q(v/2,)/Q.

Théoréme 12.3 Soit E un corps. Soit G < Aut(E) un groupe fini. Alors
[E: E¢] =|G|.
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Démonstration : On utilise la forme F—linéaire Tr : £ — F, x —
o1(z) + ... +o,(z) ot F = EY G = {0y,...,0,}. Soient g1, ..., g, les éléments
de G. Si ey, ..., e,11 sont des éléments de E, alors les colonnes de la matrices
(gi(ej))li]g_gil € Myt sont lices. Done Vi, 375 1;g;(e;) = 0 pour certains

X c F. D’ou :
i, Y g (a5)e; =0
J

et 3,59, (zj)e; =0 = X, Tr(x;)e; = 0. Clest encore vrai si on remplace
x; par xz;, * € E. Donc on peut choisir les z; tels que 1 € E et Tr(zy) # 0

par exemple. Mais alors, les e; sont liés sur EY. qg.e.d.
Ezxemples :
a) k(xy,...,2,)%" = k(s1,...,5,) (o1 k est un corps et ou les s; sont les po-

lynémes symétriques élémentaires) car k(xy,...,z,) > k(zy,...,2,)%" >
k(s1,...;8n) et [k(zy, ..., zn) t k(x1, 0y 20)%] = |G| = 0! > [k(2q, ..., 1) :
k(s1,...,8n)],

b) Q(v/2,7)/Q est galoisienne de groupe de Galois G := (s,t) ~ &3 oil s est
le Q(j)—automorphisme qui envoie /2 sur j+/2 et t le Q(+/2)—automorphisme
qui envoie j sur j2;

c¢) soit G le sous-groupe des automorphismes de C(t) engendré par les chan-
gements de variables ¢ — ¢! et ¢t — 1 — t. On vérifie que G est d’ordre
6, isomorphe a Gs.

Soit K le sous-corps des fractions rationnelles f € C(t) invariantes par
les changements de variables

t—1—tett—t .

Montrer que K = C <(t2_t+1)3).

2(t—1)2
En déduire que I'extension :

(t*—t+1)3
C|————— C(t
( ai—1p ) <
est galoisienne de groupe de Galois Ss.

Ezercice : on pose y; := x1 + jTy + j2T3, Yo := 11 + j2x9 + jz3. Montrer
que C(x1, 2, 73)%* = C(y7 /Y2, Y3 /Y1, 01)

On peut retrouver les polynomes symétriques a partir des fractions ra-
tionnelles symétriques ...

Ezercice On pose L := k(s1,...,8,) et L; := L(xip1,...,2,), 0 <7 < n
(L, =1L).
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a) [Li_1:L;]=iet1,.. 2" est une base de L;_,/L;.
b) {x{*..2% : Vi, a; <i— 1} est une base de k(z1, ....,z,)/L.

c) tout g € k[zy,...,z,] est une combinaison k[sy, ..., s,|—linéaire de mo-
nomes .2 : Vi, a; <i— 1.

d) On retrouve que k1, ..., 2,]%" = k[s1, ..., 8,).

Corollaire 12.3.1 (Maximalité du groupe de Galois) Soit E/F galoi-

sienne de groupe G. Alors si E' > F et sio : E — E' est un F'—morphisme

de corps, o € G. En particulier, G = Autp(F), groupe des automorphismes
F—linéaires de E.

Notation :si F = EY G =: Gal(E/F).

12.5 Injectivité

Corollaire 12.3.2 (Injectivité) Si E/F est galoisienne de groupe G si
Hl,HQ < G, alors EHl = EH2 = H1 = HQ.

12.6 Surjectivité

Théoréme 12.4 Soit E/F une extension galoisienne de groupe de Galois
G. Si F < B < E, alors il existe H < G tel que E¥ = B.

Démonstration : Soit H := Autg(E). On a : B < Ef. Soit sy, ..., s, un
systéme de représentants de G/H. On a Bist=*"} = F donc [B: F| > r et
[E:B|<[E:F|/r=|H|=[E:FE"] dou B=FE!. q.e.d.

Ezercice : donner la liste des sous-corps de Q(+/2, 7).
(réponse : Q(V2,7) > Q(V2),Q(jV2), Q(7°V/2),Q() > Q).

12.7 Correspondance de Galois

Théoréme 12.5 (fondamental) Soit E/F une extension galoisienne de
groupe G.

i) On a2 bijections réciproques :
{H<G} &L {F<B<E)}
Hw— EY

Gal(E/B) « B .
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it) L’extension E /B est galoisienne et [E : Bl = |Gal(E/B)|;

wi) [B:F)=|G/Gal(E/B)|;

iv) extension B/F est galoisienne si et seulement si Gal(E/B)<G. Dans
ce cas, Gal(B/F) ~ G/Gal(E/B).

Démonstration : Si Gal(E/B) <G, si 0 € G, alors 0(B) = B : en ef-
fet, Gal(E/o(B)) = 0Gal(E/B)o~! = Gal(E/B) = o(B) = B. Notons G’
I'image du morphisme ¢ + o|g. On a : BY = F. Réciproquement si B/F
est galoisienne, alors pour tout ¢ € G, o|p € Gal(B/F) (cf. le corollaire
12.3.1). On a alors Gal(E/B) = ker(G — Gal(B/F), 0 — o|p) qui est un

noyau donc distingué. q.e.d.

Proposition 12.6 Soit E/K une extension galoisienne. On suppose que
K < B< B <E.OnnoteU :=Gal(E/B), U := GalE/B'. Alors B'/B
est galoisienne < U’ <U. Et dans ce cas, Gal(B'/B) ~U/U’.

Ezercice : démontrer cette proposition.

12.8 Caractérisation des extensions galoisiennes

Théoréme 12.7 Soit E/K une extension finie. On a toujours : |Aut g (E)| <
|E : K]. L’extension E/K est galoisienne < |Auty(F)| = [E : K|. Dans ce
cas, Gal(E/K) = Aut(E/K).

Contre-ezemples :

a) si B =Q(+?2), alors |Aut(E/Q)| =2 < 4= [E: Q.

b) sipest premier et E =F,(T) et K = F,(T?); alors [F,(T) : F,(T?)] = p
mais Autp, e (I, (1)) = {1d}.

13 Eléments entiers sur un anneau

Définition 16 Soit B un anneau commutatif avec unité. Soit A C B un
sous-anneau (sous-entendu qui contient 1). Si b € B, sont équivalentes :

(1) il existe P € A[X] unitaire tel que P(b) =0;
(1) A[b] est un A—module de type fini;
(111) il existe un A[b]—module fidéle qui est un A—module de type fini.

Un b qui vérifie ces propriétés est dit entier sur A.

Exemple : V2 est entier sur Z.
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Exercice 16 Si z € Q est entier sur Z, alors z € 7.

Démonstration : iii = i : soit M un A[b]—module fidéle qui est un
A—module de type fini. Soient ey, ..., e, des générateurs. Il existe des coeffi-
cients a; ; € A tels que :

v, _
g, bej =) aije; -
A

On en déduit par récurrence sur n que 'j b"e; = 3,(M"); je; ou M =
(a;;). Mais alors, xar(b)e; = > xar(M); ;e; = 0 pour tout j. Donc x (b)) M =
0 = xm(b) =0 car M est fidele. Or, xp(X) est unitaire a coefficients dans
A. q.e.d.

Corollaire 13.0.1 L’ensemble des éléments de B entiers sur A est un sous-
anneau de A

Exercice 17 Soit z € C une racine de l'unité. Alors Q N 7Z[z] = Z. On dit
que 7. est intégralement clos (sous-entendu dans son corps des fractions).
Contre-ezemple : Z[i\/g] est intégralement clos non factoriel car 6 =2 x 3 =
(1+iv5)(1 —iv/5) et 2,3,1 i/ sont des irréductibles dans Z[iv/5] deuz d

deux non associés ...

Application : irréductibilité des polynomes cyclotomiques :

13.1 Polyndémes cyclotomiques

Définition 17 Soit n > 1. On pose ®,(X) = [Ti<k<a (X — e2#7/7) € C[X].

kAn=1
Théoréme 13.1 a) Pour tout n, X" — 1 = [1y, P4(X).
b) Pour tout n, ®, € Z[X].
¢) Pour tout n, ®, est irréductible sur Q.

Remarque : en particulier ®,,(X) = Hdm(Xd — 1)nn/d),
Démonstration :

c)

Soit ¢ une racine primitive n—iéme de I'unité. Soit P € Q[X] son polynome
minimal sur Q. Soit p un nombre premier qui ne divise pas n. Alors P €
Z[X] donc P(X?) = P(X)? mod p. En particulier, dans I’anneau Z[(], on a
P(¢?) = 0 mod p.
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