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jeudi 17 janvier 2019
Groupes abéliens de type fini

Exercice 1 groupes abéliens de type fini

a)

)

Soit M un groupe abélien engendré par m éléments. Montrer (par récur-
rence sur m) que tout sous-groupe N < M peut étre engendré par n < m
éléments. Indication : si M = Zey + ... + Ze,,, appliquer ’hypothése de récurrence
a N'=NNZe +...+ Ze,,_1 et considérer

INEZ : Yz € ley+ ...+ Zep_1, + Ney, € N}

Soit M un groupe abélien libre engendré par m éléments. Montrer (par
(récurrence sur m) que tout sous-groupe N < M est libre et peut-étre
engendré par n < m éléments.

Soit G un groupe abélien de type fini. Montrer qu’il existe des entiers
n, m et
f:2" —=7"

un morphisme de groupes tel que G ~ Z™/ f(Z").

En utilisant le théoréme de réduction des matrices a coefficients entiers T,
montrer que si G est un groupe abélien de type fini, alors il existe des
entiers r > 0,dy, ...d;, > 2 uniques tels que :

et d1‘|dk

Indication pour l'unicité : on note Gy la partie de torsion de G ie. Gy := {g € G :
n > 0,ng = 0}. Vérifier que r est le rang de G/Gy. On est ramené G un groupe
fini! Montrer que (dx) = {x € Z : xGy = 0} puis que dp—1Gy =~ di—1Z/dpZ ~
Z/(dx/dk-1)Z ...

Déterminer (& isomorphisme prés) tous les groupes abéliens d’ordre 24.

Exercice 2 Eléments entiers sur Z.

a)

Si b € C, montrer que sont équivalentes :

1.

€1

Si M € My n(Z), alors il existe P € GL,,(Z) et Q € GL,,(Z) tels que PMQ =

AN

€K

ol e1]...Jex sont des entiers non nuls ...
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(i) il existe P € Z[X] unitaire tel que P(b) =0;
(ii) Z[b] est un Z—module de type fini;
(iii) il existe un Z[b]—module fidéle qui est un Z—module de type fini*.

Indication : pour it = i : soit M un Z[b]—module fideéle qui est un Z—module de type
fini. Soient ey, ...,e, des générateurs. Il existe des coefficients a; ; € Z tels que :

v _ E
75 bej = Q€5 .
i

Vérifier que que “n, Vj be; = Y ,(M™); je; ot M := (a; ;). Et utiliser le théoréme
de Cayley-Hamilton.
Un b qui vérifie ces propriétés est dit entier sur Z.

b) Veérifier que V2 et les racines de l'unité sont entiers sur Z et qu’en re-
vanche % ne lest pas (indication : Z[1/2] < Z[1/v/2]).

c) Siz € Q est entier sur Z, alors z € Z.

d) Montrer que I'ensemble Z des éléments de C entiers sur Z est un sous-
anneau de C.

Exercice 3 Entiers des extensions quadratiques

a) Soit d un entier # 1 sans facteur carré. On note Q(v/d) = {a + bv/d -
a,b € Q}. Vérifier que Q(v/d) est un sous-corps de C.

b) On pose a + bvd = bv/d. Montrer que = — T est un automorphisme de
Q(Vd) et queT =z <z € Q.

¢) Onnote Oy = ZNQ(+v/d). Montrer que Z[v/d] < Og et que si d = 1 mod 4,
Z[H1) < 0,.

d) Soit z = a+bvd € O4. Montrer que T € Oy et en déduire que 2a, 2bd € Z.

e) En calculant 7, montrer que 2b € Z.

f) Montrer que (2a)* — d(2b)* = 0 mod 4 et conclure que :

Z[Vd) sid#1mod4
LVd) & g = 1mod 4

Exercice 4 Exemples de groupes de type fini avec un sous-groupe
qui ne l’est pas

I. si M est un A—module, on dit que c¢’est un module fidéle si am = 0 pour tout
meM=a=0.
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a) Soit G le sous-groupe de GLo(Q) engendré par les matrices :

b)

2 0 11
et
0 1 01
1
Vérifier que H :{ s x € Z[1/2] } est un sous-groupe de G et
0 1

que H n’est pas de type fini!

Soit G le sous-groupe des permutations de 7. engendré par la transposi-
tion (0,1) et par le décalage k — k + 1. Vérifier que le groupe H des
permutations de 7. a support fini est un sous-groupe de G mais n’est pas
de type fini!

Soit G un groupe de type fini. Soit H < G un sous-groupe d’indice fini.
Vérifier que H est de type fini.



