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jeudi 24 janvier 2019
a propos des extensions de corps

Exercice 1 Racines des polyndomes de degré 3
Montrer que 1'unique racine réelle de X? — X — 1 est :

31+1 23+31 1 /23
2 2V27 2 2\27°

Indication : chercher une solution sous la forme x = u + v.

Exercice 2 a) Vérifier que les anneaur suivants sont des corps :

A)  exemple (non commutatif) : le corps gauche des quaternions :

a —b
]H::{ :a,be@}
b a

B) Ezemples commutatifs : IF), 1= Z/pZ (p premz'er), Q(\/é), Q(Z), (D(X, Y)
C) CUT)) ={Zusn, @I : ng € Z,"n > ny, a, € C}.

a

D) Z[i))7,7]v?2]/3, { cbels } sont des corps finis a 49,9

et 25 éléments.

b) Montrer que si p est un nombre premier impair, alors Z[i]/(p) est un
corps fini a p* éléments si p = —1 mod 4, un anneau isomorphe 4 ¥, x F,
sip=1mod4. EFt sip=27¢

Exercice 3 Polynéme minimal

a) Soit P € K[X]. Montrer que K[X]/(P) est un K —espace vectoriel de
dimension d = deg P (une base est donnée par les XFmod P, 0 < k <
deg P).

b) Soit K < FE une extension de corps. Soit z € E. Montrer que sont
équivalentes :

(i) il existe 0 # P € K[X] tel que P(x) =0;
(ii) dimg K[z] est finie;
(iii) Klz] = K(z).

Dans ce cas, on dit que x est algébrique sur K.
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¢) Montrer que si K < L sont des corps et si z,y € L sont algébriques sur
K, alors x + vy, zy et x/y aussi (si y # 0).

2im /103 Lx..x (2k=1) 4

est algébrique sur Q, cos(27/7) aussi, >y~ SEWEICI)
est algébrique sur C(t) (indication : en effet c’est (1—t)~'/2). Déterminer
a chaque fois leur polynéme minimal !

e) Montrer que si z € C, alors x est entier sur Z < P, € Z[X], ou P, est
le polynéme minimal unitaire sur Q.

d) Montrer que e

f) Trouver le polynéme minimal de /2 4 j sur Q.

Exercice 4 Polyndémes irréductibles.

a) Soit P € K[X]. Montrer que P est irréductible < K[X]/(P) est un
corps.

b) Rappelons que 'anneau K[X] est euclidien, donc principal donc factoriel
(donc intégralement clos).

Rappels sur les anneaux :

Définition 1 Soit A un anneau intégre.
On dit que A est euclidien sl existe une fonction ¢ : A \ {0} - IN
telle que :

Ya,be A, b#0,q,r € A, a=bg+r

avec r =0 our # 0 et qg(r) < q(b).

On dit que A est principal si tout idéal de A peut étre engendré par
un élément.

On dit que 0 # a € A est irréductible si a n’est pas inversible et si
bc =a,b, c € A= b ou c inversible.

On dit que A est factoriel si tout a # 0 dans A s’écrit :

a = Up1....Ps

avec u inversibles et les p; irréductibles et si cette écriture est unique
au sens suivant :

a=upy...ps = Upy...pk

= 5 =5 et il existe 0 € S tel que pj = u;Py(;) pour un certain u; inversible

euclidien == principal —= factoriel —= intégralement clos

R[X,Y]/(X?+Y?+1) R[X,Y] Z[i\/5]
XX XX XX
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)

f)

Montrer que si A est factoriel, alors 'anneau A[X] aussi. Plus précisément
les irréductibles de A[X] sont les a € A irréductibles et les P € A[X] de
degré > 0, tels que ¢(P) ~ 1 et P est irréductible dans K[X] ou ¢(P)
est le pged des coefficients de P (déﬁm' a multiplication par un inversible prés).
Indication : montrer d’abord que c(PQ) = c¢(P)c(Q)).

Par exemple : si P € Z[X], alors P irréductible sur Z = P irréductible
sur Q.

Technique de la réduction mod p. Montrer que X* — X — 1 est
irréductible sur Q en réduisant mod 2. Mais montrer que X* 4+ 1 est
irréductible sur @ alors qu’il est réductible mod p pour tout p.

Montrer que le déterminant vu comme polynéme dans
K[X;; : 1<i,j <n]

est irréductible.

Montrer que le polynéme X3 + Y3 — 1 est irréductible dans C[X,Y].

Exercice 5 Corps de rupture, corps de décomposition

a)

b)

Soit K corps et soit P € K[X] irréductible. Justifier 'existence et 1'uni-
cité (a isomorphisme preés) d’un corps de rupture pour P.

Soit 0 # P € K[X]. On suppose que E > K est un corps ou P est scindé :
P=c¢(X—m)..(X—2x,), ce K*.Ondit que K(z1, ..., x,) est le corps de
décomposition de P dans E. Montrer qu'un corps de décomposition pour
un polynéme P € K[X] existe toujours et est unique (4 isomorphisme
p?”és). Pour lexistence, procéder par récurrence sur deg P. Pour l'unicité :
supposons P = X" — a1 X" ! + ... + (=1)"a, € K[X]. Supposons aussi qu’il existe
Ly, Ly des corps contenant K, x1,..,2y € L1, y1,....yn € Lo tels que P = (X —
x1)...(X —x,) dans L1[X] et P = (X —y1)...(X —yn) dans La[X] et Ly = K(21, ..., Zp)
et Lo = K(y1, ..., Yn)-

Soit I lidéal des polynomes P € K[X, ..., X,] tels que P(x1,...,2,) = 0 dans L;.
Soit I Uidéal des polynomes P € K|[Y1,...,Y,] tels que P(y1,...,yn) = 0 dans La. Soit
M un idéal mazximal de [’anneau

K[X17"'7Xn7Y17"'7Y7L]
qui contient I; + Iy (aucun probléme car 1 € Iy + I * et car K[X,Y]/I; + I est de

dimension finie, il suffit donc de choisir M > I + Iy tel que dimg K[X,Y]/M est
minimal > 1).

. en effet, si ¢1 : K[X, ..., X,,)] = K est une forme linéaire de noyau contenant I; (idem

pour ¢3), alors on pose ¢ : K[X1,..., X, Y1,...,Yn] = K, cX9Y" — c¢1(X%)2(Y?). On
vérifie facilement que ¢p(A(X)B(Y)) = ¢1(A(X))p2(B(Y)) et que I; + I est dans le noyau
de ¢. Si ¢1,¢2 # 0, il est clair que ¢ # 0 donc I7 + I # k[X,Y] ...
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Alors Ly ~ K[X]/I, % K[X,Y]/M, PmodI, — PmodM est un morphisme
K—linéaire de corps donc injectif. Or L = K[X,Y]/M est engendré par les X; et
les'Y;, classes des X;,Y; mod M.

Dans L1[X], on a (X —21)...(X —xn) = X"+3 0 ok(@1, ..., 7)) (—1)" X" 7F = P(X)

Donc o (z1,...;zn) = ar, = 0(X1, ..., Xp) = ap mod Mi.e. o4 (X1, ..., Xy,) = ai. dans
L. De méme, oi(Y1,...,Y,) = ax dans L et donc

dans LIX] et donc {X; : 1<i<n}={Y; : 1<i<n}. OrX; €Img. DoncY;

aussi et @ est un isomorphisme. De méme, on a un isomorphisme Lo ~ K[X,Y]/M.

Exercice 6 Automorphismes de corps.

a)

b)

Montrer que si K est de caractéristique p, x — 2P est un endomorphisme
du corps K.

Montrer :

— Aut(R) =1,

— Aut(Q(v2)) = {Id,a + bv/2 — a — b2},

— AutC(t) ~ PGLy(C) (indication : considérer les automorphismes t v %+t
lorsque ad —bc #0) |

— Aut(Q(V/2,5) = (s,t) ~ &3, oil s est le Q(j)-automorphisme qui
envoie v/2 sur j{/2 et t la conjugaison complexe.

Soit K < L une extension algébrique i.e. tous les éléments de L sont
algébriques sur K. Montrer que si f est un endomorphisme K —linéaire
du corps L, alors f est un automorphisme de corps!

Extensions galoisiennes.

Soit K un corps. Si G < AutK est un sous-groupe on note K¢ les
éléments de K fixés par G.

Une extension galoisienne finie est une extension de corps de la forme :
KY<K

ou G < AutK est un sous-groupe fini.

Montrer que les extensions suivantes sont galoisiennes :
Fn/F, (indication : dans ce cas, G = (f) o f : Fgn — Fgn, v+ 27),
Q(v2)/Q, Q(V2,5)/Q, Ct)/C(t + 7).

Montrer que Q(+/2)/Q et F,(X)/F,(XP) ne le sont pas.

Exercice 7 Correspondance de Galois
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a) Si G est un groupe, si oy,...,0, : G — K* sont des morphismes de
groupes deux a deux distincts, alors montrer que les o; sont K —linéairement
indépendantes comme fonctions de G dans K. Théoreme d’indépendance
des caractéres d’Artin.

b) Montrer que si s, ..., S, : K — K’ sont m morphismes de corps distincts,
alors si Ky := K{svsmb = {z € K 1 s1(z) = ... = 5,,(2)}, on a:

(K : Kol >m .

Indication : sieq, ..., e, est une famile génératrice de K comme Ky—ev, considérer la

matrice (s;(e;)) 1Sigm.

¢) Montrer que si G < Aut(K) est un sous-groupe fini, alors [K : K¢] = |G].

d) Soit K’ < K une extension finie. Montrer que |Auty K| < [K : K'] avec
égalité si et seulement si l'extension K/K' est galoisienne (indication :
K' < KAt K < K et comparer les degrés ...).

Montrer que Q(v/2)/Q n’est pas galoisienne.

e) Démontrer le théoréme suivant :

Théoréme Soit £//F une extension galoisienne de groupe G.

i) On a deux bijections réciproques :

{sous-groupes H < G} <22~ {corps intermédiaires F < B < E}

Hi Ef

Gal(E/B) B .

ii) L’extension E/B est galoisienne et [E : B] = |Gal(E/B)|;
iii) [B: F|=|G/Gal(E/B)|;

I'extension B/F est galoisienne si et seulement si Gal(E/B) < G.
Dans ce cas, Gal(B/F) ~ G/Gal(E/B).

v) Déterminer les sous-corps de Q(j, v/2).

v

~—

Exercice 8 le corps C est algébriquement clos.
Soit @ un polynome irréductible sur R. Soit K un corps de décomposition
de @ sur C c-a-d Q = (X —x1)..(X —x,) et K = C(xq,...,2,).

a) Monter que I'extension K /R est galoisienne. Notons G son groupe.
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b) Soit P un 2—Sylow de G. Montrer que K¥ = R (Indication : [KT : R] est
impair) et que G est un 2—groupe.

c) Supposons qu'il existe H < Gal(K/C) d’indice 2. Montrer qu’alors K /C
est de degré 2 absurde ...

d) Conclure.



