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jeudi 31 janvier 2019
Théoréeme de Liroth et théoréeme des invariants de Dickson

Exercice 1 Théoréme de Liiroth

a) Soit K un corps commutatif. Soit § € K(X) une fraction irréductible (non
constante). Montrer que [K(X) : K(i)] = max{deg f,deg g}. Indication :
vérifier que Y g(T) — f(T) est irréductible dans K[Y,T| et en déduire que gg(T) —f(T)
est irréductible sur le corps K (%)

b) En déduire un automorphisme de groupes PGLy(K) ~ Autg (K (X)).
Ly 2 _ yya+1
¢) En déduire que I (X)PS2Fd = T, (%)
(Xq2 7x)lZ+1
fraction irréductible ¢ ot max{dega,degb} = ¢* — ¢ = [PGLy(IF,)|.
d) Soit K C L C K(X). On suppose K # L. Montrer que X est algébrique
sur L. On note :

Indication : montrer d’abord que la fraction peut s’écrire sous forme d’une

f(D)y=T"+a,T" '+ ...+ a, € L[T]

son polyndéme minimal.
e) Montrer qu'il existe i tel que 0 = a; € K.
f) soit bo(X) le ppem des dénominateurs des a; dans K[X]. On pose

F(X,T) :=bo(X)f(T) = bo(X)T" + by (X)T" " + ... + b,(X) € K[X,T]

et m :=degy F(X,T). On écrit § = % sous forme irréductible. Vérifier
que g(X),h(X) sont de degrés < m.
g) Montrer que f(T)|g(T) — Oh(T) dans L[T].

h) En déduire que :
h(X)g(T) = g(X)NT) = ¢(X, T)F(X,T)

pour un certain ¢(X,T) € K[X,T|. Indication : utiliser le contenu ...

i) En comparant les degrés en X, montrer que h(X)g(T) — g(X)h(T) est de
degré m en X et que q(X,T) € K[T].

j) En déduire que ¢ € K et que n = m.
k) En déduire que L = K (6).
1)
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Exercice 2 Théoréme des invariants de Dickson
Soit G = GL,(F,). Soit K = Fy(X;, ..., X,,). Le groupe G agit sur K de
la maniére suivante :

Vg € G7 gil'P(Xla 7Xn) =P (Z glej7 7Zgn]XJ)
j=1

=1
On pose fo(T) = [haerp (T — MiX1 — ... = A X5).

a) Montrer que f,(T) € K°[T).
b) Montrer que f,(T) = 79"+ ¢, /79 pour certains ¢, ; € Fy[X7, ..., X,]

dedegrés ¢ — ¢'. Indication : considérer :

X, X0 .. X, T
Xf Xg e X2 T
An(T)
x x¢ L ox7 T
et montrer que fn(T) = AA,nl((TX) )

¢) Montrer que [K : Fy(cno, s Cnn-1)] < (¢" — ¢ 1).(q” = 1).
d) En déduire que K¢ =F,(c0, -, Con_1)-
e) Montrer que F[X1, ..., X,,]¢ = Fylcno; s Crnn_1]-

Indication : vérifier que 'anneau Fy[cy o, ..., Cnn—1] est intégralement clos.



