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Lecon 150 Exemples d’actions de groupes sur les espaces de
matrices

1 Plan possible

Soit K un corps.

[.— Actions par multiplication a gauche et/ou a droite

(matrices équivalentes < de méme rang, décomposition de Bruhat, trans-
vections et simplicité de PSL,(K), ...).

I1.— Actions par conjugaison

(invariants de similitude, réduction de Jordan des matrices nilpotentes,

ITI.— Actions par congruence

(formes quadratiques, rang, signature, cas C, cas R, cas des corps finis,
formes bilinéaires alternées (invariant = rang), définition du Pfaffien, ...)

2 Développements possibles

Développement 1 (Décomposition de Bruhat, cf [3]) Notons B, le sous-
groupe de GL,, (K) des matrices triangulaires supérieures inversibles. Le groupe
B, x B, agit sur GL,(K) par : (b1, bs).g := bigby* avec un nombre fini d’or-
bites : en effet, si on note pour o € &,, P, = (§;5(j))1<ij<n la matrice de
permutation correspondante, alors :

GL,(K) = Uyes, B, P, B,

ot I” union est disjointe.

Application : Soit 2 :={0<V; <..<V,_1 < K" : Vi dimV; =i},
on appele 9 'ensemble des drapeauzr de K". Le groupe GL,(K) agit sur 9
par :

Vd= (Vi <...<V,_1),"g € GL,(K), g.d = g(V1) < ... < g(Vi_1) .

On en déduit une action de GL,(K) sur 2 x 2 par : g.(d,d') := (g(d), g(d")).

Cette action a n! orbites en bijection avec &,,.

Remarque : la décomposition de Bruhat avec cette application font un trés
bon développement.

Développement 2 (Simplicité de PSL,(K), cf [5, thm 8.4 et thm 9.6])
Le groupe PSL,,(K) est un groupe simple sin >3 oun =2 et |K| > 4.
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Remarques : Pour ce développement, on peut se contenter du cas n > 3.
On commence par définir les transvections : ce sont les matrices conjuguées
dans GL,(K) & une matrice de la forme 7} ;(\) := I, + AE; j, N\ € K, 1 <i#
J < n. Puis on montre que les transvections sont conjuguées dans SL,(K) ...
Il faut aussi remarquer que les groupes PSLy(Z/27) = GLy(Z/27) ~ &3 et
PS1Ly(Z/37.) ~ A4 ne sont pas simples.

Ce développement peut servir aussi ailleurs.

Développement 3 (Réduction de Jordan des matrices nilpotentes)
Soit N € M, (K). Alors N est semblable & une matrice diagonale par blocs
de la forme :

I,
In,
0 1 0-0
N
0 \ 0 .
ou pour tout k > 1, on note Jy, := . le bloc de Jordan de taille
0—0 0

k et ouny > ...>n, > 1 sont des entiers tels que nq + ... +n, = n. De plus
la suite ny > ... > n, est unique.

Remarques : excellent développement qui peut aussi servir dans la lecon
sur la dualité. Attention : il ne faut surtout pas suivre la démonstration du
Gourdon [4] au chapitre IV mais celle qui se trouve en annexe B sur les inva-
riants de similitude (adaptable facilement au cas des matrices nilpotentes).
On peut sauter I'unicité si on manque de temps. Il suffit de savoir retrouver
la formule suivante :

kpm =rgu™™ — 2rgu™ 4+ rgu™ !
ou k,, est le nombre de blocs de taille m dans la forme réduite.

Développement 4 (Réduction de Frobenius) Si A est une matrice, il
existe une suite de polynomes Py|...|P. unitaires de degré > 1 tels que A est
semblable a la matrice diagonale par blocs

Cp,

Ch,
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ot les Cp, sont les matrices compagnons des polynéomes P;. De plus, la
suite de polynémes unitaires Py|...|P. est unique.

Remarques : si P = X"+a; X" '4...+a,, la matrice compagnon associée
est la matrice

0—0 -—a,

1

0 e M, (K)
AN

0—0 1 —a

est de polynéme minimal et de polynéme caractéristique P. Les invariants
de similitude de A sont les polynomes F;, ils sont indépendants du corps
K ou sont les coefficients de A (au sens ou si K < K’ alors les invariants
calculés dans ., (K') restent dans K). De plus deux matrices A, B sont sem-
blables si et seulement si les invariants de similitude sont les mémes. Pour
I'unicité, on peut 'admettre si on trouve la démo trop longue mais c’est
bien de savoir la démontrer rapidement ; dans ce cas il vaut mieux raisonner

Cp,

ainsi : supposons que A est semblable & une matrice et

Cp

r

Co,
a une matrice ou Pi|...|P, et Q1]...|Qs. Alors P, = Qs =
Ca.

le polynéme minimal de A. Si on applique FP,_; & A on trouve une ma-

0

trice semblable & la matrice et aussi & la matrice

P._1(Cp,)

PT*1<CQ1)

et comme P,_;(Cp,) = P,_1(Cp,), on a (par

P.-1(Cq,)
exemple en comparant les rangs) P,_;(Co, ,) = 0 = Qs_1|F,—1. De méme,
on a P._1|Qs_1 et donc P,_; = Q,_1, elc par récurrence.

Tres bon développement qui peut aussi servir dans la legcon sur la dualité
159 mais ausst dans les legcons 153, 154.
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Développement 5 (SU; x SUs/ £ 1 ~ SO4(R), ¢f. [7, ex. 12.56] ou [6, chap. 7] )
Soit SUy le groupe des matrices 2 X 2 complexes unitaires de déterminant 1.
On a un isomorphisme de groupes :

SU2 X SUQ/ + ([2,]2) ~ SO4(R) .

En particulier le groupe SO4(R)/Z n’est pas simple (Z est le centre (=%14)).

a —b
b a
le R— espace vectoriel des quaternions. Si M € .#5(C), on note M* :=
'M. Alors si q1,q2 € H, on remarque que q1q5 + ¢5q1 € R, on pose alors

(q1, @) = 9%

Remarques : on fait agir SUy x SUy sur H ::{ ca,beC }

%ﬁql. C’est un produit scalaire sur H et (q,q) = détgsiq € H.
On a donc une action de SUy x SU, qur H via :
Yu,v € SUy, Yg € H, (u,v).q :=uqu™" .
Cette action préserve le déterminant donc la norme euclidienne choisie sur
H. D’ott un morphisme SUy x SUy — O4(R). On peut admettre que SU; est
connexe ; si demandé, il suffit de savoir trouver un chemin continu qui relie
e’ 0
g € SU, a Iy et pour cela, il suffit de diagonaliser : g = P* . P
0 e

pour un # réel et une matrice unitaire P ; voici un chemin continu :

6it0 0
te€0,1] — P* P ..

Pour la surjectivité, on peut a la place de I'argument de Vinberg qui fait
appel aux algébres de Lie, utiliser cet argument plus élémentaire : comme
les réflexions orthogonales engendrent O4(RR) et comme toute rotation est un
produit d’un nombre pair de réflexions, il suffit de montrer que le produit de
2 réflexions orthogonales est dans I'image de SUy x SU,. Or I'application r,, :
H — H, g — —uq*u est une réflection orthogonale d’hyperplan I'orthogonal
de u. On vérifie facilement que si u,v € SUy, alors, r, or, : ¢ — uv*qu*u est
dans l'image de SUy x SU, car uv*, v*u € SU; ...

Développement 6 (Sous-groupes compacts de GL,(R), cf [1]) Soit K <
GL,(R) un sous-groupe compact, alors G est conjugué a un sous-groupe de

O.(R).
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Remarques : savoir démontrer facilement le cas fini en « moyennant »une
forme quadratique définie positive : si ¢ est une forme quadratique défi-
nie positive sur R" et si K est un groupe fini, alors la forme quadratique
T = Yyec—k q(gr) est une forme quadratique définie positive sur R™ qui
est K—invariante. Donc K < O(q) = PO, P! pour une certaine matrice
P e GL,(R) ...

Développement 7 (Pfaffien, cf. [2, §8.6]) Si ¢ : K" x K" — K est une
forme bilinéaire alternée (i.e. "z, p(z,x) =0), alors v a pour matrice

(5

0

dans une certaine base de K™. En particulier le rang est toujours pair! En
termes de matrices :

YA matrice antisymétrique , "P € GL,(K),

(%)

'PAP =

0

ot une matrice antisymétrique est une matrice A telle que 'A = —A.
Pour que cela reste vrai en caractéristique 2 il faut ajouter la condition que
la diagonale est nulle.

Applications : si A € #s,(K) est antisymétrique (et si la diagonale
est nulle en caractéristique 2), alors dét A = Pf(A)? ou Pf est une fonction
polynomiale a coefficients entiers en les coefficients A; ;, i < j, homogéne de
degré n. On chotsit Pt qui a un coefficient > 0 devant Ay 2A34...Asp—1.2n. On
en déduit que toutes les matrices du groupe Sp,,,(K) sont de déterminant 1.

5



Préparation a ’agrégation université Lyon I — 2017-2018

Remarques : Rappelons que Sp,, (K) est le sous-groupe des matrices

0 |1,

M € GLy,(K) telles que ‘MJM = J ou J := . Par exemple :
1,10
0
Pf =a,
—a 0
0 a2 a1z Qi
—Q12 0 Q23 Q24
pt = Q12034 + Q23014 — Q13024 .

—aiz —das3 0 34

—a1a —apq4 —azs 0

3 Exercices / questions possibles

1. Montrer que deux matrices réelles conjuguées sur C le sont sur R.

Solution : (avec les invariants de similitude (si on a donné une version
matricielle)) soient A, B deux matrices réelles semblables sur C. Par
unicité des tnvariants de similitude, les tnvariants de similitude sur R
de la matrice A sont aussi ses invariants de similitude sur C. Ce sont
donc des polynomes Py 4, ..., P, 4 € R[X]. De méme pour B : ce sont des
polynomes Q1 p, ..., Qs € R[X]. Comme A, B sont semblables sur C,
r=s et P, = Q; pour tout i. Ayant les mémes invariants de similitude,
les deux matrices A, B sont semblables sur R.
(sans les invariants de similitude) : 1l existe P € GL,(C) tel que PA =
BP. Il existe U,V des matrices réelles telles que P = U + iV. Alors
UA = BU et VA= BV. Donc pour tout t € R, (U +tV)A = B(U +
tV'). Il reste a choisir t tel que dét (U +tV') # 0. C’est possible car le
polynoéme dét (U + T'V') ne s’annule pas en i ...

2. Dans #,(C), justifier que l'adhérence de I’ensemble des matrices de
rang r contient toutes les matrices de rang < r.

3. Si A € #,(C), alors A est diagonalisable si et seulement si sa classe
de conjugaison est fermée dans ., (C).
Indications : si A est diagonalisable, alors B est semblable 4 A si et
seulement si xg = xa et ma(B) =0 (ot my est le polynéme minimal
de A). Or Uapplication qui & une matrice B associe les coefficients de
son polynéme caractéristique est continue ... Dans 'autre sens, il suffit
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1 €
de traiter le cas des blocs de Jordan : par exemple lim._ =
01
€
Iy et pour tout ¢ > 0, la matrice reste dans la classe de
01
o 11
conjugaison de
01

4. Combien y a-t-il de matrices 4 x 4 nilpotentes a similitude pres?

5. si A€ #,(C), alors A est semblable a "A.

Indication : il suffit de le montrer pour un bloc de Jordan ou pour une
matrice compagnon.

6. Existe-t-il des matrices non semblables avec le méme polyndéme carac-
téristique ET le méme polyndéme minimal ?
A0 0

7. Quels sont les invariants de similitude de la matrice | 0 X 0 |7
0 0 p

8. Justifier que SL,,(R) est connexe par arcs.

Réponse : Soit M € SL,(R), alors M = Py...P, ou pour tout k,
Py = T;, j,(A\x) pour certains i, # ji et A\, € R (on suppose que cet
énoncé a été mis dans le plan). On pose Pyy := T, ; (At) sit € R.
L’application :

koJk

[0,1] = SL,(R), t— Pi4...P.4

est continue et vaut I, ent =0, M ent =1.(Si on a énoncé que toute
matrice de SL, (R) est produit d’un nombre fini de matrices de la forme
9. Combien de matrices nilpotentes dans My (F,) 7

Réponse : sont nilpotentes la matrice nulle et les conjugués de J =

0 1
. Or le stabilisateur de l'action par conjugaison de GLy(IF,)
0 0
en J est
a b a b a b
s ={ J=J }
c d c d c d



Préparation a ’agrégation université Lyon I — 2017-2018

(rapide calcul)
a

b
—{ 040}
0 a

Donc le nombre de matrices semblables a J est % =¢*—1. 1y

a donc 1+ ¢*> — 1 = ¢* matrices nilpotentes ...
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