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TD — jeudi 10 novembre

Exercice 1 a) Soient Py, Py deux matrices réelles. On suppose que Py +iP,

est inversible. Montrer que Py + APy est inversible pour une infinité de
A e R.

b) En déduire que si My, My deux matrices réelles semblables sur C, alors
elles sont semblables sur R (sans utiliser les invariants de similitude).

Exercice 2 a) (sujet de 2013) Montrer qu’il existe une norme | | sur
M, (C) telle que pour toutes matrices A, B € #,(C), |AB| < |Al||B|.

b) En déduire que 3, 2 converge dans ., (C) pour toute matrice A. On
note exp A la somme.

c) Montrer que si A, B commutent, alors exp(A + B) = exp(A)exp B.
—t
t 0
e) Montrer la surjectivité de 4, (C) — GL,(C), A exp A. Et sur R ?

d) Calculer exp

Exercice 3 a) (D’apresle sujet de 2010) Soit A une matrice nilpotente. On
pose d; := dimker A* — dimker A*"1. On suppose que A est semblable a

Jky

une matrice diagonale par blocs de Jordan : . Montrer

Ik,

que d; =|{j <r : k;j >i}].

b) En déduire une formule pour le nombre de blocs de taille i.

Exercice 4 a) (D’aprés le sujet de 2013) Soit (ag, ..., an,—1) € C". On pose
0——0 —ao

C = \\ e M, (C). Montrer que si M € #,(C),

0—0 1 —au
alors il existe (by, ..., b,_1) € C" tel que Me; = S7—5 b,C%e;.

b) En déduire que ’ensemble des matrices qui commutent o C' est la sous-

algebre C[C].
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d)

f)

Soit E un C—espace vectoriel de dimension finie. Soit u € Z(E). On
suppose que E = ®]_| E; pour certains sous-espaces de E stables par u.
Si f € L(E), onnote f;j: E; — E;, v — f;j(x) la composante de f(x)
dans E;. Montrer que 'application :

Z(E) = &1<ij<rZ (B, Ej)
f e @it

est un isomorphisme.
On note C(u) le sous-espace des endomorphismes de E qui commutent
a u. On pose C;; = {F € Z(E;,E;) : Fu = uF}. Montrer que
dim C(u) = 3, ; dim C; ;.
Soit P; le polynome minimal de u|g, . On suppose que E; est de dimension
d et que E; = (z,...,u?Y(2)) pour un certain x € E;. Montrer que F
F(z), C;; — Ej est injective d’image ker P;(u|g, ).
Notons Py|...| P, les invariants de similitude de u. Montrer que :

dimé(u) = (2r — 1)dy + (2r — 3)da + ... + d,
ou d; := deg P; pour tout 1.

Exercice 5 a) Soit M € GlLy(Z) d’ordre fini n > 1. On suppose que M =

b)

¢)
d)

f)

9)
h)

I, mod 3. Montrer que 3|n.

Soit G < GLy(Z) un sous-groupe fini. Montrer que G — GLy(Z/3) est
mjective. Indication : montrer que sinon, il existe un élément d’ordre 3
dans le noyau ...

Soit M € GLy(Z) d’ordre fini n. Montrer que n =1,2,3,4 ou 6.

Montrer que M est conjuguée dans GLy(Z) G une des matrices suivantes :

0 —1 0 —1 01 1 0
iIQvi ) ) )
1 -1 1 0 10 0 —1

Montrer que dans SLy(Z./3) il n’y a qu’un élément d’ordre 2, pas de sous-
groupe d’ordre 12, un seul sous-groupe d’ordre 8 (isomorphe au groupe
des quaternions) et que les autres sous-groupes propres sont cycliques

d’ordre 1,2,4 ou 6.

En déduire que G N SLo(Z) est cyclique. (Indication : sinon il y aurait
un €élément d’ordre 4 dans le noyau de G N SLy(Z) — SLy(Z/2)).

Montrer que si g € G n’est pas de déterminant 1, alors g est d’ordre 2.

En déduire que G est isomorphe a un sous-groupe de Dy ou Dg les groupes
diédravx d’ordre 8 et 12. Généraliser a GLy(Q) a la place de GLy(Z)
indication : justifier Uexistence d’un réseau de Q? qui est G—stable.



