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Abstract. Let X be a complete symmetric variety, i.e., the wonderful compactification
of a symmetric G-homogeneous space (where G is a simply connected semi-simple linear
algebraic group). If L is a line bundle over X and if C is a Bialynicki-Birula cell of
codimension ¢ in X, then the Lie algebra g of G operates naturally on the cohomology
group with support H§(L). A necessary condition on C' for the existence of a finite-
dimensional simple subquotient of this g-module is given. As applications one calculates
the Euler—Poincaré characteristic of L over X, estimates the higher cohomology group
Hd(X, L), d > 0, and obtains the exact formulas in some cases including that of the
complete conic variety.

Résumé. Etant donné un groupe algébrique linéaire semi-simple G, on s’intéresse aux
compactifications magnifiques des G-espaces homogénes symétriques. Si X est une telle
compactification, si L est un fibré en droites G-linéarisé sur X et si C est une cellule de
Bialynicki-Birula de X de codimension c, alors ’algébre de Lie g de G opére naturellement
sur le groupe de cohomologie & support H¢(L). On donne ici une condition nécessaire,
portant sur la cellule C', pour que ce g-module posséde un sous-quotient simple de di-
mension finie. On en déduit une formule pour la caractéristique d’Euler—Poincaré de L
sur X et une estimation (exacte pour certains cas dont celui de la variété des coniques
complétes) des groupes de cohomologie supérieure Hd(X7 L), d>0.

Translated Introduction

Let k be an algebraically closed field of characteristic zero.

Let G be a semisimple linear algebraic group over k and g its Lie algebra. If X
is a smooth projective G-variety and L is a G-linearized line bundle over X, then
all the cohomology groups H%(X, L), d > 0, are finite-dimensional G-modules.

When X has a cellular decomposition

xX=|]c

DOI: 10.1007/s00031-010-9105-6
Received January 22, 2010. Accepted June 8, 2010. Published online July 23, 2010.



656 ALEXIS TCHOUDJEM

where the cells C; are subvarieties of X, of codimension ¢; and isomorphic to affine
spaces, there is a spectral sequence, the Grothendieck—Cousin spectral sequence
(cf. [K]), whose first terms are the cohomology groups with support H¢ (L) and
which converges to the global cohomology group H%(X, L).

We remark that the H¢i (L) are only g-modules which can have infinite dimen-
sion whereas the H%(X, L) are finite-dimensional G-modules.

In some cases, the “finite” part of the Grothendieck—Cousin spectral sequence
degenerates, i.e. the terms of the spectral sequence have constant multiplicities
along each finite-dimensional simple g-module. This fact allows us to totally de-
termine the H4(X, L). It happens when X is a flag variety (whence the famous
Borel-Weil-Bott theorem) and, more generally, if X is a minimal rank wonderful
variety (then X is a projective G-variety which has only one closed G-orbit and
which has a cellular decomposition whose cells intersect that closed orbit), cf. [T2,
théoréme 3.1]. Here we are interested in complete symmetric varieties defined by
De Concini and Procesi in [DCP]. These varieties also have only one closed orbit.
When a cell C; intersects this projective G-orbit, the g-module H¢; (L) has a finite
decomposition sequence whose successive quotients are well studied g-modules: the
twisted Verma modules (cf. [T1, théoréme 4.1]).

Instead, when a cell C; does not intersect the closed projective G-orbit of
X, there is not such a handy description of the g-module H¢ (L). Neverthe-
less, we are going to prove (with an extra condition on the hne ‘bundle L) that,
in that case, the g-module Hg (L) has no G-module among its simple subquo-
tients (cf. théoréme 7). That result simplifies the Grothendieck—Cousin spectral
sequence. As applications, we will give a formula for the global Euler—Poincaré
characteristic (cf. Théoréme 12):

S (1) H (X, L)

9

(alternated sum in the representation ring of ), an upper bound of the simple
G-module multiplicities in the H¢(X, L) (cf. théoréme 14) with, as corollary, a
vanishing result in degree 1 (cf. Corollaire 14.1). Finally, we will totally determine
the H4(X, L) for two examples of rank 2 complete symmetric varieties, among
which is the variety of complete conics (cf. théorémes 16 and 17).

Introduction

Soit k un corps algébriquement clos de caractéristique nulle.

Considérons un groupe algébrique linéaire semi-simple G sur k et son algebre
de Lie g. Si X est une G-variété projective lisse et L un fibré en droites G-linéarisé
sur X, alors tous les groupes de cohomologie H%(X, L), d > 0, sont des G-modules
de dimension finie.

Lorsque X posséde une décomposition cellulaire

xX=|]c,
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ou les cellules C; sont des sous-variétés de X, de codimension ¢;, isomorphes a des
espaces affines, on dispose d’une suite spectrale, la suite spectrale de Grothendieck—
Cousin (cf. [K]), dont les premiers termes sont les groupes de cohomologie a support
H¢ (L) et qui converge vers les groupes de cohomologie globaux H 4X,L).

Remarquons que les H, (CL (L) sont seulement des g-modules, qui peuvent étre de
dimension infinie alors que les H4(X, L) sont des G-modules de dimension finie.

Dans certains cas, la «partie finie» de la suite spectrale de Grothendieck—Cousin
dégénére, i.e. les termes de la suite spectrale ont des multiplicités constantes selon
chaque g-module simple de dimension finie. Cela permet alors de déterminer com-
plétement les H4(X, L). Cela se produit si X est une variété de drapeaux (d’ott
le célebre théoréme de Borel-Weil-Bott) et plus généralement si X est une var-
iété magnifique de rang minimal (ce sont des G-variétés projectives avec une seule
G-orbite fermée et qui vérifient notamment la propriété d’avoir une décomposi-
tion cellulaire dont toutes les cellules rencontrent cette orbite fermée), cf. [T2,
théoréme 3.1]. On s’intéresse ici aux G-variétés symétriques complétes définies par
De Concini et Procesi dans [DCP]. Ces variétés ont aussi une seule orbite fermée.
Lorsqu’une cellule C; rencontre cette orbite projective, le g-module H, 8 (L) pos-
séde une suite de composition finie dont les quotients successifs sont des g-modules
bien étudiés : les modules de Verma tordus (cf. [T1, théoréme 4.1]).

Mais quand une cellule C; ne rencontre pas la G-orbite projective de X, on
n’a pas de description aussi commode du g-module H, é (L). Néanmoins, nous al-
lons montrer (avec une condition supplémentaire sur le fibré en droites L) que,
dans ce cas, le g-module H¢ (L) n’a pas de G-modules parmi ses sous-quotients
simples (c’est le théoréme 7). Ce résultat permet de simplifier la suite spectrale
de Grothendieck-Cousin. Comme applications, on donnera une formule pour la
caractéristique d’Euler—Poincaré global (cf. le théoréme 12) :

Y (FL)H(X, L)

i

(somme alternée dans l’anneau des représentations de (), une majoration des
multiplicités des G-modules simples dans les H4(X, L) (cf. le théoréme 14) avec,
pour corollaire, un résultat d’annulation en degré d = 1 (cf. le Corollaire 14.1).

Enfin on déterminera complétement les H d(X , L) pour deux exemples de var-
iétés symétriques complétes de rang 2, dont la variété des coniques complétes
(cf. les théorémes 16 et 17).

Remerciements. Je suis reconnaissant aux arbitres de leur lecture attentive des
premiéres versions.

1. Enoncé du résultat principal

1.1. Variétés symétriques complétes

Soit G un groupe algébrique linéaire sur k. On suppose que G est semi-simple
adjoint et connexe sur k. Soit §# : G — G un automorphisme d’ordre 2. Notons
H := G le sous-groupe des points fixes de 6.

L’espace homogene G/H est une variété symétrique affine.
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D’aprés [DCP, Theorem 3.1], il existe une unique G-variété projective X telle
que :

(i) X contient G/H comme G-orbite ouverte ;

(i) X est lisse;

(iii) le diviseur X \G/H = D1 U---UD, est un diviseur & croisements normaux
(les composantes irréductibles D; de X \ G/H sont appelées les diviseurs
limitrophes de X);

(iv) pour tous 2,2’ € X, Gx =G.2' & {i : x € D;} ={i : ' € D;};

(v) il n’y a qu’une seule G-orbite fermée dans X : F =Dy N...N D,.

L’entier r est le rang de X.
On dit que la variété X est la compactification magnifique de G/H. On appelle
vari€tés symétriques complétes de telles variétés.

Remarque 1. Soit h I'algébre de Lie de H. L’automorphisme 6 induit un automor-
phisme d’algébres de Lie g — g encore noté #. On a

h=g"={reg: b(z) =2z}

Soit h := dimbh. La variété X peut étre définie comme ’adhérence de 'orbite
G.h dans la grassmannienne ¢ := Gry(g) des sous-espaces de g de dimension h
(cf. [DCP, §6]).

Fixons pour la suite G, H comme ci-dessus et X la compactification magnifique

de lespace symétrique G/H. On notera G le revétement universel de G et on
considérera X comme une G-variété.

Exemple 1. Soit G := PGLj3 et soit 6 'involution :
0:G—G, g~ Ig")7"],

(on note [g] € PGL3 la classe modulo k* d’une matrice inversible g). On a dans ce
cas H = G = SO3. Notons S3 I’espace des matrices symétriques 3 x 3 a coefficients
dans k. Soit € la variété algébrique affine des coniques non dégénérées de P2 (vues
comme des classes modulo k* de formes quadratiques non dégénérées sur k3, vues
elles-mémes comme des matrices symétriques 3 X 3 non singuliéres a coefficients
dans k) :

C:={[q] € P(S3) : detq # 0}.

Comme le groupe G agit transitivement sur C, on peut identifiier I’espace ho-
mogéne symétrique G/H a C via 'isomorphisme :

G/H—¢C,  [gH—[(g") "'g7"].

On peut dans ce cas décrire la compactification magnifique € de € comme une
sous-variété fermée de IP® x P° par

€= {(la).l¢') € P(S3) x P(S3) : q¢’ € KId},
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otl qq" est le produit usuel des matrices ¢, ¢q'.
En effet, C est lisse, contient € via l'inclusion

[ € € (lgl,la ') €€,
et le groupe G= SLj agit sur € par
Vge G V(d. @D et  g.(dld) = (¢") a9 l9d'd")

Pour cette action, les diviseurs limitrophes de € sont

Dy:={(lg,[d]) €C:1gg=1} et  Dy:={([gl[¢]) € C: rgg’ =1},

et les axiomes de définition d’une variété G-magnifique sont bien vérifiés. Notons
que C est de rang 2; c’est la variété des coniques complétes.

Remarque 2. On peut aussi définir € comme Péclaté de IP° le long de la surface de
Veronese v(P?) ot v : P2 - P° [z:y: 2] — [22:9y?: 22 iy 22 yz].
1.2. Faisceaux inversibles spéciaux

Le résultat principal de cet article concerne certains faisceaux inversibles sur X :

Définition 1. On dit qu'un faisceau inversible .Z sur X est spécial s’il existe un
entier n > 0 tel que
FEn ~ OX(n1D1 —+ - —i—nTDT)

pour certains entiers n;.

Remarque 3. Si la variété X n’est pas exceptionnelle, i.e. si le rang du groupe de
Picard de X est 7, alors tous les faisceaux inversibles sur X sont spéciaux. C’est
par exemple le cas pour la compactification magnifique de PGL,, /PSO,, (pour tout
n > 2) et pour les compactifications magnifiques des G/H avec H semi-simple.

1.3. Cellules et cohomologie a support

Soit ¢ un sous-groupe & un paramétre de G tel que ’ensemble des points fixes :
X¢:={reX  :Vsck* ((s)r=ua}

est fini. De tels sous-groupes & un paramétre existent toujours et sont appelés
X -régulier.
Pour tout point fixe z € X¢, on pose

XH(x) = {y € X : lim ((s)y = x}
sek*
D’aprés [BB73|, chaque X () est une sous-variété localement fermée de X, iso-
morphe & un espace affine. On obtient ainsi une décomposition : X =| | o xc X *(z).
Les X (z) sont les cellules de Bialynicki-Birula de X et on dit que x est le centre
de la cellule X+ (x).

Tous les faisceaux inversibles .% sur X sont G-linéarisés (cf. [St]). Donc pour
tout point z € X¢ et tout entier n, les groupes de cohomologie & support H Tt (@) (£)
sont des g-modules (cf. [K, Lemma 11.1]).

De plus, H;‘(Jr(x)(,i”) = 0 sauf si la cellule X ™ (x) est de codimension n dans X.
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Exemple 2. Soient G := PGLa(k) et X la compactification magnifique de 'es-
pace homogéne PGL3 /PSOs. On a G = SLa(k) et la variété X est ’espace projectif
P(V) =P? ot V est le SLy(k)-module simple k[Ty, T1]2 des polynomes homogénes
de degré 2. L’unique G-orbite fermée est formée des classes de polyndmes [P] de
discriminant nul. On pose

f::{[s 0}:3€k*} et X :=Zw oﬂw:{s O}I—hs.
0 st 0 st

Si on prend pour sous-groupe & un parameétre ¢ : k* — G, s — {8 (_)1} , alors
S

on a

x4 = {[13). [0 (17

Seul le point fixe zg := [TpT1] n’est pas dans la G-orbite fermée. La cellule
correspondante est

X*(z0) = {[bT0T1 F TP eX :beekb# o} ~ Al

Les faisceaux inversibles sur X sont les Op2(n) avec n entier.
Comme le point zg est Ng(T')-stable et comme tous les caractéres du groupe
N, @(f) sont triviaux, le tore T agit trivialement sur la fibre Op2(n)|s, (pour chaque

entier n). On a donc un isomorphisme de T-modules :

H)lﬁ(xo)(ollﬂ(n)) = H>1(+(xo)(ox)
pour chaque n € Z.

Or, les poids de ’espace tangent T, X sont —2w et 2w. On en déduit que tous
les poids du T-module H)lﬁ(wo)(opz (n)) sont de la forme 2mw avec m € Z . En
particulier, aucun n’est dominant. En conséquence, le slo-module H)1(+(x0) (Op2(n))
ne peut pas avoir de SLa(k)-modules parmi ses sous-quotients simples.

Le théoréme qui suit est une généralisation de ce fait aux variétés symétriques
complétes.

Théoréme 1. Soient £ un faisceau inversible spécial sur X et C une cellule de
Bialynicki-Birula de X de codimension d.

Si le g-module Hg (L) admet un sous-quotient simple de dimension finie, alors
le centre de la cellule C' est dans ’orbite fermée de X .

Remarque 4. Si X est de rang minimal, i.e. sir = rang (G)—rang (H) (e.g. si X est
la compactification magnifique de G x G//G), alors tous les points fixes 2 € X ¢ sont
dans F'. Donc ce théoréme n’apporte rien dans ce cas. En revanche si X n’est pas
de rang minimal (e.g. si X est la compactification magnifique de PGL,,/PSO,,),
alors il existe des points fixes x € X¢ \ F.

Avant de démontrer ce théoréme, nous allons rappeler quelques résultats con-
cernant les variétés symétriques complétes.
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2. Données adaptées a une variété symétrique

Nous suivons [DCP, §1].

Fixons un tore Ti de G, anisotrope (i.e. 0(t) = t=! pour tout ¢t dans T7) et
maximal. Soit 7" un tore maximal de G qui contient 7. Le tore T est forcément
¢-stable. On notera T' I'image réciproque de T dans G, X le réseau des caractéres
de T, {-,-) le crochet naturel entre caractéres et sous-groupes a un paramétre de
T. -

Soit W le groupe de Weyl associé & (G, T). On choisit une forme bilinéaire (-, -)
symétrique, non dégénérée et W-invariante sur X.

Si on note t 'algébre de Lie de T', on a

t=1to + 4,
ot tg:=ker(d —1)Ntett; :=ker(d +1)Nt.
Soit ® C t* le systéme de racines de (g,t). On note encore 6 'automorphisme

induit par 6 sur t*. Cet automorphisme 6 préserve ®, (-,-) et (-,-). On notera

p = % Z a. Ce p est aussi un caractere de T.

acdt
Posons @y := {a € ® : O(a) = a} et 1 := &\ y. On peut choisir 'ensemble
des racines positives T de ® tel que : Va € T NPy, H(a) € D~
Soient A la base de ® définie par &1, Ag := AN®p et A; := AN Dy.
Il existe une bijection 6 : A1 — A telle que

Vae A, 0(a)=—0(a)— > meae,
e€Ag
pour certains entiers m. o > 0. Les entiers m, , sont entiérement déterminés par
les équations :

0(a),e") = (a,e") (Vae A,Ve € Ay).

Pour toute racine a € ®1, on pose & := « — f(a) et on numérote les racines de
Ay aq,...,aq avec d > 1, de sorte que

1&1::?{522 « Ezﬁl} ::{aﬁ,...,&r}.
En fait, &)1 :={a : a € ®1} est un systéme de racines dont 51 est une base.

Enfin, on note B (resp. E’) le sous-groupe de Borel de G défini par & (resp.
par ®7) et B (resp. B™) son image dans G.

3. Groupe de Picard

Nous rappelons ici la description du groupe de Picard de la variété X comme
sous-réseau du réseau des poids de 7'

Puisque X n’a qu’une seule G-orbite fermée, il existe un unique point fixe z € X
du sous-groupe de Borel B™. Soit @ le groupe d’isotropie de ce point z dans G.
C’est un sous-groupe parabolique de G qui contient B~ et F = G.z ~ G/Q.

Soit £ un faisceau inversible sur X. Puisque le groupe G est simplement connexe
le faisceau £ admet une unique G-linéarisation (& isomorphisme prés). On peut
donc définir sans ambiguité le caractére p(%) : Q — k* avec lequel @ agit sur la
fibre .Z|,.

Si on note X(Q) le réseau des caractéres de @, on a :
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Proposition 2 (Prop. 8.1 de [DCP]). Le morphisme
Pic(X) = X(Q), £+ p(2),
est injectif.
Notons pic(X) I'image de Pic(X) dans le réseau X(Q) de sorte que : Pic(X) ~
pic(X).
Désormais, pour tout A € pic(X), on notera £\ un faisceau inversible G-
linéarisé sur X de poids p(-Z)) = A et [.Z,] sa classe d’isomorphisme.

Quitte a renuméroter les diviseurs limitrophes D;, 1 < i < [, on supposera que :
Ox(Di) >~ gai.

Exemple 3. Dans le cas ot X =C, on a @zSLg et on peut prendre pour tore ma-

R 1 0 0] [0 O O
ximal T le tore des matrices diagonales de SL3s. Onaz={ {0 0 0/,{0 0 0
0 0 ol 0 0 1

et Q = B- , le sous-groupe des matrices triangulaires inférieures de SL3. Si on note
a1, e les racines simples définies par G BetT et w1, ws, les poids fondamentaux
correspondants, on a

plC(E) = QZwl D 2ZUJ2

et on peut décrire explicitement les faisceaux inversibles sur € par :

(] = |0 (s,) () B Op(s ()
pour tout A = 2mwi + 2nws € 2Zwy D 2Zws,.
Dans la suite, on s’intéressera plus particuliérement aux faisceaux inversibles
spéciau.
Définition 2. Un caractére A de T est spécial si O(A) = —\.

Remarque 5. Soient A € pic(X) et £ le faisceau inversible associé. Le poids A est
spécial si et seulement si le faisceau .2 'est.

Soient we, a € A, les poids fondamentaux du systéme de racines ® (considérés

comme des caractéres de T').
Voici une description de ces faisceaux inversibles spéciaux & isomorphime pres.

Proposition 3 §2, Theorem 1 de [ChMal). Le réseau
{A €pic(X) : O(A) = =A}

admet pour base les poids w1, . ..,w, 0l

Wa, + Wp(a,) S 0(c;) # oy,

Wi = Way sif(a;) = ay et (o) # —au,

2Wq,; sif(a) = —ay,
pour tout 1 < i < r. Ce réseau est aussi le réseau des pojds de &)1 et la base des
w; est la base des poids fondamentaux associée & la base Ay.

Remarque 6. Si X est la compactification magnifique de PGL,, /PSO,,, on a r =
n—1etw; =2w,, pour tout 1 <i<mn—1.
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4. Sous-variétés stables

Les sous-variétés stables sont les sous-variétés irréductibles et G-stables de X ;
ce sont les variétés X :=(;c; D;, I partie de {1,...,7}.
Pour ces sous-variétés, nous allons fixer quelques notations.
Pour toute partie I C {1,...,r}, on choisit un sous-groupe & un parameétre
~vr : k* — T3 tel que pour tout 1 <4 < r:
<&i,’}/[>>0 si iEL
(s, v1) =0 si i¢l.
Soit g := H/H € G/H C X.
Si on pose z := lim;—,07y;(t).20, alors on a X; = G.x;.
Remarque 7. Soient I¢ := {1,...,7}\ I et ®;c les éléments de ®; qui sont combi-

naisons linéaires (a coeflicients entiers) des &, i € I°.

Avec ces notations, x; est la sous-algébre de Lie

0o P e @ kXa+0Xa)e D g0

acdg aeb;r aeb{r
aed e agdre

vue comme point de X C ¥4.
On aura besoin aussi des groupes suivants :

P = {g € G : limv7(t)"tgyr(t) existe dans G} ,
t—0
Ly:={ge G :Vtek ) gult) = g}

Le groupe P; est un sous-groupe parabolique de G contenant @Q O B~ et L est
son sous-groupe de Levi par rapport a 7.

Soit L; le quotient de L; par son centre. L’automorphisme 6 de G induit un
R — — —a
automorphisme 0; de Ly et on pose H;=L;".
Tout cela étant posé, si X (0;) est la compactification magnifique de I’espace
. — =07 — R
symétrique L/ Ly " onaX;=Gxr X (1) ce qui signifie :

Proposition 4 (cf. §5 de [DCP]). Il existe un morphisme surjectif et G-équiva-
riant :
X[gG/P[, aj[l—>PI/P[,

tel que w7 ' (Pr/Pr) ~ X (01) comme Lr-variétés.
Remarque 8. 11 résulte de cette proposition que z; est fixé par le tore T' si et

. —0 ) — _
seulement si L7 @ contient le tore T, 'image de T dans L.

Pour ce qui suit, on pose
Whi={weW :Vac®,,N® T wla) c dT}

(@, est Pensemble des racines de Ly).
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5. Poids des faisceaux inversibles en les points fixes du tore

Soit 2 € X7, Soit I C {1,...,7} tel que G.z = X;. On note W; le groupe de
Weyl de Py, v comme sous-groupe de W, et W' I’ensemble des représentants de
longueur minimal de W/W;. Comme le point 77(x) est un point fixe de T dans
G/ Py, il existe w € W tel que m7(x) = wP;/P;.

Soient A € pic(X) et £ le faisceau inversible et G-linéarisé sur X correspon-
dant ; on note A, le caractére avec lequel T agit sur la fibre £\|,. En général, le
point = n’est pas un point fixe du sous-groupe parabolique wP;w ™' mais on a :

Lemme 5. Pour tout poids spécial X € pic(X), le caractére A, se prolonge en un
caractére de wPrw=1.

Démonstration. Comme le faisceau %) est G-linéarisé, nous allons seulement
traiter le cas ou w = 1 i.e. wy(z) = P/ Py.
Supposons pour commencer que A est un caractére de Py i.e.

Voaed, (a,71) =0 = (A a)=0.

Dans ce cas, soit .#) le faisceau inversible induit par A sur la variété de drapeaux
G/P;. On note toujours 7y : X; — G/Pr la projection de la proposition 4. Si on
note ky la droite k munie de l'action du tore T via le caractére A, alors on a les
isomorphismes de T-modules :

Ao = kn = M\ p;yp; = M| rp(z) = T] ANz

(on rappelle que z est 'unique point fixe de B~ sur X).

On en déduit d’aprés la proposition 2 que 2 ~ w7.#. En particulier, £ |, ~
A\ p, /Py €t le caractére A\, se prolonge en un caractére de Pr.

Maintenant, ne supposons plus que A est un caractére de Py.

Comme les ¢;, 1 <17 < r, sont Z-linéairement indépendants, il existe des entiers
ki, i € I¢, et un entier k > 0 tels que

viers,  k(\a;) - > ki(@a;) =0. (1)
iele
Posons 1 := kX — 3, e kic;. C'est un poids spécial de pic(X).
De plus, pour toute racine o € ®, on a
<Oé,’Y[> =0 = (:U/7a> =0.

. . .. d
En effet, si, par exemple, o est une racine positive, @ = ag + > ;_; nja; pour
certains entiers n; > 0 et un g dans le réseau engendré par ®.
~ d ~ ~ . .
Donc & =Y., ni®; = »_._; n;a; pour certains entiers n} tels que n} > n; pour
tout 1.
Or 6(vr) = —~r donc :

<Ot7’}/]>:0 <~ <&,'y]>:0
& > i@, r) =0
1=1

& Viel, n,=0 (2)
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car sii € I, {a;,vr) > 0.
):

Mais puisque 0(u —u, on a pour chaque racine « :

d

(1, ) = (1, 0) + Zni(/h ;)

=1
1 d
=1
I, -
= 5 Zg:qii(u76”)
1=1

% j{: né(ﬁt7a%)‘

icl

d’apres (1).
Par conséquent, on trouve grace a (2) :
() =0 = (p,a)=0
autrement dit, p est un caractére du sous-groupe parabolique P;.
Rappelons que p = kX =37, ki;. Ainsi
Ly = Liex @ (X Ox(—Dy) k.

icle

Or le point z est dans la G-orbite ouverte de X = (,.; D; doncsii € I¢,x € D;
et Ox(D;)|z = Ox|.. Par conséquent :

;ZL|$ ~ ;Z%A|z~

Mais alors, le caractére k), avec lequel T agit sur %\ |, est un caractére de Py
donc A\, aussi. O

6. Espace tangent en un point fixe du tore

Soit * € XT. Comme dans la section précédente, on fixe I C {1,...,7} tel
que X; = G.z. On note encore P; le sous-groupe parabolique correspondant,
71 : X1 — G/ Py laprojection associée et Ly le sous-groupe de Levi de Py contenant
T. Soit w € WFT tel que 7;(x) = wPr/Py.

Notons —d1, ..., —0, les racines de R*(Pr), le radical unipotent de P;.

Remarque 9. Les ¢; sont les racines positives de @ telles que (d;,7vr) # 0.
L’espace tangent T, X est un T-module et on a :

Lemme 6. Les poids de T, X sont :

—w(d1),...,—w(dy), Tw(B1),...,tw(B)

pour certaines racines positives 51, ..., By de L. De plus, 2v = dim X;—dim G/ Py.
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Remarque 10. Le groupe d’isotropie G est contenu dans wPrw ™! et 2v est aussi
la codimension de G, dans wPrw™!.

Démonstration. 11 suffit de traiter le cas ott w = 1. Dans ce cas, = € 7; '(Pr/Pr)

. . N . . . — 50 -—
qui est isomorphe a la compactification magnifique de L /Ly " et x est dans la L;-
orbite ouverte de 7; ' (P;/P;). En particulier, le stabilisateur de = dans L est un

. . —0 o
groupe réductif car c’est un conjugué de L7 ' . Notons K ce stabilisateur. D’aprés
la proposition 4, on a un isomorphisme de T-modules :

T:cX[ ~ TPI/PIG/PI EBTIL_IQT
~ TPI/PIG/PI EBTlL_]/TlK.

D’une part, les poids de T'p, ) p, G/ Pr sont les —41, ..., —d,. D’autre part, comme
le groupe K est réductif, si 3 est un poids de Ty L1 /T, K, — 3 aussi. Donc les poids
de TlL_I/TlK sont les £01,...,£p, ol les 3; sont les racines positives de L; qui
ne sont pas racines de K.

Enfin, on a aussi

20 =dim X; —u =dim X; — dim G/ Py O

7. Théoréme principal

Théoréme 7. Soient £ un faisceau inversible spécial sur X et C une cellule de
Bialynicki-Birula de X de codimension d.

Si le g-module Hg (L) admet un sous-quotient simple de dimension finie, alors
le centre de la cellule, x € CT, est dans l'orbite fermée de X .

Pour démontrer ce théoréme on va calculer des caractéres de T-modules.

Rappelons d’abord les notations de [D, §7.5.1] et [K].

Soit M est un f—modAule tel que pour tout caractére v : T — k*, le sous-espace
M,:={meM :VteT,t.m=uv(t)m} est de dimension finie. Le caractére de M
est la fonction

[M]: X — Z, v+ dim M,,.

Soit une fonction f : X — Z. On la notera ) o f(r)e”. Son support est
I'ensemble {v € X : f(v) # 0}. On notera, pour tout A € X, 1/(1 — e*) la fonction
2 nz0 e,

Soit Z>o®* le sous-monoide de X engendré par ®*. On notera Z(X) Panneau
des fonctions f : X — Z dont le support est contenu dans une réunion finie
d’ensembles de la forme v; — Z>o®*, v; € X.

Notations. On peut supposer que la cellule C est de la forme : C' = X ™(x) pour un

certain point fixe € X7 et un certain sous-groupe & un paramétre ¢ dominant

et régulier (i.e. (o, ) > 0 pour toute racine positive a) tel que X¢*&) = x7T,
Dans toute la suite on notera pour tout caractére v € X :

V] = v si (v,¢) >0,
T l-r siw¢) <o
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Notons A € picX le poids du faisceau .Z (de sorte que £ ~ £)).
On va commencer par étudier les restrictions du faisceau %2 a des sous-variétés
stables.

7.1. Cohomologie & support sur les sous-variétés stables

Soit I C {1,...,r} tel que X; = G.z. On suppose que x n’est pas dans la G-orbite
fermée de X. On note X () la cellule X+ (2)N X[ et d; la codimension de X} ()
dans X7y.

On va d’abord montrer que le g-module H;l(’;r(x) (& x,) na pas de sous-quotient

simple de dimension finie en calculant son caractére, comme T-module.
Calcul de caractéres. Avec les notations du lemme 6, on a :

Proposition 8. Le T-module H;l(f+ I)(,i”,\|x,) a pour caractere :
I

(

€>\/
H (1 — e w)) H (1 — e H(l — e~ w(Bi))2
w(%?)1>0 w(%?)l<0 J=1
ol N .
)\/ = )\z - Z w(él) - Zw(ﬂj)
i=1 j=1
w(8;)>0

avec A, le poids de la fibre L)\,

Démonstration. D’aprés [K, Prop. 11.9] (cf. aussi [T0, théoréme I1.3.2] pour le
premier isomorphisme), on a des isomorphismes de T-modules :

HY (Alx,) = H, ) (01,x,) @ Lla

X{(x)
dr
~ Sym((T: X1)3) @ Sym((To:X1)-) @ A (ToX1)- @A s

(out Sym est 'algébre symétrique et /\d la d-iéme puissance extérieure).
Or, d’aprés le lemme 6, les poids de T, X sont

—w(d1)y ..., —w(dy), Tw(B1), ..., tw(By)

et en particulier, ce sont des racines. Parmi ces poids, ceux de (T, Xr)+ (resp.
(T, X1)-) sont les racines positives (resp. négatives) car le sous-groupe a un para-
métre ¢ est dominant. De plus, comme w € W% et comme les B; sont des racines
positives de Ly, les poids w(;) sont des racines positives. ]

Remarque 11. Puisque le g-module H;l;+ (w)(‘iﬂﬂ x,) est un T-module avec un car-

I

acteére (c-a-d que pour chaque caractére v de T, l'espace propre associé est de
dimension finie) et puisque c’est aussi un B-module (car la cellule X (z) est B-
invariante), c’est un g-module de longueur finie.

Nous allons voir que le caractére suffit pour déterminer la multiplicité des g-

modules simples de dimension finie dans le g-module H‘;{’Jr ( )(.Z)\| X;)-
I x
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Calcul de multiplicités & partir de caractéres. On note U(+) I'algébre enveloppante
d’une algebre de Lie. On notera Z(g) le centre de I'algeébre U(g). Soit n™ la partie
nilpotente de ’algébre de Lie de B.

On dit quun g-module M est U(n™)-fini si pour tout m € M, le sous-espace
U(nt)m est de dimension finie. On dira que M est f—diagonalisable s’il est la
somme directe de tous ses f—espaces propres.

Exemple 4. Les g-B-modules sont U(nT)-finis et T-diagonalisables.

Le lemme qui suit montre en particulier comment vérifier la propriété d’avoir
un sous-quotient simple de dimension finie & partir du caractére.

On notera, pour tout caractére A € X, L()A) le g-module simple de plus haut
poids A et xx : Z(g) — k son caractére central (on remarque que L(\) est de
dimension finie si et seulement si A est dominant).

Lemme 9. Soit M un g-module U(n™)-fini, f-diagonalisable et avec un caractere
[M] dans Uanneau Z{X).

Alors pour tout caractére u € X dominant, la multiplicité du g-module simple
de plus haut poids p est donnée par

(ML) = ] @ —e*).[M](k)

acdt

(la multiplicité du poids p dans le caractére virtuel ], cq4 (1 —e™%).[M]).

Démonstration. Pour chaque caractére central x : Z(g) — k, on note M, le sous-
espace propre généralisé associé & x :

My:={meM:3k>0: (kerx)".m =0}.
Comme M a un caractére, on a la décomposition

M= M,
X

(cf. e.g. [BGG, §8, Prop. 8.6]).
I1 suffit donc de démontrer le lemme lorsque M = M,,. Dans ce cas, M = M,
admet une suite de Jordan—Holder finie :
M=My2--2My2Mnt1=0
dont les sous-quotients simples sont tous de la forme :

M; /M1 ~ L(AY)

pour un certain A(¥) € X tel que y, = x (cf. [D, prop. 7.6.1]).
Notons {\1,...,\;} Pensemble fini {\ € X : x\ = x}.
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Pour chaque 14, soit n; la multiplicité du g-module simple L();) dans M. On a
alors 1’égalité de caracteéres :

M= 3 milLOW). (3)

1<i<t

Or, les caractéres des modules simples & plus haut poids s’expriment avec les
caractéres des modules de Verma : pour tout i, il existe des entiers m; ; (éventuelle-
ment négatifs) tels que :

[LOW)] = M)+ D ma [M(A)). (4)
1<5<
Aj<A;
L’ensemble {A1,...,\:} contient au plus un poids dominant; supposons par

exemple que A; est l'unique poids dominant de cet ensemble. Dans ce cas, A\; < A
pour tout 2 < j <t et il résulte de (3) et (4) que :

(M) =n M)+ Y pi[M()))]

2<<t

pour certains entiers p;.
Connaissant les caractéres des modules de Verma, on trouve donc :

A1 A2 At
nie p2e b€
[M] = — + —— -+ —
Haeq)Jr(l —e ) Hae¢>+(1 —e ) Hae¢>+(1 —e )
c-a-d :
H (1 — e ).[M] = n1eM + pae?? 4 - 4+ pe. (5)
acdt

En conséquence, n; est la multilicité de A; dans le caractére virtuel : [] g+ (1 —
e~ *)[M].

Soit maintenant p € X un caractére dominant.

Sixu =x,alors p € {A,..., A} et donc p= Ay, dou: [M : L(p)] = n.

Si xu # X, alors d’'une part [M : L(p)] = 0 car M = M, et d’autre part :
wé{A,..., A}, ce qui entraine :

[T a—e )M =0
acdt
d’apres (5). O
Absence de sous-quotients-simples de dimension finie. Nous allons appliquer le

lemme 9 au g-module Hi’;r(w)(.fﬂxl) :
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Proposition 10. Si x n’est pas dans la G-orbite fermée de X, alors le g-module
H;l(ﬁr(m)(f,\) n’a pas de sous-quotient simples de dimension finie.
I
Démonstration. Posons M := Hi’+(w)($>\|xl). Si M a un sous-quotient simple de
I
dimension finie L(u) avec u € X, alors forcément p est dominant, et p est un poids
du caractére virtuel :

Y (Mo (@ —e7))e
agu_e )[M] = T e [0 [[ Goe 7

1<i<u 1<i<u 1<j<v

wé; >0 wé; <0

Nous allons montrer que ce caractére virtuel n’a pas de poids dominant si v > 0
(on v est comme dans le lemme 6).

Notons f81,..., B, avec t > v les racines positives du sous-groupe de Levi Lj.
On a la décomposition suivante :

ST ={wd; : 1<i<u, wd; >0} U {—wd; : 1<i<u, ws; <0} U{ws; : 1<j<t}

On a donc :

H (1—e ™)[M] = (H;:v-&-l(l - e*wﬁj))e,\"

M)

Par conséquent les poids du caractére [[, g+ (1 —e™%)[M] sont de la forme

t
V= )\l — anwﬁj

j=1
u v t
= AI — E U}(SZ — E U}ﬂj — E njwﬂj,
=1 j— j—
wis,i>0 J=1 j=1

pour certains entiers n; > 0 (rappelons que A, désigne le poids de la fibre %) |;).
Posons v := Z;}:l B + Z;:1 n;B;, de sorte que :

u

V=X — Z wo; — wy. (6)

=1
wé; >0

Comme w € W1, wry est une somme de racines positives. Donc, si on suppose
que v est un poids dominant, alors (v, wvy) > 0; cela signifie d’aprés (6) que :

u

(v, wy) = (Mg, wy) — Z w6i,w7> — (wy,wy) > 0. (7)
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Mais, d’une part, on a

(A, wy) = 0. (®)
En effet, d’aprés le lemme 5, )\, est un caractére du groupe wPrw™! et v est une
combinaison linéaire de racines de Lj.
D’autre part, on a aussi :

( z“: w6i,w7> > 0. (9)

=1
wd; >0
En effet, les §; sont les racines de R, (Pr), c-a-d les racines positives qui ne sont
pas racines de (L7, T), et donc si on note p; la demi-somme des racines positives
de Ly, on trouve :
)
u

Z wo; = Z wa

i=1 ot
w8;>0 QEPTA\PL
wa>0

= Z B

B>0
w*lﬁe¢+\¢zl

Y B > B

B>0 B>0

w—lgeat w—lﬁg@f[
- ¥ - X s
w*§;§¢+ BEw@II
= Z B — 2wpy.
B>0
w—1lgedt
Or, on a :
rup=3 Y B3>
w Z -
prwr =5 9 2"
B>0 B>0
3 X bty L P+ X 8
2 2 2
B>0 B>0 B
w=1g>0 w—18<0 w—18>0
1 1
SIS DS B o
B>0 B>0 B<O0
w=18>0 w—1B8<0 w—18>0
> B
B>0
w=18>0

Il en résulte que :
u

Z wé; = p+ wp — 2wpy.
wé; >0
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Mais alors, on obtient :
u

> wdi, wv) = (p+wp = 2wpr, wy).

=1
wd; >0

Si f3; est une racine simple de Ly, alors on a :

<p +wp — pr[,’wg;/> = <p7 wﬁ]\/> + <p7 /8_;/> - 2<p1a /8_;/> = <p7 wﬁ]\/> -120
car wf3; est une racine positive.
Donc :
(p +wp — 2wpr,wp;) >0
pour toute racine simple 3; de L; et, par conséquent, aussi pour toute racine
positive 8; de Lj.
Et finalement :

u

> wd, wv) = (p + wp — 2wpy, wy)

=1
w8y >0
t

= Z(P +wp — 2wpr, whj) + an(P +wp — 2wpr, wh;) > 0
j=1 j=1
d’out (9).
On déduit de (7), (8) et (9) que si v est un poids dominant, alors :

(wy,wy) <0,
ie. 1y =0.Comme~y =37, 6+ Z;Zl n;jf;, on a nécessairement v = 0.

En conclusion, puisque 2v est la codimension du groupe d’isotropie G, dans
le sous-groupe parabolique wP;w=! (cf.le lemme 6), on a : G, = wPrw™! et
finalement G.z est projective donc fermée; d’ou1 la proposition 10. O
7.2. Démonstration du théoréme principal

Pour terminer la démonstration du théoréme principal 7, on utilise le résultat
suivant qui nous rameéne a 1’étude, faite ci-dessus, du g-module H;I n (I)(ﬁf,\| X, )
I

Théoréme 11 ([T1, théorém 4.1]). Le g-module Hglﬁ(x)(.,i”)\) est de longueur fi-
nie et posséde une filtration de sous-g-modules :

Hit (o) (43) = Mo 2 My 2 -+ 2 My 2 -+
telle que ﬂkzo My =0 et pour tout k >0 :

My /My1 = H;l(’;r(m)(fx ® Ox (Dr)|x;),
ot Dy € Y.;_ ZD, est un diviseur de X .

Puisque les faisceaux inversibles %) ® Ox (D}) sont encore spéciaux, la propo-
sition 10 s’applique : on en déduit que les quotients successifs de la filtration du
théoréme ci-dessus n’ont aucun sous-quotient simple de dimension finie lorsque
le point = est hors de l'orbite fermée. Il en est donc de méme pour le g-module
Hgl(Jr (I)(.,%\).

Cela achéve la démonstration du théoréme 7.
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8. Applications

Nous allons appliquer le théoréme 7 au probléme du calcul des groupes de
cohomologie HY(X, %), d > 0, € pic(X).

Comme les faisceaux £ sont G-linéarisés sur X , tous ces groupes de cohomolo-
gie sont des G-modules. Donc pour chaque entier d et chaque poids A € picX, on
a une décomposition en somme directe de G-modules simples :

X 5)= @ LT,
HEX
p dominant

ott m¢(u) € Zso est la multiplicité du module simple L(u) dans le G-module

HYX, 2.
8.1. Suite spectrale de Grothendieck—Cousin

Pour estimer les entiers mi (1), on dispose d’une suite spectrale qui fait intervenir
des groupes de cohomologie & support dans des cellules de Bialynicki-Birula de X.
Fixons une décomposition cellulaire de X :

N
x =[xz,
0

c-a-d que 'on note xg,...,xnN les poin‘és fixes de T dans X, que l'on choisit un
sous-groupe & un paramétre ¢ de T tel que X&) = X7 et que on pose Xf =
X T (x;) la cellule de Bialynicki-Birula centrée en ;. On supposera de plus que ¢
est dominant et régulier, i.e. :

Vac ot (o, ¢) > 0.

D’aprés [BB76, Theorem 3], il existe une suite décroissante de sous-espaces
fermés de X :
X=202-2ZN2ZNn1=9

telle que pour chaque 4, Z; \ Z;+1 = X, (quitte & renuméroter les points fixes z;).
D’aprés [K], on a alors une suite spectrale de g-modules qui converge :

EY = HYEU(L) = HPYUX,A). (10)

Les termes initiaux sont seulement des g-modules mais les termes finaux sont
des G-modules, c-a-d des sommes directes de g-modules de dimension finie.

A priori cette suite spectrale ne dégénére pas en page un mais on peut la sim-
plifier. En effet, tous les termes E}'? tels que p+ ¢ # codimx (X,) sont nuls. D’un
autre coté, grace au théoréme 7, une autre simplification est possible : on va pou-
voir ne tenir compte que des E1'? tels que le point fixe x,, est dans l'orbite fermée.
En effet, les autres termes E}"? n’ont pas de G-modules parmi leurs sous-quotients
simples. R

En ce qui concerne les caractéres de T', on utilisera les notations suivantes.

Définition 3. Pour tout u € X, il existe au plus un w € W tel que w(p + p) — p
soit dominant ; dans ce cas, on note :

pri=w(ptp)—p, wui=w, et () i=1l(w) = [{a € ®F ¢ (utp,a¥) <0}
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8.2. Caractéristique d’Euler—Poincaré

Si V est un G-module rationnel, on note cl(V) la classe des G-modules isomorphes
a V. Le groupe de Grothendieck des G-modules rationnels, noté K (G) est le groupe
commutatif défini par les générateurs : cl(V') et par les relations : cl(V) =cl(V)+
cl(V” ) pour chaque suite exacte courte 0 — V/ — V — V" de G-modules. Pour

tout G-module V, on note [V] I'image de V dans K(G).
Pour tout A € picX, notons x(X, %) 'élément

Y CDUHY X, 2)

d>0

de K (CAY'), c’est la caractéristique d’Euler-Poincaré globale du faisceau inversible
Dy
Pour tout A € picX et tout u € X dominant, notons :

() =Y (=1)*m (),

d>0

c’est la multiplicité selon [L(u)] du G-module virtuel x(X, %)

Théoréme 12. Pour tout 1 < i < I, soit p; == {p, &) = (p,a;)/(@s,®;). Pour
toute partie J de {1,...,r}, soient :

Ry := Z Zvocy; + Zzgoam

icJ igJ
r r

QJ = E Z<—piwi+ E Z>—piwi~
ieJ igJ

Si A est un poids spécial de pic(X), alors on a

X(X, £) = Z Z (=)L),

’I”} v+p reguher

ot dans la deuziéme somme, v décrit ’ensemble de caractéres (A + Ry) N Q.
Autrement dit, pour tout poids dominant p € X :

XA(N): > DL

ou cette fois, v décrit 'ensemble fini de caractéres (A\+ Ry)NQ;NW * u (on note
pour tout w € W et tout n € X, wxn:=wn+ p) —p).

Remarque 12. Sur les figures 1, 2 et 3, on a représenté les ensembles )y et Ry dans
le cas de la compactification magnifique de I’espace homogéne Sp,,, /Sp, X Spa,,_4,
n > 4 (cf. la section 9 pour les notations).
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Qoy L7
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FIGURE 1. Les ensembles 2 pour la compactification magnifique de Sp,,,/Sp, X
SPan—4> 1 = 4, ot 1 Ao 1= —((p, @2)/ (w2, a2))w2 — ((p, &a)/(wa, Q) )ws = —2w2 —

((2n —5)/2)ws.

FIGURE 2. Les ensembles R; pour la compactification magnifique de Sp,,, /Sp, X

Sp2n747 n Z 5.
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FIGURE 3. Les ensembles R; pour la compactification magnifique de Spg/Sp, X
Spy-

Démonstration. Pour calculer la caractéristique d’Euler—Poincaré globale des fais-
ceaux .2, on a seulement besoin des premiers termes de la suite spectrale (10).
On veut calculer :

Xa(m) = Y (“D)UHAX, 2 : L(p)].

d>0

D’aprés (10), on a

() = SO (=LPHI[EDT : L))

=3 (-1 Z[H;l(p+ (Z\) : L(p)]
d>0 p=>0

(rappelons que les cellules X;‘ sont définies par un sous-groupe a un paramétre (
dominant et régulier, cf. §8.1).
Or, d’aprés le théoréme principal 7, si la cellule X;‘ n’est pas centrée en un

point de l'orbite fermée, alors la multiplicité [H;i(Jr (Z)a) = L(w)] est nulle. Donc, si

I'on note X} la cellule de Bialynicki-Birula centrée en le point w@/Q, on trouve

) =Y (=1 Y7 [Hy (L) L)

d>0 weW R

(Rappelons que les points fixes de lorbite fermée F' = G/Q sont paramétrés
par W&, 'ensemble des représentants de longueur minimale de W/Wgq.)
D’un autre coté, le groupe de cohomologie a support H;I (&) est nul si d #

codimy X, et si d = codimy X}, on a d’aprés [T1, théorémes 4.1 et 4.4] :
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1osiw  (u+p)er+p+ Y Toodi + Y Lol
HE (£3): L) = (1)

xbco; x5z,

0 sinon.

Or, pour chaque cellule X et chaque diviseur D;, le tore T agit sur la fibre
Ox(D;)|wg/o via le caractére w(a;). On obtient donc les équivalences suivantes :

Xy €D & (w(@) () <0,
X gD e (w@)0) >o.
De plus, comme X N(\._; D; = BwQ/Q, on a
codimy X\ = [{1<i <7 : (w(@),¢) <0} +I(w). (12)

Posons Jy, :={1 <i<r : (w(@;),() <0}. On déduit de ce qui précéde que :

a(p) = Z(—l)l(w)HJ“",

w

ot w décrit I’ensemble, que nous noterons Wy ,,, des éléments w de W tels que :

T T
Wt p) €At p+ D Dol + Y Dol
=1 i=1
i€ Jw iZJw

Si on admet le lemme suivant :

Lemme 13. Pour tout poids spécial v tel que v+p est régulier et pour tout a € Ay :
(wy(@), ) <0 & (¥+p,a)<0.
alors on remarque que 'application

Wi, = {(Jv) : JC{L,...;r}, ve A+ R;)NQyNW * pu},
w = (Ju,w™ (4 p) = p),

est une bijection. D’ou les formules de I’énoncé et la fin de la démonstration du
théoréme 12.

Démontrons maintenant le lemme 13. L’équivalence & démontrer n’est pas immé-
diate car a priori, wy (&) n’est pas un élément de ®;. Néanmoins, on va montrer
que w)y (@) est une somme de 2 racines positives ou de 2 racines négatives.

Pour cela, on vérifie qu’il existe des entiers ng > 0,6 € Ay tels que :

o =a+ Y nde®f et |{paV)+(p,0(a))) < 1. (13)
[ VAN
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Il suffit, en effet, de traiter le cas ou X est de rang 1 avec d; = {xa}. Cela
fait seulement huit possibilités; dans le tableau suivant, chaque variété symétrique
compléte est représentée par le diagramme de Satake de I’espace homogéne G/H
(c’est le diagramme de Dynkyn de G ou les sommets correspondant aux éléments

de Ag sont noircis et ou les racines simples a; et —6(«;) distinctes sont reliées par
~). Pour chaque exemple, on donne #(a) et une racine o qui vérifie (13) :

TABLE 1.
X 0,
«
061 —0 1) = Qg
a’ = (7
a1 Nay 0(041) = Q2
o o o = oy
a.l %2 a.3 —9(0[2) =1 +as + a3
o =01+
ar oz an.71 a.ﬂ ,n>2 70(011) =1+ 221—2 @
poy ® r_ n
o = + Zi:Q (077
Qn_1
/.
-2
a e 2 , n>4 —O(o1) = +2> 0 S i+ a1 + oy
n
\ o =3 i
an
[ )
n
e ma —9(&1) = Zi:Q Qi
O & o - g, n=3 / [n/2]
o o =30
-1
n-1 On —O(as) = « « 25"y + o
G G e, n>2 (a2) Lo F20m @it an
o =3
ar a2 s oq 70(0[4) = a1 + 200 + 3a3 + ag
o= o =1 +as+oaz+ay

On choisit donc o’ qui vérifie (13) : on a alors & = o/ et wy (&) = w(c/) —
wx(0(a)).

Or, comme le caractére wy (A + p) est dominant régulier et comme 6(X\) = — A,
on a les équivalences suivantes :

wx(a') € T & (wy(A+ p),wr(a)V) >0
& (AadY)+({p,a¥)>0
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et

—wy(0(a)) € T & (A+p,—0(")) >0
& (A =0()") + {p,—0(a")") > 0
& (A a") = (p,0(c)") > 0.

Mais puisque, le poids A + p est entier et régulier, les nombres
(o™} + (p,a™) et (A a’Y) — (p, 0(a’)")

sont des entiers non nuls, dont la différence est en valeur absolue inférieure ou
égale a 1, d’aprés (13). Ce sont donc des entiers de mémes signes.

Comme le sous-groupe a un paramétre ¢ est dominant régulier, on peut con-
clure :

(wr(@),¢) >0 < wr(d) et wx(—0(a')) € dF
& (+pa) et (+p,—0(a)¥) > 0
& A+pa)et(A+p,—0()) >0

(
& (A+p,d)>0
s (A+p,a)>0. O
Remarque 13. En particulier, les codimensions des cellules de Bialynicki-Birula qui
interviennent dans le calcul de la caractéristique d’Euler—Poincaré sont indépen-
dantes du sous-groupe a un paramétre ¢ choisi.

8.3. Estimée des multiplicités

Pour deux G-modules V1, V5 de dimension finie, la notation V; < V5 signifiera que
pour tout caractére dominant p :

Vi« L(p)] < [Va i L(p)]-

On obtient grace a la suite spectrale (10) et avec les notations du théoréme 12

la majoration suivante des multiplicités m§(u) :

Théoréme 14. Pour tout poids spécial \ € pic(X) et pour tout entier d :

H(X,. )< &P b L. (14)
JC{1,...,r} vEQ+R ;)NQ;
v+ p régulier
L) +17|=d
Remarque 1. Lorsque X est de rang minimal, i.e. lorsque r = rg(G) —rg(H), cette
inégalité est une égalité (cf. [T2, théoréme 3.1]). Nous donnerons dans la section
suivante un exemple, qui n’est pas de rang minimal, pour lequel on peut aussi
démontrer 1’égalité. En revanche, nous verrons que cette inégalité peut devenir
stricte dans le cas de la variété des coniques complétes (cf. le théoréme 17).

Démonstration. On déduit de (10) que pour tout poids dominant y :
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[HY(X, 25) : L(u))

IN

> [EP: Liw)

P.q
p+qg=d

S L () : L)

P.q
p+qg=d

IN

Or, d’apreés le théoréme 7, la multiplicité [H;l(+ (&) = L(p)] est nulle si la cellule

X;‘ n’est pas centrée en un point de l'orbite fermée F' ~ G/Q. Donc :
HYX, 2 L) < S [HL(A) : L)
weW e

L’inégalité de ’énoncé résulte alors de (11) et du lemme 13. O
On déduit de ce théoréme le résultat d’annulation suivant :
Corollaire 14.1. Pour tout poids spécial \ € pic(X), HY(X, %) = 0.

Remarque 15. En particulier, si X est une variété symétrique compléte non excep-
tionnelle (i.e. si tous les poids de picX sont spéciaux ) alors, pour tout faisceau
inversible . sur X, on a : H*(X,.#) = 0. C’est le cas par exemple pour la variété
des quadriques complétes, la compactification magnifique de PGL,, /PSO,,.

Démonstration du corollaire. Soient J C {1,...,r} et v € (A\+ Ry) NQy tel que
v + p est régulier.
Nous allons montrer que [(v) + |J| ne vaut jamais 1 :
Remarquons que :
velX+ Ry = 0v)=—u.

On en déduit :

Vée Aoy, (w,8Y)=(0),00))=—(v,d")
= VdelAy (v,d')=0. (15)
On a:

J={1<i<r:@Ww+pa)<0} et Iv)=|{acd® : (v+p,a) <0}
Donc : |J| < I(v). Mais alors :
I(W)y+|J=1 = |J|=0eti(v)=1.
Nous allons voir que dans ce cas, on a en fait [(v) > 2 : absurde.
D’une part, il existe un unique o € A tel que w,(a) € ®~ ie. : (v+p,a’) <0

ou encore :
(r,a’y+1<0 (16)

(en particulier, a € Ay).
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D’autre part, comme |J| = 0, on a : (v 4+ p,&) > 0 c-a-d (v + p,a) + (v +
p, —60(a)) > 0. Donc :
(v+p,—0a)>—-Wv+pa) >0
= (v+p,—0(a)’)>0.
Par conséquent :
(0, —0(0)) > — (v, ~0(a)")
= (p,—0(a)") > —(v,a”) > 1.
On est donc sous I’hypothése du lemme suivant :
Lemme 15. Soit o € Ay tel que (p, —0(a)¥) > 2. Alors il existe § € A tel que :
a+dedt, {p,(a+0)") =2, (a+6,a+0) = (o).
Avec (15) et (16), ce lemme permet de conclure :
(v+p,(a+0)") < (v, (a+4)")+2
<9 (v, +9)
~ (a+d,a+9)
< 27@’ a)
~ (a+0,a+0)
<{r,a")+2<0
= (v+p,(a+6)Y) <0
car v + p est régulier ; et donc, I(v) > 2. O

+2

+2

Il reste & démontrer le lemme 15 : Il suffit de traiter les six cas ou X est de
rang 1 et ou Ay # @. On le fait dans le tableau suivant (Table 2) en donnant pour
chaque exemple, une racine « + § qui vérifie ’énoncé du lemme :

TABLE 2.
X o o+ (ps (@ +8)")
o~ g e a a1 + as 2
Qi — n
ao_.l G o .:,\1 a. ,n>3 [e%1 a1 + a2 2
Qn—1
e *
O(l):.‘z ........ an.72 s, n > 4 aq a1 + as 2
\ N
[ )
aq a1 + a2
VG T, n>3 ou ou 2
Qan ap—1 + an
3 Qi —
o T @0 ei—e , Nn>3| a2 al +ag 2
P BN oy as +ay 2
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Remarque 16. Plus généralement, si d n’est pas de la forme [(v) + |J,|, pour un
poids spécial v (on note J, 'ensemble {1 < i < r : (v + p,a;) < 0}), alors
HY(X,.%\) = 0 pour tout poids spécial A de picX.

9. Deux exemples

9.1. Un cas d’égalité

En général, le théoréme 7 ne suffit pas pour améliorer les inégalités (14). Néan-
moins, nous allons voir un exemple de variété symétrique compléte X pour lequel
ce théoréme 7 permet de transformer en égalités les inégalités (14) et donc de
déterminer tous les groupes de cohomologie de tous les fibrés en droites sur X.

Cet exemple sera la compactification magnifique de l’espace symeétrique
SPs,,/SPs X SPa,_4, pour n > 4. Cet espace symétrique est appelé C* dans
[L, table 8] et son diagramme de Satake est

P P & & Pret—"Se" - (17)
Il se trouve en effet que pour cet exemple de variété symétrique compléte X on
a une décomposition cellulaire qui « s’adapte bien » a I’étude de la suite spectrale
de Grothendieck—Cousin.
Fixons d’abord quelques notations.

Soient J la matrice l 0 I”] et Jy la matrice diagonale :

(ot I, est la matrice identité de taille p x p).

Le groupe G sera dorénavant le groupe Sp,,, (k), i.e. le sous-groupe des matrices
g € GLa, (k) telles que : gtJg = J.

L’automorphisme 6 : G — G, g — JypgJy est une involution dont le groupe
des points fixes vérifie : G ~ Sp, x SPyy,_4. Nous noterons X la compactification
magnifique de G/G?. C’est une variété symétrique compléte de rang 2. En partic-
ulier, X n’est pas de rang minimal car rang G — rang G? = 0 le résultat que nous
énongons ci-dessous (cf. le théoréme 16) n’est donc pas contenu dans [T2].

On choisit ®, g, ®q, ... comme dans la section 2.
On a
A = {az, 04},
9(0[2) = —Q1 — Q02 — (O3,
—2a3 — oy sin =4,
0(a) = .
—a3 — g — 205 — - — 201 —Qy  Sin > 5,

(la numérotation des racines est donnée par le diagramme (17)). On a donc :
picX = Zws ® Zwy.
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Théoréme 16. Soit X la compactification magnifique de l’espace symétrique

SP2n/SPs X SPop_4, n > 4. Pour tout faisceau inversible £ sur X, de poids
A € Zwsy + Zwy, on a :

‘X, = P b L

JC{2,4} vEO+R N,
v+p régulier
1(v)+]T|=d

(les notations sont celles du théoréme 12).
Plus concrétement :

HYX,£)=0

sid¢{0,5,4n — 12,4n — 8,4n — 4,8n — 21,8n — 16} et si d = 0,5,4n — 12,4n —
8,4n — 4,8n — 21 ou 8n — 16 alors :

HY(X, 2) = @ L")

d
neES

pour les ensembles de poids Eg qui sont donnés dans le tableau suivant :

TABLE 3.
d £
0 {xw2+yw4 T,y > O}OA+Z§0&2+Z§0&4
5 {zwo +yws 1 o< =4,z +y > =2} N A+ Zsoaz + Z<pty

An—12 || {zws +yws 1 y < —2n+5,2+2y > —2n+ 5} NN+ Z<odia + Zso0y

An—8 {zws +yws + =2y —2n+5<ax<—y—2n+3}NA+Zsod2 + Z<pas
U{zwe +yws + —y—2 <2< =2y —2n+ 1} N A+ Z<ods + Zso0y

dn—4 {rwe +yws : y>0,24+2y < =2n+ 1} N A+ Zsoas + Z<os
8n—21 {twe +yws : 2> 0,2 +y < —2n+ 3} N+ Z<otia + Zso04
8n—16 {zws +ywy : < =4,y < =2n+5} N A+ Zsoaa + Zsody

Remarque 17. ( i) La dimension de X est 8n — 16.
(ii) Si on pose pour tout d > 0 et tout J C {2,4} :

Q% :={veQy : v+ prégulier etl(v)+|J| =d}
alors on a

= U 9in(r+Ry).
JC{2,4}

On a représenté les ensembles Qﬂ- dans le cas ot n = 4 sur la figure 4.
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FIGURE 4. Les ensembles Qj‘; lorsque n = 4.

Démonstration. Soit £\ un faisceau inversible sur X, de poids A € pic X, tel que :
HYX, £\ # 0. D’aprés le théoréme 14, il existe alors un poids v € picX tel que :
v + p est régulier et I(v) + |J,| = d (ou I(v) = |[{a € ] : (v +p,a¥) < 0}] et
J,={ie€{2,4} : (v+p,a;) <0}).

Or, on a

<1>1+{ > ak:il,Qeth3oui3,4etj25}

i<k<j
|_|{ Yo ow+2 Y artan: il,2,3,4eti<j§n}
1<k<j j<k<n
|_|{2 > antan i:1,2,3,4}.
i<k<n

Pour un poids v = zws + ywy4 € picX, z,y € Z, lorsque « décrit I’ensemble <I>f,
voici les valeurs prises par (v + p,a").
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TABLE 4.
o€ df (v+p,aY)
x+j—i sii=1,2etj =34,
> o r+y+j—i sii=1,2et5<j<n,
i<k<j y+j—i sit=3,4et5<j5<n
2042y +2n—1 sit=1,7 =2,

TH2+2m+2—i—j sii=1,2ctj=34,
> ar+2) oktan |[qrty+2m+2-i—j sii=12et5<j<n,

k<] isk<n 2y+2n—5 sii=3etj=4,
y+2n+2—-1—j sit=3,4et5<j5<n
1—i sii=1,2
2wt frrrmnrlms o
i<k<n y+n+1l—2 sit =3,

On déduit de ce tableau que le poids v + p est régulier (i.e. (v + p,a¥) # 0)) si
et seulement si les quatre conditions suivantes sont vérifiées :

x#—1,-2,-3,
y#—-1,-2,...,—2n+6,
r+y#-3,—4,...,—2n+4,

r+2y# —2n+4,—2n+ 3, —2n+ 2.

Puisque de plus, si on choisit le produit scalaire (, ) tel que (a1,a1) =2, on a

2(2y + 3) sin =4,

18
2y+n—2) sin>5, (18)

(v+p,0) =2(x+2) et (y+p’&4):{

on obtient que d = I(v) + |J,| ne peut prendre que les valeurs 0,5,4n — 12,4n —
8,4n — 4,8n — 21,8n — 16 comme dans 1’énoncé.

Pour terminer la démonstration, il reste a vérifier que la « composante finie »
de la suite spectrale :

EP = Hf(}q(XA) = HMM(X,2)
dégénére en page un, i.e.
[EP9: L(w)] = [EP? : L(w)] (19)

pour tout poids dominant u, pour tous p,q € Z et tout r > 1.
On aura alors :

[HY(X, 20 s L] = Y [EP?: L(u)].

P,q
p+qg=d
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Fixons un poids dominant u.

Nous allons montrer (19) par récurrence sur 7.

On suppose donc que [EP? : L(p)] = [EP? : L(p)] et on considére les mor-
phismes de g-modules de la suite spectrale

D4 . P9 p+r,q—r+1
dbt . ERY — BT .

Puisque EP}!; = kerdP4/Im d2="7t"~! il s’agit de démontrer que pour tous
p,q € Z, le g-module Im d2? est de multiplicité nulle selon L(u).
Raisonnons par ’absurde : supposons que :

[fm 29 ()] # 0. (20)
On a alors :

BP9 L] #0 et [EFTIHLL L] £0.
Comme EP»? est un sous-quotient de E}*?, on a donc aussi :

[BP s L) = (HE(23) - L)) 0.

En conséquence, d’une part, la cellule X;‘ est de codimension p + ¢ et d’autre
part, X;‘ est centrée en un point de l'orbite fermée F' de X de la forme z, =
w,Q/Q pour un certain poids v € picX (d’aprés le théoréme 7 et (11)). D’ou :
p+q=1v)+]|J,| avec v € picX ; en particulier :

p+qg=0,54n—12,4n—8, 4n—4, 81— 21 ou 8n — 16. (21)
De meéme, la cellule X

pir €St centrée en un point x4, = w,Q/Q pour un
certain poids v/ € picX et on aurait :

p+q+1=0,54n—12,4n—8, 4n—4, 8n—21 ou 8n —16 (22)

Il résulte alors de (21) et (22) que 1 = a — b pour certains a,b € {0,5,4n —
12,4n — 8,4n — 4,8n — 21,8n — 16} : cela est impossible si n > 5.

Il reste donc a traiter le cas de la compactification magnifique de Spg/Spy X Spy,
i.e.le cas oun = 4.

Dans ce cas, il se peut que (21) et (22) soient vérifiées, on a donc besoin d’un
argument supplémentaire pour conclure. Les seuls cas possibles sont :

p+qg=4n—12 =4, p+q=38n—21=11,
%) et (s
p+q+1=5, p+qg+1=4n—4=12.
Ces deux cas se traitent de la méme fagon; on va par exemple supposer (),
c'est-a-dire que : [(v) + || =p+qg=4 et I(V') + |],/| =5.
Comme n = 4, le tableau 4 devient :
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TABLE 5.
acdf (v+p,aV)
acdf (v+p,a)
> o r+j—i sii=12etj=3,4
i<k<j
2w+ 2y +7 sii=1,j=2,
D ar+2 Y arton | +2+10—i—j sii=12etj =34,
i<k<j j<k<4 2+ 3 sii=3etj=4
r+y+o—1 sit=1,2,
2 ) ap+an { g ‘ i34
ihed Y+o—1 S11 =0,

On a:l(v)+|J,| =4 = |J,| = 1. Mais alors, d’aprés (18), on a forcément :
J, = {&4} De méme, l(l//) + |J,/| =5=J, = {&2}
En particulier, en posant D := Dy, :

+ + +
Xfeb et XL NDCX[,

Soit Ip le faisceau d’idéaux définissant le diviseur D (c’est un faisceau in-
versible). Le morphisme ¢ ® Jp — % induit un morphisme entre les suites spec-

trales associées & Z®JIp et & Z. On a donc le diagramme commutatif de g-modules
suivant :
P,q

d )
EPU(Z) — EPTTaTTH(Ly)

af’qT Ta;;?i»r,QTﬁ»l
dp’q

E,’.”q(iﬁ ® JD) £> Eg-i—r,q—r-&-l(g)\ ® jD)~

D’un autre coté, la suite exacte courte

Oﬁg)\@jp—)g)\%fﬂpﬂo

induit une longue suite exacte :
cee = H;l(;r(g,\ ®JD) — H;l(;(g,\) — H;l(;r(gﬂp) — e
Si
+
X; D,
la cellule X© est de codimension 3 dans D et H;l(;r (& p) = 0. Le morphisme :

H (£ @9p) = EV(L @ 0p) — EPI(A) = Hy( (4)

est donc surjectif.
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Cela n’entrainerait pas forcément que le morphisme o4 du diagramme précé-
dent soit surjectif mais puisque, par hypothése de récurrence,

[EY(Z) : L(w)] = [EP(L) : L(p)]
pour tout faisceau inversible .Z sur X, on a néanmoins :
[Mm o ®: L(p)] = [EP? : L(p)]

d’ou :
[Em 2 : L(p)] = [Im(d? o ) : L(1))

En conséquence :

[fm d2 : L(p)] = [Im(a*" 0"+ 0 &2 : L(u)
(7= (2 @ 9p) : L))
[HY. (L) : L.

p+r

IN A

En raisonnant de méme & partir du diagramme commutatif :

EPI(LH @Iy ) — Eptra il (A o)

| T

EP9( Ly @ JI) —— EPTHa—"+ (2 @ J7)
on obtient que :

[T a9 : L(p)] < [ ?(;T(«i”x ®Jp) : L(w)]

pour tout n > 1.

i + +
Or, s1DﬂXp+T§Xp+T, on a

lim Hy, (@ 7h) =0,

p+r

n

d’aprés [T0, cor. I11.3.2.1]. On a donc : [ImdP? : L(u)] = 0; d’ou la contradiction
(cf. (20)). O
9.2. Cas de la variété des coniques complétes

Nous allons démontrer le résultat suivant (cf. la section 1.1 pour la définition

de @).

Théoréme 17. Soient R1 = 2Z>00¢1 72Z200&2 et R2 = 72%200[1 +2Z>00¢2. On
note s1, s2 les réflexions simples sq, €t Sqy, Wo 1= 515251 = S25152 et p = a1 + aa.
Pour tout \ € 2Zw, + 2Zws, on a
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H'@A) = @ L,

HEA=2Z 5 a1 —2Z >0
u dominant

BEL) = @ L.

HEWOA—2Zxga] —2ZB>gan
u dominant

(ii) HY (€, %\ = H*C, L) =0.

HE,.)= P L(p) @ B L,

u dominant u dominant

Ht+pE ntpe
s1(A+p+R1)\(s251)(A+p+R1)  sa(A+p+R2)\(s152)(A+p+R2)

HBEe.2)= @ L o B L.

u dominant u dominant

rt+pE ntpe
(s251)(A+p+R1)\s1(A+p+R1)  (s152)(A+p+R2)\sa(A+p+R2)

(iii)

Démonstration. On va montrer (iii). On traite le cas de H?(C,.%)) :

Nous verrons, d’abord, que si i+ p € s1(A+p+ R1)\ (s251)(A+ p+ R1) ousi
p+p € sa(A+p+Ra)\ (s182)(A+p+ Re) alors L(u) apparait dans la décomposition
de H?(C,.#) avec la multiplicité 1 et, ensuite, que [H?(C,.Z) : L(i)] = 0 dans
tous les autres cas.

Remarquons que si p+ p € s1(A+ p + Rq), il existe m,n € Z tels que :

w=s1(A+p+2mai + 2nasg) — p
=A—(2m—2n+ (\, o) + 1)a; + 2nas.

Or, A € pic(€) = 2Zw; +2Zwy donc (A, o)) € 2Z. Donc pu € A+ (2Z4 1) +2Zavs.
De méme, si g+ p € so(A+ p+ Rz) ousi u+p € (s182)(A+p+ Rz), on a
wE AN+ 2Zay + (2Z + 1) aa.
En particulier, on a :

s1(A+p+ Ri)Nsa(A+ p+ Ro)

=s1(A+p+Ri)N(s152)(A+p+ Re) = 2. (23)

Lere étape. Sip+p € s1(A+p+R1)\(s251)(A+p+R2), alors [H?(€,. %) : L(p)] = 1.
On se donne une décomposition de € en cellules de Bialynicki-Birula :

= S+
c= || €.
mE@T
On a une suite spectrale convergente : EV'? = HPT4(C, %)) pour une certaine
. . =T N .
numérotation 1, z, ... des points fixes z € € et ou E}"? = Hgiq(.f)\). Soit pg

P
tel que xp, = s1z. Comme X} C Dy, et X} & D,,, on a d’aprés [T1, prop. 4.6
et théoréme 4.4] :

[Efo?*m :L(p)) = [H)Q(j1 (L) L(p)] = 1.
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En revanche, si p # pg, on a pour tout » >0 :
(BP0 s L)) < [BP*7 2 L(w)] = 0.

En effet, sinon, d’une part on aurait d’aprés le théoréme 7 z, de la forme

xp = wz pour un certain w € W tel que codimg Gz = 2 et donc x, = s9z (car
Tp # Xp, = s12). Mais d’autre part, on aurait aussi p1 + p € sa(A + p + Ra) ce qui
est impossible d’aprés ().

On en déduit que [H?(C, A : L(p)] = [ER-2~P0 = L(u)].

Or,sir>1,

Epo,pro ker(Ef“’pr“ N E7;?0+T73*P0*7”)
1 = e _ :
r+ Im(EfO r,1—po+r N Efo,2 Po)

Mais d’une part :

[BRo 1 ()] < (BT L)) = [HL, () L) =0
-
car si la cellule @:mﬁ est de codimension 1, z,,—, € F, 'unique G-orbite fermée
de C (cf. la section 1.1, (v)); d’autre part, on a aussi :
(B L] < (BT L) = [ () L) = 0
Tpo+r
car si Tp,4+r est de la forme xp, 4, = wz pour un certain w € W, et si la cellule

correspondante @ju est de codimension |J,,| 4+ {(w) = 3, on a w = s182 ou s281 et
p+p &€ wh+p+ Ry) (cf. (23)).
On en déduit que :

(B2 s L) = [BE2 7 : L)

pour tout r > 1 et donc que :

[H2(€,.4) : L(w)] = [BR* 77 L(u)] = [ : L(p)] = 1.
[ 2Die_la m)éme(fa;;]on, on montre que si g+ p € sa(A+p+ Rz2) \ (s152)(A+ p+ Ra),
H*(C, ) : L(p)] =1.

2¢éme étape. Si, par exemple, p+ p € (s281)(A+ p+ R1) Nsi(A+ p + Ry), alors
[H?(C, £\) : L(11)] = 0 (cela peut arriver, e.g. : p:= wy, A := —14w; + 8ws).

Pour le démontrer, on choisit la décomposition cellulaire de Bialynicki-Birula
de € donnée par le sous-groupe & un paramétre :

v:k* =T, z= 10 z7Y 0
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N N = 11 =+ . .
Pour ce sous-groupe & un paramétre, on a : € = || C, avec en particulier,

+ + + + pee
C, =€ etCy =C

8981 °
On sait déja que :

[H?(@,23) : L(w)] < Y [EP*7: L(u)]

_T J—
pour tout 7 > 1. Or, comme les seuls points fixes z, € € tels que x, € F' et G;

soit de codimension 2 dans € sont s,z et spz et comme u+ p & s2(A+ p+ Ro)
(cf. (23)), on a forcément :

[EP2P L) #0 = [H%A.Z)\) :L(p)] #0 = zp,=s12 = p=05.
Ainsi, pour tout r > 1, [H?(€, %)) : L(p)] < [E>~3: L(u)).
0

On va montrer que [E5 ™ : L(p)] =
Puisque

il suffit de vérifier que [kerd? ™ : L(u)] = 0.
Or, di”_?’ est le morphisme
d?’_g . H%:, (g)\) — H%z, . (g,\)
598, U éjl \€,.., sps, €5t fermé dans @jl
Pour tout g-module M et tout caractére central x : Z(g) — k (ou Z(g) est le
centre de 'algébre enveloppante de g) rappelons que :

My:={meM :3In>0, (kery)"m =0}

est ’espace-propre généralisé associé a .
On note encore X, le caractére central par lequel Z(g) agit sur L(u) et :

induit par la décomposition @jl = éJr + ol @+

Mlp] :=={m e M,, : VteT, t.m = pu(t)m}

le T-espace-propre de M, , de poids p.
On va utiliser que [M : L(y)] = dimy M[y] pour tout g-B-module.
On sait que H%Jr ()| est de dimension 1 autrement dit :
s1

H2 ()] = KF,

pour un certain élément f, non nul de H%+ (A).
s1
On a donc ker(d}™*)[u] = kf,, ou 0.
Or, on peut déterminer f,, et montrer que di”fg(f#) # 0 (cf. I’ annexe).

On a donc ker(d>™)[u] = 0 d’ou : [kerd> ™ : L(p)] = 0.

De méme, si p1+ p € sa(A+ p + Ra) N (s152)(A + p+ Rz), on peut montrer que
2 (€,.22) | L) = 0.
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Enfin, si p+p & s1(A+p+ R1)Usa(A+ p+ Ra), on a

(H2(@,4)  L(w)] < [H2, () : L(w)] + [H2, (£ : L(w)] =0,
Le cas de H3(€, %)) se démontre avec les mémes arguments. O

Voici une conséquence du théoréme 17.

Corollaire 17.1. Soient A1, o € Z et A := 2\ w1 + 2 ows € pic(@). On a

— A +2X >0
H'@, )40 < ’
( 7 {2)\14-)\2207
— A 3<0 A 3<0
H2(E,.2) 40 14920, ou Q7290
A+ A +12>0, AM+A+12>0,
— AM—1>0 A —12>0
H3C LA)#0 < {7 =0 ou 2=
A+ XA +3<0, AM+A+3<L0,

M 420 +6<0,

H5C, ) #0 <
€A # {2A1+A2+6§07

(Cf. la figure 5.) Par exemple, si A = 12w — 6wy, H(C, %)) et H® ( ,Z\) sont
non nuls. Mais, pour tout A € pic€, on a H?(€, %)) ou H3(C, .£\) =

+®090© 0000000000000 &S +
+++@@@@00®ooooo¢ooee@@+++
++++@@@oo<9oooodooea@@++++
++++++@®oo®oooooo@®++++++
+++++++@ooQoo/@/ooea+++++++

+++++++++oo%o2$oo+++++++++
2 «W1]

o+ o+ o+ o+ o+ o+ 3 204 44+ o+ o+ o+ o+ o+
++++++++++--Q§-- + 4+ + + + 4+ + + + +
+ 4+ ++ ++ ++ + + - /\\-++++++++++

/,’.\\..........
><><><><><><><><><></«--‘-\><><><><><><><><><><
XX X X X XX XXX« 0 -\\><><><><><><><><><><
XXXXXXXXX;’DDDD\\XXXXXXXXX
xxxxxxxxxammmmm\><><><><><><><><><
><><><><><xx&dmmmmmmm\&xxxxxxx
xxxxxx&&mmmmmmmmmm&xxxx><><
XXXXX&&IDDDDDDDDDX&&XXXX

XXX&ﬁ&&@DDDDDDDDDH&&&&XXX

FIGURE 5. Le groupe de Picard de la variété des coniques complétes e (légende :
o: X € picC tel que_HO(G,f,\) # 05 4+ : A € picC tel que H2(C, 4\) #0; x :
A € picC tel que H3(C, . £\) # 0; O : X € picC tel que H?(C,.£\) # 0).
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Annexe

Calcul de [ker(H%+ (&) — H%+ (,,2”,\)) : L(,u)]
s1 8251
Notons S5 I'espace des matrices symétriques 3 x 3 & coefficients dans k et 7 :

S3\ {0} x S3\ {0} — IP(S3) x IP(S3) la surjection standard.
Si =2 w1 + 2Xws € plCG ()\1, Ay € Z), alors :

Ly = 0p(s,) (A1) R Op(s,)(A2)5-

Donc, pour tout ouvert V de C, £\(V) est espace des fonctions f réguliéres sur
771V telles que :

Vs,s €k, VQ,Q €8s [f(s5Q,5Q") =sMsf(Q,Q).

Nous allons introduire certaines fonctions rationnelles X;,Y; sur C. Pour cela
rappelons la description de la cellule ouverte de € associée au sous-groupe a un
parametre :

22 0 0
v:k* =T, z— |0 2! 0
0 0 z2

Pour tout z € k* et pour tout ([Q],[Q']) € €, on a

V(2)(QLQ)
27%Q11 272Que 2'Qus| |2%Q1, QL. 2Qls
= | |27%Qi2 2°Q22 2°Qus |, |22Ql, 27°Qh, 273Qh 4
2'Qus  2%Qa3  2'Qsgs 2Q1 s 27%Qhs 27'Qh 3
Puisque 'on a
1 0 0 0 0 O
zZ = 0 0 0],]0 0 O )
0 0 O 0 0 1

la cellule ouverte @g est définie par :

+

Co ={([QLQD €C: Q1 #0,Q%5#0}.

Cette cellule ouverte est isomorphe a ’espace affine A5 :

As >~ eo,
1 Tr1 I3 1 0 0 T45 0 0
(ﬂci)lgigs =10 1 x| - 0 x4 0 ) 0 s

0 0 1 0 0 zazs 0 0 1
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Pour chaque 1 < ¢ < 5, on définit alors X; (resp. Y;) comme une fonction

PRI S+ S+
réguliére sur Uouvert s1C, (resp. s251C, ) par :

1 r1 X3 1 0 0 T4s 0 0
Xitsi- [0 1 2110 24 O |, O a5 O = Ty
0 0 1 0 0 wx4xs 0 0 1
(resp.
1y w3 10 0 yays 0 0
Y (s281) - 0 1 wyof- 0 ya 01,10 ys O = i)
00 1 0 0 ways 0 0 1

Or, comme on a :

siz= |10 1 Of,[0 O O] |,

598172 = O O 0 5 O 1 0 9

les cellules @:1 et @+

05, Sont données par

@:1 ={(QLQN E€C : Q11 =Q12=Q13=0, Q22 #0, Q43 # 0},

= = Q11 =Q12=Q13=0Q22=Q23=0,

Coe = Nee€: *b ’ ’ 7 7 :
o2 {([QL @] e Q33#0, Qy3=0Q353=0, Q55 #0 }

On peut aussi vérifier que :

(1Q),[Q)) € 518y : X1 = X4 =0},
([Q),[Q']) € 52518y : Y1 = Y3 =Yy = 0}.

Comme la cellule @jl est fermé dans 'ouvert slég de X, on a

2 2
H@:I (L) ~ H@:I ($A|51E§)

+

~ H'(5,Cy \ G, .A).

5+ 5+
Or, 'ouvert 51Cy \ €, est recouvert par deux ouverts affines :

518 \ €1, = (518 N (X1 #0)) U (518 N (Xy #0))
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donc en utilisant la cohomologie de Cech on trouve :

D8 N AON K £0)
A(s1€ N (X1 £ 0)) + A(51Cy N (X4 #0))

(8160 \651’ ) —

. . = 1 =t
En notant, pour 1 <i <5, x; := X; o, la fonction réguliére sur 7= 151C, , et,
pour 1 <i,j <3, g; ; (resp. ¢; ;) la fonction réguliére sur Sz x S5 :

iy (@Q,Q) — Qi (resp. ¢i; : (Q, Q) = Qi ;),
on trouve donc :

ni ,.n2,..n3, ng, ns
EB | SR S

ng,n3,n5>0

2, () = ol
Cs, @ kxvlnzgzxgszzzlxgu + @ k:l:?lx?zgdxz“l}g”
ng,ng,ng,n5>0 ni,n2,n3,n5>0
n1€Z n4€Z

nz , n3, ns5

~ Kkr2 T3 T5” A1 s

- ny ,,.,Na q2 2q33
Ly Ty

ng,ng,n5>0
ni,ng>0

Or, on a une réunion décroissante :

U H iﬁ & 06(_774D2))

n>0
(cf. [TO, lemme IV.3.3]). Soient M, N > 0 deux entiers tels que :
p+p=s51(A+p+2(M+1)a; —2Nas). (24)
On a alors :
12, (38 Og(-nD)lul = T2 (Al = K,

sin <N et H (QSf,\ ® Og(—nD2))[u] =0sin > N.
On en dedult que :

fu€ ng (L ® 05(—NDy)) \Héj (2 @ Og(—(N +1)Dy)).

Comme D5 N slég = slég N (X5 = 0), cela signifie que :

n2 ,.n3

D2l A D2l A
2 *3 5 )\1 1A2 2 *3 5 A1 A2
fﬂe @ k ni n4 22 33\ @ k mny, _na q2,2q3,3'
Ty Z L1 Ty
ng,n3=>0 ng,m3>0
n5>N ns>N + 1

n1,n4>0 nl,n4>0
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Or, les fonctions z;, 1 < i <5, ga2, q'3,3 sont des T-vecteurs propres de poids
respectifs :

s1(—aq),s1(—a2), s1(—a1 — az), s1(—2a1), $1(—2az2), $1(2w1), $1(2w2).

Il s’ensuit que, pour ny,nq4 > 0, ny,n3 > 0 et ns > N, le mondéme

n2 N3 N5

To"T3 T5” A, A
ny ,.na q2,2q3,3
Ty Ty

est de T-poids pu si et seulement si :

s1(A+ (n1 4+ 2ng — n3)ar — (2ns + ng + n3)ag) = u
S A+ (n1 4 2ng —ng)ag — (2n5 + N2+ n3)as = s1u
< A+ (n1+2ng4 —ng)ag — (2ns + na + nz)as = A+ (2M + 3)a; —2Nay
ni +2ng —ng =2M + 3,
{2(n5N)+n2+n30

ni ZQ(M—TL4)+37
n5:N,n2:n3:0.

Ainsi :
M+1
2N
e D Ky
H 2(M ng)+3 2
na=1 4

De méme, en utilisant la filtration croissante :

12, (23) = | ter (H2 () = 12, (239 0g(mD)))

m>0
on trouve aussi que :
xrrndal 2ol
f. € 5 x5 xy” Al />\2\ 2 L3 L5 N A2
W 7711 na 42,2933 1 na 4224933
Ty x L1 Ty
ng,n3,n5>0 ng,n3,n5>0
n1>0 n1>0
1<ng<M + 1 1<ng <M

Finalement, & multiplication par un scalaire non nul prés, f, est de la forme :

N

fo= Ty q’\l ql>\2

w= 1922433
371.%2/[+1

(25)
'Iév >\1 l)\2

une combinaison linéaire des ——2>——
+ A na) 18, 22933
1 4

ou 1 S na S M.
On peut montrer de la méme fagon que si M’, N’ sont les entiers > 0 tels que :
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p+p=(s2s1) A+ p+2(M +1)a; — 2N'asz) (26)
et si on pose y; := Y; o, fonctions réguliéres sur W_l(ég_), alors on a :

Hg. (£3)[n] = kg,

$281

avec g, de la forme :

N’ na, ns
Y A s NP Y2~y A
w= 57M,+1q§‘13q'222 + une combinaison linéaire des #f’m 3),‘13 ‘%,
Y1Y3Y, Y17 Y3 Yy

ol les n; sont des entiers vérifiant :
ny>0,m2>0,n3>0,0<ns <M +1,n5 >N etng <M ouns >N

Soient w1, o > 0 les entiers tels que : p = piwy + pows.
Remarquons que les relations (24) et (26) entrainent que

1 1
“i’ et M:N+M;

M =M —

(on sait déja que po est impair).
Pour déterminer d?’_?’( fu) € H%Jr (Z)\), remarquons que la restriction :

5251

iﬁ —)g,\|

SZSIEO
induit le diagramme commutatif suivant :

H2 () ()

s1 $281

,

H2 (L)

iy _
651ﬂ525160

Il est plus facile de décrire le morphisme d’ que de décrire directement d?’fg;
on a en effet :

é:rl n 8281@0 = (5251@0 n (Yg 7£ 0)) N (Y2 = }/4 = 0)
donc :

H2

G:l ﬁSlego

(XA) ~ H1(5281EO n (Yg #* 0) \ (}/2 =Y, = 0)7,,2”)\)

-~ XA(Sgsléo N (Y1YEJ,Y21 7é 0))
g,\(828160 N (Y1YEJ, 7é 0)) + g,\(828160 N (YEJ,Y4 7é 0))
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et le morphisme d’ est donné par :

/. 2 3
d : HE:IQSZvSlEO (&) — HE;SI (&)
no, N5
5 Y2 Ys :
no, N5

Y2 Ys ny n3, n sing,ng <0,
v7127”5 207n1;n4>07n3 GZ, ni. n3 N4 — y11y33y44

1 93 J4 0 sinon.
Maintenant, décrivons 'image de f,, dans Hé+ —_ (£). Pour cela, on ex-

Ns2s1Cop
s1
prime les z; en fonction des y; dans le corps des fonctions rationnelles sur S3 x S3 :

y1y3 + O(y2)

Tl = 3
Y3 + yays + O(y2)
1y — _Y1Y5 + O(y2)
Y3 + yays + Yiys’
Y3
T3 =

Y3 yays + y3ys

_ ya(y3 +yays +yiys)
(43 + yays)? + O(y2)’

_ Ys5(¥3 + yays) + O(y2)

(Y3 + yays + yiys)?

(ot la notation «O(y2)» signifie «y2 x un polynéme en les y;» ) ; ces relations provi-
ennent de 1’égalité « matricielle» :

1 @ 3 1 0 o [2azs 00
S1 - 0 1 zf- 0 x4 0 ) 0 x5 0
0 0 1 0 0 a5 0 0 1

1 Y1 Y3 1 0 0 YaYs O 0

=(s251)- 1[0 1 wol - |0 va O |s] O y5 O

0 0 1 0 0 wvays 0 0 1

sur 5160 n 525160).
D’un autre co6té, comme on a les égalités suivantes :

E:l N 5251@0 = (528160 N 51@0) N (Xl = X4 = 0)
= (5251Co N (Y3 #0)) N (Y1 =Y, =0)
= (5281@0 M 51@0) N (X4 = X1Y1 = 0)7
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on a les isomorphismes suivants (de g-modules) :
H(Qe mmeo("%)
H'((5251€0 N'51C0) \ (X1 = X4 =0),.2\)
H'((s251C0 N (Y3 #0)) \ (Y1 = Y3 = 0),.4)
H'((5251€0 N'51C0) \ (X4 = X1Y1 = 0),.24)
Z,\(5251@0 Ns1Cy N (X1X4 #0))
A ((8251C0 N 51Co) N (X1 #0)) + A ((s251C0 N'51Cp) N (X4 # 0))
N A (5251C0 N (Y1Y3Y, # 0))
A (5251C0 N (Y1Y3 # 0)) + L (5251C0 N (Y3Yy # 0))

- g)\(8281@0 n 5160 N (X1X4Y1 7é 0))
02”,\(525160 Ns1Cy N (X1Yi 7é 0)) + ,,2”,\(525160 Ns1Cy N (X4 7é 0))

~

En utilisant ces isomorphismes, en remplagant dans la formule (25) de f, les
x; par leur expression en les y;, et en utilisant les relations (27), on trouve que

I'image de f, dans H%Jr e T (&) est de la forme :
5, MNs251Co

ne2 _ ns
y5 A2 L. S, Yo Ys "~ A1 A2
7M,+1q3 3¢'5 5 + une combinaison linéaire de —=2——q5%5q 95
Y1Y3lYy Y1 Y3 Ya

ol ns > N’ ou ny > 0.
En conséquence :

no, N5
5,—3 Yas~Y A A
dy = (fu) € H (L) ~ @ k_ymzy_msyT 435425
5251 1

ng,n5>0
ni,ng,ng>0

a un coefficient 1 devant (y2' /ylygyM +1)q3 3q'§22

Ainsi : d77%(f,) # 0 (on a méme d7*(f,) = g,) et donc :
[kerd> ™ : L(u)] = 0.
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