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Correction du Contréle Continu du Lundi 15 mars 2021
Durée : 1 heure.

Les documents et les calculatrices sont interdits.
On prendra soin de JUSTIFIER les réponses aux exercices.
Vous pouvez utiliser librement le formulaire au dos du sujet.

Le sujet contient 2 exercices.

Premiére partie
(& rendre sur la premiére copie)

Exercice 1 : [10 points]
L’objectif de cet exercice est de trouver I'unique solution de I’équation différentielle :

S +3f' @) +2f(t) =1 (E)
avec conditions initiales f(0) =0, f/(0) = 0.

1. Soit f solution de (F). Donner une équation satisfaite par sa transformée de Laplace £[f]. On
pourra utiliser le formulaire au dos de cette page.

2. Déterminer trois réels a, b, ¢ tels qu’on ait 'identité

1 a b c

s(s+1)(s+2) s+s+1+s+2'

3. Déterminer I'unique solution f de (E) en utilisant les deux questions précédentes.

Correction de ’exercice 1

1. Soit une solution f de (E) qui posséde une transformée de Laplace £(f) définie sur un intervalle
de IR. Par linéarité de la transformation de Laplace, la fonction L£(f) satisfait 1’équation

L(f") +3L(f") +2L(f) = L(1).
La fonction constante égale & 1 est de la forme t — e®t", avec a = 0 et n = 0. Donc par la formule
(12) du formulaire

0! 1
L(1)(s) = Goor =, bours> 0.

Par ailleurs, pour toute fonction g de type exponentiel a :

et donc



si bien que L(f) est solution de I’équation

S2L(F)(s) — sf(0) — f(0) 4+ 3sL(f)(s) — 3f(0) +2L(f)(s) = %, pour s > 0.

En tenant compte des conditions initiales f(0) = f’(0) = 0 données dans 1’énoncé, on a donc
1

(s +3s+2)L(f)(s) ==, pour s> 0.

s

On observe que s* +3s + 2 = (s + 1)(s + 2) est strictement positif pour s > 0. Donc on peut diviser
par s2 + 3s + 2 pour s > 0, et finalement

1
s(s+1)(s+2)

L(f)(s) =

2. On cherche la décomposition en éléments simples de la fraction rationnelle s —
G+ (s +2)
pour s > 0, c’est-a-dire a, b, c € IR tels que

1 a b c

s(s+1)(s+2) s+s—|—1+s+2'

On multiplie par s :

1 N bs n cs
_— = q
(s+1)(s+2) s+1 s+2’
puis on évalue en s = 0, pour trouver:
1
- =a.
2
De méme on multiplie par s + 1 puis on évalue en s = —1 pour trouver
—1 =10,
et on multiplie par s 4+ 2 puis on évalue en s = —2 pour trouver
1
— =_C
2

On peut vérifier partiellement les calculs précédents en multipliant par s des deux coOtés puis en
prenant la limite s — +o00. On obtient ainsi

0=a+b+c,
condition qui est satisfaite quand a =1/2, b= —1et ¢ =1/2.

3. Avec les questions précédentes, on a donc

! L1
25 s+1 0 2(s+2)

L(f)(s)

En utilisant & nouveau la formule (12), on voit que

1 1

g = L) g = L)




Donc avec , on a

Par linéarité de Laplace, on a donc

L)) = £(5e + 1)~ ),

et par injectivité de Laplace on obtient finalement
1 —2t —t
f(t)zﬁ(e +1)—e.
Vérification: on a bien f(0) = f’(0) = 0. Par ailleurs,
f,(t) — _6—2t 4 e—t’ f//(t> — 26—2t o e—t}

et donc

') +3F () +2f(t) =22 —e "+ 3(—eH +e7h) + 2(%(6—275 L) —

=1

e_t)



Deuxiéme partie
(a rendre sur la deuxiéme copie)

Exercice 2 : [10 points]
Soit F' la fonction donnée par

pour x réel.

1. Montrer que pour tout t > 1, on a

2. En déduire que F' est bien définie pour tout = € IR.
3. Justifier que F est de classe C* sur IR.

4. Donner une expression de F’(x) sous la forme d’une fraction rationnelle.
(Indications : soit on pourra utiliser une transformée de Laplace du formulaire, soit on pourra
intégrer une fonction a valeurs complexes, soit on pourra transformer I'intégrale a 1'aide d’une
technique usuelle.).

5. En déduire une expression de F'(z) a l'aide d’une fonction usuelle.
Correction de l'exercice 2

1. (1 point) Pour ¢ > 1, on a par décroissance de 'inverse

0<-<-=1

~ | =
[l

De plus, le sinus vérifie | sin(xt)| < 1 pour tout z et ¢, donc en multipliant les inégalités (étant
donné la positivité de I'exponentielle):

Si t
mEx )e*t

1
= [sin(xt)| Ze’t <e .

2. (2 points) Notons

sin(xt) ot

f<I>t) =

la fonction apparaissant dans I'intégrale. Il y a deux problémes de convergence & examiner, un
en 0 et un en +o00, on découpe donc l'intégrale par la relation de Chasles:

F(x)—/o i+ | " F bt



. . in(zt) _ .
Convergence en 0: sin(xt) ~;_, ot, donc lim;_,g Sml(t—x)e t = z. Comme une fonction constante

est intégrable en 0, le théoréme de comparaison donne que f(z,t) est aussi intégrable pour
chaque x fixé en t — 0.

Convergence en +oo: Pour chaque x € IR, la question 1 donne la domination f(z,t) =
Ot ioo(€7?). Or cette fonction est une fonction intégrable en +oo (parmi les références du
cours) vérifiant f0+oo e tdt = 1, donc par le théoréme de comparaison, f(z,t) est aussi inté-
grable pour chaque x fixé en t — +o00.

. (3.5 points) On applique le théoréme de dérivation successive des intégrales a paramétre.

D’abord f est C! sur IR |0, +oo| comme composée, produit et quotient a dénominateur non

nul de polynomes (vu la région ¢ > 0), sinus et exponentielles (qui sont des fonctions de classes

C').1l faut dominer par des fonctions intégrables ne dépendant pas de z les fonctions: f et
of

1
——(z,t) = tcos(a:t);e’t = cos(xt)e "

ox

La domination de la dérivée est facile, on borne juste le cosinus par 1:

g—i(x,t)' = |cos(at)le" < e

et la fonction e™* est intégrable sur ]0, +oo] (cf 2.).

Pour la domination de f, on voit de la question précédente qu’on a besoin en 0 d’une comparai-
son du type |sin(zt)| < xt qui dépend de x. On se restreint donc & x €] — M, M| pour appliquer
le théoréme sur | — M, M[x]0, +oo[ au lieu de IR x]0, +00] et on a donc la domination:

sin(xt)

1
et < |t ;e’t = |zle™ < Me™".

Ceci est de nouveau une fonction intégrable sur 0, +00[ qui ne dépend pas de z. Le théoréme
de dérivation successive des intégrales a paramétre indique donc que F est C* sur | — M, M].
Comme ceci est vrai pour tout M < oo quelconque, F est C! sur IR.

. (2.5 points) La question précédente donne une formule intégrale pour F'(x) sur | — M, M| (pour
tout M donc sur IR):

F'(z) = /O+OO %(w,t)dt = /O+OO cos(zt)e " dt.

Si on note g, (t) = cos(zt), on connait la transformée de Laplace (& partir du formulaire (13)
avec w = x,a = 0, pour s > 0):

S

—s5>0
52 4 22’

E(Qz)(s) =

En appliquant a s = 1, on obtient 'intégrale précédente est

1
14 a2

F(x) = L(g:)(1) =



5. (1 point) On sait que F est une primitive de cette fonction - donc F(z) = arctan(z) + C
avec C' une constante. En notant que f(0,t) =0, on a F'(0) = 0 donc cela impose la constante
C = 0. On obtient donc

F(x) = arctan(x).



Formulaire pour le Contréle Continu 1

La transformée de Laplace de f : [0, +0o0[— C de type exponentiel a est donnée pour s > a par
+oo
L[f](s) = flt)e dt.

0

Transformées de Laplace usuelles

ft) L[f](s)

12 etn # pour s > a

14
15

e sin(wt),w > 0,a € R ez PoUr s >a

(11)
(12)
(13) | e™ cos(wt),w > 0,a € IR % pour s > a
(14)
(15)

e“h(t),a >0 L[h](s —a)

La décomposition en éléments simples complexe de Y (s) = %, avec deg(p) < deg(q) et

q(s) = a(s — s1)™ -+ (s — sg)™, est donnée par

k
 Pp e
(s — ;)

=1 j5=1

ol

Qij =

1 d(mi_j)
(mi — j)! LZS (mi—

SO —sm)]

s=8;

pour 1 <j3<m;etl1<1<k.

Décomposition en éléments simples réelle
Sig(s)=a(s—s1)™ - (s—s)™((s—a)?+03)" - ((s —ay)? + b3)™, pour s;,a;,b; réels, et YV’
comme ci-dessus, il existe des réels a; ;, ¢; j, d; ; uniques tels que

_p(S)_ L a; A ¢ i + sd;
_@_;; s—; +;gz1 S—JCL —i—be)J




