
Exercice 1.  

Etudier la limite de 𝑓 quand 𝑥 → 𝑎 avec 

1.   

𝑓(𝑥) =
𝑥2 − 3𝑥

𝑥3 + 2𝑥2
−

𝑥3 − 𝑥

√𝑥6 + 𝑥3
  et 𝑎 = +∞ 

2.   

𝑓(𝑥) =
𝑒𝑥 − 𝑒−𝑥

2 sin(𝑥)
   et   𝑎 = 0 

3.   

𝑓(𝑥) =
sin(3𝑥)

3𝑥 −
3
2 sin(2𝑥)

   et   𝑎 = 0 

Correction exercice 1.   

1.    

𝑥2 − 3𝑥

𝑥3 + 2𝑥2
∼

+∞

𝑥2

𝑥3
=

1

𝑥
→ 0  

𝑥3 − 𝑥

√𝑥6 + 𝑥3
∼

+∞

𝑥3

𝑥3
= 1 → 1 

Donc 𝑓(𝑥) → −1 

2.   

𝑓(𝑥) =
𝑒𝑥 − 𝑒−𝑥

2 sin(𝑥)
=

1 + 𝑥 + 𝑜(𝑥) − (1 − 𝑥 + 𝑜(𝑥))

2(𝑥 + 𝑜(𝑥))
=

2𝑥 + 𝑜(𝑥)

2𝑥 + 𝑜(𝑥)
=

2 + 𝑜(1)

2 + 𝑜(1)
→ 1 

3.   

3𝑥 −
3

2
sin(2𝑥) = 3𝑥 −

3

2
(2𝑥 −

(2𝑥)3

6
+ 𝑜(𝑥3)) = 3𝑥 − 3𝑥 −

3

2
×

8

3
𝑥3 + 𝑜(𝑥3)

∼ 4𝑥3 

Donc 

𝑓(𝑥) ∼
0

3𝑥

4𝑥3
=

3

4𝑥2
→ +∞ 

 

Exercice 2.  

 Soit 𝑓: ℝ → ℝ la fonction paire et 2𝜋 périodique définie par 

𝑓(𝑥) = 𝜋 − 𝑥     sur   [0, 𝜋] 

1. Dessiner le graphe de 𝑓 sur l’intervalle [0,2𝜋]. 

2. Montrer que le coefficient 𝑎𝑛 de la série de Fourier de 𝑓 est donné par 

𝑎0 = 𝜋;  ∀𝑛 ≥ 1  𝑎𝑛 = 2
1 − (−1)𝑛

𝑛2𝜋
 

3. Ecrire la série de Fourier de 𝑓 dont la somme sera noté 𝑆𝑓. 

4. Pour quelles valeurs de 𝑥 a-t-on 𝑆𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥) ? 

5. En déduire  

∑
1

(2𝑝 + 1)2

+∞

𝑝=0

 

 



Correction exercice 2.  

1.    

 
2. Pour 𝑛 = 0   

𝑎0 =
2

𝜋
∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝜋

0

=
2

𝜋
∫ (𝜋 − 𝑥)𝑑𝑥

𝜋

0

=
1

𝜋
[−(𝜋 − 𝑥)2]0

𝜋 = 𝜋 

Pour 𝑛 ≥ 1 

𝑎𝑛 =
2

𝜋
∫ 𝑓(𝑥) cos(𝑛𝑥) 𝑑𝑥

𝜋

0

=
2

𝜋
∫ (𝜋 − 𝑥) cos(𝑛𝑥) 𝑑𝑥

𝜋

0

=
2

𝜋
([(𝜋 − 𝑥) 

sin(𝑛𝑥)

𝑛
]

0

𝜋

−
1

𝑛
∫ sin(𝑛𝑥) 𝑑𝑥

𝜋

0

) = −
2

𝑛𝜋
∫ sin(𝑛𝑥) 𝑑𝑥

𝜋

0

= −
2

𝑛𝜋
[
cos(𝑛𝑥)

𝑛
]

0

𝜋

= −
2

𝑛2𝜋
(cos(𝑛𝜋) − 1) = 2

1 − (−1)𝑛

𝑛2𝜋
 

3.  La fonction étant paire ∀𝑛 ≥ 0, 𝑏𝑛 = 0. 

𝑆𝑓(𝑥) =
𝑎0

2
+ ∑ 𝑎𝑛 cos(𝑛𝑥)

+∞

𝑛=1

=
𝜋

2
+

2

𝜋
∑

1 − (−1)𝑛

𝑛2 cos(𝑛𝑥)

+∞

𝑛=1

 

4. La fonction étant continue et 𝐶1 par morceaux, pour tout 𝑥 ∈ ℝ, 𝑆𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥) 

5. Pour 𝑥 = 0 

𝑓(0) = 𝑆𝑓(0) ⇔ 𝜋 =
𝜋

2
+

2

𝜋
∑

1 − (−1)𝑛

𝑛2

+∞

𝑛=1

⇔
𝜋

2

=
2

𝜋
(∑

1 − (−1)2𝑝

(2𝑝)2

+∞

𝑝=1

+ ∑
1 − (−1)2𝑝+1

(2𝑝 + 1)2

+∞

𝑝=0

) ⇔
𝜋

2

=
2

𝜋
(∑

1 − 1

(2𝑝)2

+∞

𝑝=1

+ ∑
1 − (−1)

(2𝑝 + 1)2

+∞

𝑝=0

) ⇔
𝜋2

4
= ∑

2

(2𝑝 + 1)2

+∞

𝑝=0

⇔
𝜋2

8

= ∑
1

(2𝑝 + 1)2

+∞

𝑝=0

 

 

Exercice 3.   

  

Soit 𝑓 la série de fonctions définie pour 𝑥 ∈ ]1, +∞[ par 

𝑓(𝑥) = ∑
1

𝑛𝑥𝑛

+∞

𝑛=1

, sur ]1; +∞ [ 

On pose pour 𝑛 ∈ ℕ∗, 𝑓𝑛(𝑥) =
1

𝑛𝑥𝑛 =
1

𝑛
𝑥−𝑛 

0
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1. Montrer la convergence simple de la série de fonctions de terme général 𝑓𝑛 sur 

]1, +∞[ . 

2. Soit 𝑎 > 1 fixé. Montrer que 𝑓 est dérivable et que pour tout 𝑥 > 𝑎 

𝑓′(𝑥) =
1

𝑥
−

1

𝑥 − 1
 

3. Expliquer pourquoi cette égalité est vraie pour tout 𝑥 > 1. 

4. Montrer que pour tout 𝑥 > 1, 0 < 𝑓(𝑥) <
1

𝑥−1
. 

5. En déduire que pour tout 𝑥 > 0 

𝑓(𝑥) = ln (
𝑥

𝑥 − 1
) 

Correction exercice 3.  

1. Pour tout 𝑛 ≥ 1 et pour tout 𝑥 > 1 

0 <
1

𝑛𝑥𝑛
≤

1

𝑥𝑛
= (

1

𝑥
)

𝑛

 

Comme 0 <
1

𝑥
< 1, (

1

𝑥
)

𝑛

 est le terme général d’une série géométrique convergente. 

Donc la série de terme général 𝑓𝑛 converge simplement. 

2. La série des (𝑓𝑛) converge simplement et les fonctions 𝑓𝑛 sont dérivables, et pour tout 

𝑥 ≥ 𝑎, 

𝑓𝑛
′(𝑥) = −𝑥−𝑛−1 

Donc  

|𝑓𝑛
′(𝑥)| ≤ 𝑎−𝑛−1 =

1

𝑎
× (

1

𝑎
)

𝑛

 

((
1

𝑎
)

𝑛

)
𝑛

 est le terme générale d’une série géométrique convergente car 0 <
1

𝑎
< 1, car 

𝑎 > 1. Ce qui montre que la série de fonction (𝑓𝑛
′) converge normalement sur 

[𝑎, +∞[, donc uniformément sur [𝑎, +∞[. 
On peut appliquer le théorème de dérivation 

𝑓′(𝑥) = ∑ 𝑥−𝑛−1

+∞

𝑛=1

=
1

𝑥
∑ (

1

𝑥
)

𝑛+∞

𝑛=1

=
1

𝑥
(∑ (

1

𝑥
)

𝑛+∞

𝑛=0

− 1) =
1

𝑥
(

1

1 −
1
𝑥

− 1)

=
1

𝑥
(

𝑥

𝑥 − 1
− 1) =

1

𝑥 − 1
−

1

𝑥
, sur [𝑎; +∞ [ 

3. Soit 𝑥0 > 1 on considère 𝑎 ∈ ]1, 𝑥0[, on a 𝑥0 ∈ [𝑎, +∞[ donc 𝑓 est dérivable en 𝑥0, 

ceci pour tout 𝑥0 > 1 donc 𝑓 est dérivable sur ]1 , +∞[ et  

𝑓′(𝑥) =
1

𝑥 − 1
−

1

𝑥
 

4.  Pour tout 𝑥 > 1 

0 < 𝑓(𝑥) = ∑
1

𝑛𝑥𝑛

+∞

𝑛=1

≤ ∑
1

𝑥𝑛

+∞

𝑛=1

= ∑ (
1

𝑥
)

𝑛+∞

𝑛=0

− 1 =
1

1 −
1
𝑥

− 1 =
𝑥

𝑥 − 1
− 1 =

1

𝑥 − 1
 

5. Pour tout 𝑥 > 1.  

𝑓(𝑥) =
1

𝑥 − 1
−

1

𝑥
= ln(𝑥 − 1) − ln(𝑥) + 𝐾 = ln (

𝑥 − 1

𝑥
) + 𝐾 

Première méthode 

D’après la question précédente 



lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = 0 

Seconde méthode  

Pour 𝑥 ≥ 𝑎  et 𝑛 ≥ 1 

|𝑓𝑛(𝑥)| =
1

𝑛𝑥𝑛
≤

1

𝑥𝑛
≤

1

𝑎𝑛
= (

1

𝑎
)

𝑛

 

Comme ((
1

𝑎
)

𝑛

)
𝑛

 est le terme général d’une série géométrique convergente car 0 <

1

𝑎
< 1, la série de fonction (𝑓𝑛)𝑛 converge normalement donc uniformément sur 

[𝑎, +∞[. 
La convergence uniforme de la série de fonctions de terme général 𝑓𝑛 sur [𝑎; +∞ [  

permet d’intervertir la limite en +∞ et somme donc 

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

∑
1

𝑛𝑥𝑛

+∞

𝑛=1

= ∑ lim
𝑥→+∞

1

𝑛𝑥𝑛

+∞

𝑛=1

= ∑ 0

+∞

𝑛=1

= 0 

Quelle que soit la méthode 

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

(ln (
𝑥 − 1

𝑥
) + 𝐾) = ln(1) + 𝐾 = 𝐾 

Donc 𝐾 = 0. 


