Exercice 1.
Etudier la limite de f quand x — a avec
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Correction exercice 1.
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Exercice 2.

Soit f: R — R la fonction paire et 27t périodique définie par
f(x)=m—x sur [0,7]

1. Dessiner le graphe de f sur I’intervalle [0,27].

2. Montrer que le coefficient a,, de la série de Fourier de f est donné par

1-(-1)"

nm

3. Ecrire la série de Fourier de f dont la somme sera noté S.
4. Pour quelles valeurs de x a-t-on S¢(x) = f(x) ?

5. En déduire
+00
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Z 2p+1)?
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Correction exercice 2.
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2. Pourn=20

2 (T 2 (T 1
a0=;J; f(x)dx=;_f; (n—x)dx=;[—(n—x)2]g=ﬂ

Pourn=>1
T

= Efﬂf(x) cos(nx)dx = Ef (m — x) cos(nx) dx
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_ E([(rr . Sln(nX)] 1 sm(nX) dx) = _—f sin(nx) dx
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3. Lafonction étant paire vn = 0, bn = 0.
Gy T 2% 1— (="
Sp(x) = ?0 + Zl a, cos(nx) = > + ;ZTcos(nx)
n= n=

4. La fonction étant continue et C* par morceaux, pour tout x € R, Sp(x) = f(x)
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Exercice 3.

Soit f la série de fonctions définie pour x € |1, +oo[ par
1
f(x) = ZW,SUF]L +oo [
n=

On pose pour n € N*, f,(x) = — = %x‘”



1. Montrer la convergence simple de la série de fonctions de terme général f,, sur
11, +oo[ .
2. Soit a > 1 fixé. Montrer que f est derivable et que pour tout x > a
1 1
f'(x) = Y r—1
3. Expliquer pourquoi cette égalité est vraie pour tout x > 1.
Montrer que pour tout x > 1,0 < f(x) < ﬁ

5. En déduire que pour tout x > 0

flx) = ln(xfl)

Correction exercice 3.
1. Pourtoutn > 1 et pourtout x > 1

0< 1 < 1 _(1)
nx™ ~ x"  \x

n

1 1\" . , e
Comme 0 < - < 1, (;) est le terme général d’une série géométrique convergente.

Donc la série de terme général f,, converge simplement.
2. Lasérie des (f;,) converge simplement et les fonctions f,, sont dérivables, et pour tout
X = a,
fox) = —x"1
Donc

()| <a ™= 2 o (1)71

a
1\" . . T 1
((;) ) est le terme générale d’une série géométrique convergente car 0 < Z <1,car
n
a > 1. Ce qui montre que la série de fonction (f,,) converge normalement sur

[a, +oo[, donc uniformément sur [a, +oo].
On peut appliquer le théoreme de dérivation

n

o= S =i (0 HZE )5

—3 —3 —3 1
n=1 n=1 n=0 X

1, x 1 1

:;(x—l_l) =x_1—;,sur[a;+00[

3. Soit x, > 1 on considére a € ]1, x,[, onax, € [a, +oo[ donc f est dérivable en x,,
ceci pour tout x, > 1 donc f est dérivable sur |1, +oo] et

1 1
f(x)_x—l_;
4. Pourtoutx >1
+00 + 00 +00
0<fw=) ! <ZI—Z(1)n L P S
f) = nx® = Lax" X _1_1 T x—1 T x—-1
n=1 n=1 n=0 X
5. Pourtout x > 1.
1 1 x—1
f(x)=m—;=ln(x—1)—ln(x)+l{=ln< >+K

Premiere methode
D’apres la question précédente



lirp f(x)=0
X—>+00
Seconde méthode

Pourx=>a etn>1
n

f@l=—s—<—=(2)
X =< —S —=|—-
n nx"~ x" " a* \a

1\" o , S
Comme ((;) ) est le terme général d’une série géométrique convergente car 0 <

n

1 o - . .
-< 1, la série de fonction (f;,),, converge normalement donc uniformément sur

[a, +ool.
La convergence uniforme de la série de fonctions de terme général f,, sur [a; +oo [
permet d’intervertir la limite en +oo et somme donc

+00 1 +00 1 +00
Jim f@)=lim ) =) Jim o= ) 0=0
n=1 n=1 n=1
Quelle que soit la méthode
lim f(x) = lim (ln(
X—+o00 X—>+00
Donc K = 0.

x—1

)+K)=1n(1)+K=K



