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1. Suites de fonctions )
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Une suite de fonctions est la donnée d'une suite

ooy

de fonctions définies sur une partie de R ou de C et a valeurs dans R ou

C.

Dans ce cours, K désigne R ou C.

Définition 1

Soit D C K. Une suite de fonctions de D dans K est la donnée pour tout
n € N, d’une application f, : D — K.

Notation. Une suite de fonctions pourra &tre notée (f,)nen ou (fs)n ou

(a)-
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Soit D = [0, +o00[. Pour tout n € N et x € D, on pose

nx

fo(x) = 1+ nx
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Exemple 4
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Convergence

Pour les suites de fonctions, on dispose de plusieurs formes de
convergence.

On commence par la plus simple ....
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Convergence simple

On a vu qu'une suite numérique peut converger (ou non) vers une limite
finie £. De la méme maniere, on peut étudier la converge d'une suite de
fonctions et voir si elle peut s’approcher (ou non) d'une fonction " limite”
(converger).

Soit xo € D fixé. Alors la suite (f,(x0))nen est une suite numérique dont
on peut étudier la convergence.

Si pour tout x € D, la suite (f(x))nen est convergente, alors on peut
définir une fonction limite f par

D — K
Fry x o flx)= lim fi(x)

n—-+o0o
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Convergence simple

Définition 2
Soient D C K et (f,) une suite de fonctions définie sur D et a valeurs dans
K.

On dit que (f,) converge simplement sur D, si pour tout x € D, la suite
numérique (f,(x)) est convergente dans K.

Si (f,) converge simplement sur D, alors la fonction f définie par

D — K
f:{ x f(x)= lim f(x)

n—-400

est appelée la limite simple de la suite (f,) sur D.
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Convergence simple

Exemple 1 (suite)

Reprenons |'exemple

0,400 — R
K X — fn(x) X
" 1+ nx
On a:
nx

@ pour x €0, +oc], nli)rroo ==
@ pour x =0, nll>Too »(0) = 0.

Donc (f,) converge simplement sur [0, +o0o[ vers la fonction f définie par

si x # 0,

Mathématiques 4
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Convergence simple

Exemple 2 (suite)

Reprenons |'exemple
10,4+ — R
f, 2nx% — 1
" X — fo(x) = 5
nx + x
On a, pour tout x €]0, +00|,
) 2nx?2 — 1 . 2n(x? — £ . 2(x2 — L
lim ———— = lim (—22": lim (—22”)=2x2/x=2x
n—+o0co NxX + x n—+o00 n(x de X_) n—400 (X de X_)
n n
Donc (f,) converge simplement vers la fonction f définie par
f:]0, +oo[— R, f(x) = 2x.
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Convergence simple

Exemple 4 (suite)

Reprenons I'exemple

e Si|x| <1, (x)=0.

lim f,
n——-00
e Six=1, n_l|)rroo fa(x) =1.

e Si|x|>1, gT |fa(x)| = 400, donc (f,(x)) diverge.

@ Si x=—1, fa(x) = (—1)" et donc (f,(x)) n'admet pas de limite.

Donc (f,) ne converge pas simplement sur R.
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Convergence simple

Remarque

En général, la convergence simple dépend du domaine de définition D de
la suite (f,).

Dans I'exemple précédent, (f,) ne converge pas simplement sur R. En
revanche, elle converge simplement sur l'intervalle / =] — 1,1] et admet
comme limite (simple) I'application f définie par

0 sixz#1,

f]-1,1—R, f(X):{ 1 six=1.
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Convergence uniforme

Supposons que (f,) est une suite de fonctions définies de [a, b] dans R,
convergeant simplement vers une fonction f. Donc on suppose qu'il y a
déja une convergence simple.

Dans beaucoup d’applications, on aimerait savoir si une propriété qui est
satisfaite pour toutes les fonctions f,, serait aussi satisfaite par f.
On peut se demander

@ si chaque f, est continue, f est-elle continue ?

@ si chaque f, est dérivable, f est-elle dérivable et a-t-on ' = |im f,;?
n——+00

@ si chaque f, est intégrable, f est-elle intégrable et a-t-on alors

b
i = ?
nlgToo/a fo(t)dt /3f(t)dt.

La convergence simple n’est pas suffisante. On utilisera ici une notion
plus forte, qui est la convergence uniforme.
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Convergence uniforme

Pour g : D — R une fonction majorée au sens ou il existe M tel que
g(x) < M pour tout x € D, on rappelle que A := sup,p g(x) est le plus
petit réel M satisfaisant cette propriété. S'il existe x € D tel que

A = g(x), on dit que A est le maximum de g.

Si g : R — R est donnée par g(x) = —e*, sup,cg &(x) = 0. Ce supremum
n'est pas un maximum.

Définition 3 (Convergence uniforme)

Soit (f,) une suite de fonctions qui converge simplement sur D vers la
fonction f. On dit que (7,) converge uniformément sur D vers f si :
o la quantité u, = sup,cp(|fa(x) — f(x)|) € R est finie, au sens ou la
fonction x — |f(x) — f(x)| est majorée par un réel M, < 400, pour
tout n assez grand,

@ I|lim u,=0.
n—-+00
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Convergence uniforme

En pratique ...

Proposition 1

La suite (f,) converge uniformément sur D vers f, si et seulement si, il
existe une suite réelle (up) vérifiant :

@ pour tout n assez grand : Vx € D, |fo(x) — f(x)| < up,

@ Ilim w,=0.
n——+00
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Convergence uniforme

Remarque

Pour montrer la convergence uniforme de (f,), il faut aprés avoir trouvé la
limite simple f, essayer de majorer |f,(x) — f(x)| en fonction seulement de
n, indépendamment de x (on dit aussi " uniformément en x").
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Exemple 1 (suite)

Reprenons |'exemple

fn:{ [0,400] — R

X — fa(x) = X

1+ nx’

On a vu que (f,) converge simplement vers f qui est définie par

A |1 six#0,
f:D=[0,+00[= R, f(x)—{ 0 uilo
Pour tout x > 0, on a |f(x) — f(x)| = S | ! et
' " C 1+ nx 14 nx

|£2(0) — £(0)[ = 0.

On adonc u, = s
o b 1+ nx

=1 qui ne tend pas vers 0 quand n — +o0.

Donc (f,) ne converge pas uniformément vers f sur D.

v
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Convergence uniforme

Exemple 1 (suite)

En revanche, (f,) converge uniformément vers f sur tout intervalle de la
forme D = [a, +oo[ ou a > 0.

En effet, pour tout x € D,

1
<x=1 <1 = < ,
a<x +na <1+ nx 1ok =14 na
1
donc en posant u, = 1+ na' on a

|fa(x) = F(X)| < tn,

et comme |lim wu, = 0, on déduit le résultat.
n——-00
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Convergence uniforme

Exemple 2 (suite)

Reprenons I'exemple

D =]0,400[ — R

fo: 2nx2 — 1
— f, = —.
x n() nx + x?2

On a vu que (f,) converge simplement vers la fonction f définie par
1+2x3
f:]0,+oo[— R, f(x) = 2x. On a |fp(x) — f(x)| = prL Pour tout

n€eN, ona

14 2x3
i X2 ~  2x (n fixé)
nx + x< x—+oo

et donc xﬂToo [fa(x) — F(x)| = +oo.

Donc la suite (f,) ne converge pas uniformément vers f sur D.

v
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Convergence uniforme

Exemple 2 (suite)

En revanche, (f,) converge uniformément vers f, sur tout intervalle de la
forme [a,b] ou 0 < a < b < +00.
En effet, on a
1+2a° 1423 _1+2b°
< < :
nb+b?> = nx+x2 " na+a®

donc 3
1+2b
f, —f <up=——
o) = FOQ| < 1= 2
et comme |lim u, =0, on déduit le résultat.

n—-+o00
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Convergence et continuité

Théoreme 1

Si une suite de fonctions (f,) converge uniformément sur D vers une
fonction f et si chaque f, est continue sur D, alors f est continue sur D.

Plus précisément, si (f,) converge uniformément sur D vers f et si
chaque f, est continue en xp € D, alors f est continue en xp et on a

lim ( lim f(x)) = lim (lim f(x)).

X—Xg n—-+00 n—+00 X—Xp
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Convergence et continuité

Remarque

Attention, la convergence simple n'est pas suffisante pour déduire la
continuité de la limite (simple). Reprenons la suite

0,400 — R
fo S ) =
X 1+ nx
dont la limite simple est f : D = [0,4o00[— R, f(x)= { (1) z: i f 8’

Chaque f, est continue sur D (en particulier en 0), alors que f n’est pas
continue en 0.
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Convergence et intégrales

Théoreme 2

Soient a,b € R, a < b. Soit (f,) une suite de fonctions

Riemann-intégrables sur [a, b] convergeant uniformément sur [a, b] vers
une fonction f. Alors

e f est Riemann-intégrable sur [a, b,

@ en posant, pour tout x € [a, b] et tout n € N,

Fn(x) = /X fo(t) dt, F(x) = /X f(t) dt,

la suite (F,) converge uniformément vers F sur [a, b].
En particulier

b b
li i = lim f, .
n—!Too/a (t) dt /a im  f,(t) dt

n—-+o00
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Convergence et intégrales

Exemple 1 (suite)

Reprenons la suite (ou a > 0)

fni{ [a,+00] — R

LS
14 nx’

X — fa(x)

dont la limite uniforme est f : D = [a, +oo[— R, f(x)=1.
Sur [a,1] on a

, F(x) =x—a,

In(1 + nx) N In(1 + na)
n n

o) = [ ile) de = (x— ) -

et on a bien |lim F, = F uniformément.
n—-+4-00
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Convergence et dérivées

Théoreme 3

Soient a,b € R, a < b. Soit (f,) une suite de fonctions dérivables de [a, b]
dans R. On suppose :

@ que la suite des dérivées (f,) converge uniformément sur [a, b] vers
une fonction g,

e qu'il existe xp € [a, b] tel que la suite (f,(xp)) converge.
Alors la suite (f,) converge uniformément sur [a, b] vers une fonction f

dérivable telle que ' = g.

Enfin, si chaque f, est de classe Ct, il en est de méme de f.
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2. Séries de fonctions )
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De la méme maniere qu’'on avait défini les séries numériques a partir des
suites numériques, on définit les séries de fonctions a partir des suites de
fonctions.

Soit (f,)n une suite de fonctions. Donc on s'intéresse a la somme

B0+ A(x) + o Folx) +

Si x est fixé, la suite (f,(x)), est une suite numérique et donc on peut

étudier la série numérique E fn(x).
n>0
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Définition 1
Soit (f,) une suite de fonctions (réelle ou complexe). On appelle série de
fonctions de terme général f, et on note Z fn, la suite de fonctions (S,)
définie par
n
Sn= fi=fo+tfA+---+f, neN.
k=0

On appelle S, la somme partielle d’ordre n de la série Z fn.

| A

Remarque
On a
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Convergence simple

Définition 2 (Convergence simple)

Soit (f,) une suite de fonctions définies sur D. On dit que la série Z fn
converge simplement sur D si la suite des sommes partielles (S,) converge
simplement sur D.

D'une maniere équivalente : la série g f, converge simplement sur D si
pour tout x € D, la série numérique > f,(x) est convergente.

Notation. Si Z f, converge simplement sur D vers la fonction S, on note

+oo
> fa(x) = S(x).
n=0
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Convergence simple

Exemple 1

Soit (f,)n la suite de fonctions

D =]0,400] — R
: sin(nx
" X — fn(X) = 3(n)
Etudions la convergence simple de la série > fy. Fixons x € R. On a

sin(nx)

3!1

< | sin(nx)| - 1

= 30 =30

Comme la série numérique ) | 3—1” est convergente (c'est une série
éométrique convergente), on déduit que la série numérique 3 SN ogt
3
absolument convergente.

Donc la série de fonctions > f, converge simplement sur R.

i
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Convergence simple

Exemple 2 : séries géométriques

Soit Y f, la série de fonctions de terme général f,(z) = z". La suite
(2(z)) est une suite géométrique de raison z et on a

1— Zn—I—l

SizA1 Sy= 1zt 4o 2=

siz=1,5,=n+1.

La série Z fa(z) converge si et seulement si 0 < |z| < 1.

Donc la série Y f, converge simplement sur le disque {z € C; |z| < 1}.
Dans ce cas, on peut calculer sa limite simple :

+oo
>

1—2z
n=0

v
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Convergence uniforme

Définition 3 (Convergence uniforme)

Soit (f,) une suite de fonctions définies sur D. On dit que la série Z f,

converge uniformément sur D si la suite de fonctions (S,) donnée par les
sommes partielles converge uniformément sur D.

Proposition 1

Toute série de fonctions qui converge uniformément sur D converge
simplement sur D.
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Convergence uniforme

Exemple 2 : séries géométriques

Reprenons  f, la série de fonctions de terme général f,(z) = z". Sur le
disque {z € C;|z| < 1}, on a

_ ntl _n+l
Si2)—S(n) =1z 1 =

1—=z 1—=z 1—=z

zn+1 Zn+1
et donc |Sn(z) — S(2)| = ||1’—z| (S |3|l l— |ZH> .

z|n+1

Comme Iim
lz|-»1 |1 — Z|
z#1

= 400, la série Z fa(z) ne converge pas

uniformément sur le disque {z € C; |z| < 1}.
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Convergence uniforme

Exemple 2 : séries géométriques

En revanche, elle converge uniformément sur tout disque de la forme
{z€C;|z| <r}ou0<r<1. En effet,

’Z|n+1 rn+1
— < <
502 =S < T < =

rn—i—l

et comme |im

= 0, on déduit la convergence uniforme.
n——+o0 |1 = r|
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Convergence uniforme et reste partiel

Définition 4
Soit > f, une série de fonctions qui converge simplement vers S. On
appelle suite des restes partiels, la suite (R,), de fonctions définie par

+o0
Ra(x) = S(x) = Sa(x) = > fil(x).

k=n+1

R, est appelé le reste d'ordre n.

v

Remarque

Remarquons que (R,) est bien définie et que pour tout x € D,

lim Rnh(x)=0

n——+00

et donc en particulier (R,), converge simplement vers la fonction nulle.

v
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Convergence uniforme et reste partiel

Proposition 2

Soit > f, une série de fonctions qui converge simplement sur D. Alors elle
converge uniformément sur D si et seulement si la suite des restes partiels
(Rn) converge uniformément sur D vers la fonction nulle.
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Convergence uniforme et reste partiel

Le critere précédent est particulierement utile lorsqu’on peut majorer le
reste d'ordre n. C'est le cas, par exemple, des séries alternées.

Exemple 3

Soit > f, la série de terme général

D =]0,400[ — R

fn: —1)"
X — i) = (=1) .
X+ n

Pour tout x € R* fixé, la série numérique Z fo(x) de terme général

— n s o - o o o a.o N
fa(x) = (XB, est une série alternée qui satisfait les conditions de la regle
des séries alternées : |f,(x)| est décroissante et lim,_, 1 |fo(x)| = 0.
Donc la série ) f, converge simplement sur R* .
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Convergence uniforme et reste partiel

Exemple 3

Comme Z fo(x) satisfait les conditions de la régle des séries alternées,

nous avons la majoration

1 1
< = <
R0 < ot (0] = 7 < — =
et donc |
R -0l < ——.
|Ra(x) — 0] < el

On déduit la convergence uniforme de (R,) vers 0.
Donc la série de fonctions ) f,, converge uniformément sur R*% .
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Convergence normale

Soit f : D C K — K une application bornée. On note
[£]l = sup |f(x)] < 400
xeD

qu'on appelle la norme de la convergence uniforme de f.

Remarquons que si (f,) est une suite de fonctions bornées a partir d'un
certain rang, alors (f,) converge uniformément vers la fonction f si et

seulement si lim ||f, — f|| = 0.
n——+00
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Convergence normale

Soit Z f, une série de fonctions. On dit que Z f, converge normalement

sur D si la série numérique a termes positifs E ||fn|| est convergente.

Définition 6
Soit Z f, une série de fonctions. On dit que Z f, converge absolument

sur D si la série de fonctions E |fa| converge simplement sur D.

Mathématiques 4 Cours 2. Suites et séries de fonctions 22 janvier 2024 42 /58



Convergence normale

Remarques

@ Pour montrer qu'il y a convergence normale, on cherche a majorer
|fa]] par un réel u, tel que > u, soit convergente.

@ Pour montrer qu'il n'y a pas convergence normale, on cherche a
minorer ||f,|| par un réel u, tel que > u, soit divergente.
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Convergence normale

Exemple 1 (suite)

Reprenons (f,), la suite de fonctions

R — R
fn: i
X fa(x) = sm(nx).
3n
Pour tout x € R, on a
sin(nx) - | sin(nx)| - 1
3n - 3n - 3n
et donc 1
foll < —.
Il <

Comme la série numérique 3—1,, est convergente, on déduit que la série de

fonctions ) S'”:g—fx) est normalement convergente.

v
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Liens entre les différentes formes de convergence

Convergence absolue

T

Convergence normale Convergence simple

\/

Convergence uniforme
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Liens entre les différentes formes de convergence

Remarque

La convergence uniforme n’entraine pas la convergence absolue.
Reprenons la série > f, de terme général
D=]0,4+0] — R

n: X — fo(x) = E:j):

Nous avons vu qu’elle est uniformément convergente. Mais elle n'est pas
absolument convergente. En effet, la série & termes positifs > |f,(x)|

satisfait | 1
|fa(X)| = — (x fixé)

= ~
X+ n n—+oco n

7 - 1 ' ’
et la série ) - n'est pas convergente et donc ) |f,| n'est pas
convergente.
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Le terme général d'une série numérique convergente tend vers 0. Si ce
terme général ne tend pas vers 0, on dit d'ailleurs que la série diverge
grossierement.

On en déduit la proposition suivante :

Proposition 3
Soit > f, une série de fonctions.

e Si ) f, converge simplement, alors (f,) converge simplement vers la
fonction nulle.

e Si > f, converge uniformément, alors (f,) converge uniformément
vers la fonction nulle.

@ Si ) f, converge normalement, alors la suite numérique (||7,||)
converge vers 0.

Attention

Les réciproques dans la proposition précédente sont toutes fausses en
général...!

|

V.
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Convergence et continuité

Comme les sommes partielles des séries de fonctions présentent des
propriétés analogues a celles des suites de fonction, on a aussi :

doreme 1
Si une séries de fonctions _ f, converge uniformément sur D vers une
fonction S et si chaque f,, est continue sur D, alors S est continue sur D.

Plus précisément, si > f, converge uniformément sur D vers S et si
chaque f, est continue en xp € D, alors S est continue en xp.
On a en particulier

+oo +oo
i, (X 709) = 0l £169)
n=0 n=0
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Convergence et intégrales

Théoréme 2

Soient a,b € R, a < b. Soit (f,) une suite de fonctions

Riemann-intégrables sur [a, b]. Supposons que > f, converge
uniformément sur [a, b] vers une fonction S. Alors

@ S est Riemann-intégrable sur [a, b]

@ en posant, pour tout x € [a, b] et tout n € N,

/Qf(t)dt F(x /5

la série > F,, converge uniformément vers F sur [a, b].
On a en particulier

/b (ff,(t)) dtzf (/bfn(t) dt).
5 N a

n=0

Fn(x)
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Convergence et dérivées

Soient a, b € R, a < b. Soit (f,) une suite de fonctions dérivables de [a, b]
dans R. On suppose :

@ que la série des dérivées Y f, converge uniformément sur [a, b] vers
une fonction g,

e qu'il existe xp € [a, b] tel que la série Y f,(xp) converge.

Alors la suite ) f, converge uniformément sur [a, b] vers une fonction f
dérivable telle que ' = g; on peut en particulier dériver terme a terme au

(3 r0) = 1)
n=0 n=0

Enfin, si chaque f, est de classe Ct, il en est de méme de f.
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Exercice récapitulatif

Soit ) f, la série de fonctions de terme général

R — R
f,: nx
B U AL el e o2

(1) Soit a > 0. Montrer que ) f, converge normalement sur

D, =] — 00, —a] U [a, +o0[. Y a-t-il convergence normale sur R?

(2) Soit S la limite de la série. Montrer que S est continue sur |0, +o0].

(3) Montrer que S est dérivable sur R* et écrire S’ comme la somme

d'une série. )

(4) Montrer que S est Riemann-intégrable sur [1,2] et écrire / S(x) dx
1

comme la somme d'une série.
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Corrigé

(14 mx%) — nx x (2xn®)  n(1 — n®x?)

fl(x) =
n(X) (1 + n3X2)2 (1 dL n3X2)2 2

fi(x) =0ssi x =+

V3’

1
f1(x) < 0ssi |x| > —= ssi x €] — o0,

Wre 5

1 1
——]U[—=,+x

\/n3] [\/n3
Donc

[7

fn est décroissante sur | — oo,

1 1
———JU[—=, 40
V n3] [\/ n3
: 1 1
et croissante sur [—ﬁ, ﬁ]

v
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Pour n assez grand,

1 1 na
[—\/7, ﬁ] C [-a,a], [Ifallo = sup |fa(x)| = fa(a)
Donc la série converge normalement sur D,.

Sur R, on a

1 1
falg =sup|fa(X)| = | ——= ) = ——.
H HR xeﬂg’ ( )’ < /7173) 2\/5

La série > ﬁ est une série de Riemann divergente. On déduit que la

série E f, n'est pas normalement convergente sur R.

- -~ .
1+ n3a%2  an?

1
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(2) Soit xg €]0, 4+00[. On peut alors choisir a €]0, xg[. Pour tout n € N, la
fonction f, est continue en xp. La série > f, est normalement convergente
et donc uniformément convergente sur [a, +oo[. On conclut que sa limite

S est continue en xp.

(3) Pour pouvoir appliquer le théoreme de dérivation des séries, on étudie
la convergence uniforme de la série > f,. On a

o n(l—nx?)
)= A mee:

Soient a,b € R telsque a< b<0ou 0 < a< b. On a, pour tout
x € [a,b], |(L — m3x?)| < |1+ | — n®x?| = 1 + n3x? et donc

n(1 + n3b? ]

500l < T, sio<a<h,
n(l+n3a%) .

Hf,;(X)H < m, sia< b<O.
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n(1+ n3a?) a?
W+ PP i 2
et donc la série Y f, est normalement, puis uniformément convergente
sur [a, b].
Comme ) f, est normalement convergente, elle est simplement
convergente et donc il existe bien xg € [a, b] tel que la série > f(xp) est
convergente.
Par conséquent, S est dérivable sur [a, b] et pour tout x € [a, b], on a

(a, B > 0 fixés)

0 X n(1 — n3x2
S(X):Z(i—i—n%@)g'

n=0

Mathématiques 4 Cours 2. Suites et séries de fonctions 22 janvier 2024 56 /58



(4) La série > f, est uniformément convergente sur [1,2] et les f, sont
continues donc Riemann-intégrables, d'ou S est Riemann-intégrable sur

[1,2]. On a ainsi
2 1 1+ 4n3
fo(x)dx = —In | —— |,
/1 (x) o 2n2n<1+n3>

25 1 1+ 4n3
72 1_|_n3 '
1 n=0

et donc

M§
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MERCI DE VOTRE ATTENTION !
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