Intégrales dépendant d’un parameétre

Dans cette partie E est un espace vectoriel de dimension finie sur R (disons £ = R, R? R3). Soit
I un intervalle de R (ou un ouvert de R?* R?). Soit finalement A « E une partie de E et p une
mesure positive sur I (restriction d’une mesure sur R, R? R3).

Définition 1. Soient f : A x [ — C et pu une mesure sur /. On suppose que pour tout z € A,
t — f(z,t) est intégrable, autrement dit f € L'(I, ). Dans ce cas, on peut poser :

F(x) := Lf(x,t)u(dt) .

On définit ainsi une intégrale dépendant d’un parameétre x la fonction F : A — C.

Ezemple 0.1. Soit F: R — R. F(z) = | —4

= Jo Tra?22
Dans ce cas on peut calculer en changeant de variable pour z # 0 (F/(0) = 1 est clair) :

1 (" d(xt)  Arctan(x)
F(x)__fol—i-x?t?_ T '

L’étude des intégrales dépendant d’un paramétre est surtout utile quand on ne peut pas calculer
I'intégrale (cas de la convolution, des transformées de Fourier ou de Laplace plus tard). En fait, On
peut voir Arctan comme une fonction définie en utilisant une intégrale dépendant d’un paramétre
(si on ne connait pas la fonction tangente pour la définir comme son inverse).

Théoréme 0.1 (Théoréme de continuité avec hypothése de domination). Soit f: A x [ — C.
On suppose :

1. Pour tout x € A, t — f(x,t), est mesurable (par exemple continue par morceaux) sur I.
2. Pour tout te I, v — f(x,t) est continue en xq € A.

3. (Hypothése de domination) Il existe une fonction intégrable g : I — R, telle que
Vie I,V e A, |f(z,t)] < g(t).

Alors la fonction x— F(x) =, f(x,t)dt est continue en .

On remarquera que dans I’hypothése de domination, la fonction ¢ ne dépend pas du para-
meétre x, mais seulement de la variable d’intégration ¢. On remplace souvent 1 et 2 par " f continue
sur A x I".

Exemple 0.2. Soit f : R — C intégrable sur R. Sa transformée de Fourier est définie par
fo) = | e e
R
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Par le théoréme ci-dessus, elle est continue sur R, utilisant notamment la domination
VeeR, VpeR, [f(x)e™™|=|f(2)lle”™|<|f(2)],

puis que f est intégrable (plus de détails aux chapitres suivants).

bln(l’)

Ezercice 1. On verra plus tard le cas ou f n’est pas intégrable donné par f(x) = , on peut alors

calculer (comme intégrale impropre pour p # £1)

B JR f@)e™ ™ dr = wlp1(p).

qui n’est clairement pas continue. L’hypothése de domination est donc nécessaire dans ’exemple
précédent, et donc aussi dans le théoréme

Théoréme 0.2 (Théoréme de dérivations successives). Soit f :la,b[xI — R avec f une fonction de
classe C* (ke N U {oo}, c’est a dire f est k fois dérivable avec toutes ses dérivées continues).
On suppose qu’il existe ¢g, P1, ..., Oy intégrables sur I telles que pour p=0,....k :

Vz €la,b[,Vt e I ‘%(m,t)‘ < ¢p(1).

Alors la fonction x — F(z) :=§, f(z,t)du(t) est de classe C* sur ]a,b[ et on a pour p < k

rF [ of
o —L—

« la dérivée p—éme de l’intégmle par mpport au pammétre est l’intégmle de la dérivée partielle
p—éme par ’I’(lppO’f’t au p(l’f’(l’fﬂét?”@ )))

Ezercice 2. On pose F(z) = e cos(tz)dt.

1. Montrer que F' est deﬁme sur R.
Correction : en effet, on a pour tout x € R et tout ¢ € [0, +oo]

le " cos(tz)| < e % < g(t) = e,

car
2

t
(t—1720 e t?-2t+1>0 < 5 =t=1/2

pour t = 0; comme g est intégrable So (t)dt = /2, on déduit du théoréme de comparaison
I que f(t,z) = e cos(tx) est 1ntegrable en ¢ sur [0, 4+oo[ pour tout x fixé. La fonction F' est
donc bien définie.
2. Montrer que F' est continiment dérivable. Donner une expression de F'(z).

Correction : f est C' et dominée par g indépendante de x; il faut aussi dominer sa dérivée
partielle 2 f(t,z) = —te~" sin(tz). Or te /2 est bornée par C' (continue et tend vers 0 en
+00 ou max atteint pour e™’/2(1 —#2) = 0 en ¢ = 1, minimum atteint en ¢ = —1, donc bornée
par C' := e 1/2) donc on a la domination |2 f(t, )| = [te ¥ sin(tz)| < Ce ¥/ < Cg(t). Par le
théoréme de dérivation F est C! et

+00
F'(z) = —J te™" sin(tz)dt.



3. Montrer que pour tout » € R, on a F'(z) + $F(z) =0

|
o
[
<
~~
~
SN—’
|

Correction : on intégre par parties u(t) = e, u —2te™" w(t) = sin(tx), V'(t) =

x cos(tx), ce qui donne

F(z) = -J ()t = %[eﬁ sin(tz)|+* — %J "t (Bt = 0 — EF(),

0 2

4. En déduire que la fonction G' donnée par G(x) = '™ F(x) est constante sur R.
Correction : c’est le cas car

G'(z) = e (F@)+ SF@) =o0.

22
5. Conclure que F(z) = ‘/TEe’T pour z € R.

Correction : en effet, on évalue en passant en polaire puis on pose u = r?

+00 00 s +o0 /2 ) o T
G(0)? = F(0)? = e dtds = dr | doer="11 due =",
0 0 0 0 4 0 4

1 Compléments et idées de preuve des théorémes précédents

1.1 Théoréme de Fubini

Au lieu d’intervertir intégrale et dérivée, on intervertit intégrale et intégrale. Ici I, J sont des
intervalles de R et u, v des mesures positives sur I, J respectivement.

Théoréme 0.3 (Théoréme de Fubini). Soit f : I x J — C une fonction mesurable

1. (Fubini-Tonelli) si f = 0 alors on a égalité des nombres dans [0, +0] :

| avt) | dntrs@) = | aute) | )t
2. (Fubini) Si §,dv(y)§, du(z)|f(z,y)| < +oo alors

L dv(y) L dp(x) f(z,y) = L du(z) L dv(y)f(x,y).

1.2 Théoréme de convergence dominée

Le résultat suivant est le fondement de I’étude des intégrales & paramétres. On se restreint au cas de
R mais le cas R™ est similaire. Soit ;1 une mesure positive sur R.

Théoréme 0.4 (Théoréme de convergence dominée de Lebesgue TCD). Soit f, : I — C une suite
de fonctions mesurables telle que f,(x) — f(x) quand n — +oo pour (presque) tout x. On suppose
qu’tl existe une fonction g intégrable sur I telle que

Vitel, |fn(t)| < g(t) (condition de domination),

alors f est intégrable et

deuzf lim f,dy  wvaut lim | f.du.
I [t n—+w J;
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L’hypothése de domination est importante comme le montre 'exemple élémentaire suivant.
Ezemple 0.1. Soit f,, = 1,417 de sorte que {3 fo(z)dz = 1. On a f,(z) - 0 = f(x) quand n — oo,
mais

J f(x)dx =0< lim | fu(x)dz=1.
R R

n—-+0o0

La plus petite domination g des f, indépendante de n est donnée par g(x) = sup,, fn(z) = L[, 4o €t
n’est pas une domination intégrable, i.e. SR g(x)dx = +00. Le théoréme ne s’applique pas.

C’est le théoréme précédent qui permet de donner la preuve du théoréme de continuité des intégrales
a parameétres.

Preuve du théoréme [0 1l T.’hypothése de domination garantit que t — f(x,t) est intégrable. Soit z,, €
A tel que z,, — xo. Par continuité de x — f(z,t), pour chaque t, f(x,,t) — f(xo, t). On peut donc
appliquer le théoréme de convergence dominée pour conclure lim,, . §; f (@5, t)dt = §, f(xo,t O

1.3 Un meilleur résultat de dérivabilité des intégrales & paramétres
Théoréme 0.5. (Théoréme de dérivabilité avec hypothése de domination) Soient f : U x I — C avec
U c R" ouvert et i€ {1,...,n}. On suppose :

1. Pour tout x € U, t — f(x,t), est intégrable sur I.

2. Pour toutt € 1, la fonction x — f(z,t) admet une i-éme dérivée partielle sur U et t — —(x t)
est mesurable.

8. (Hypothése de domination) Il existe une fonction intégrable g : I — Ry (i.e. §, g(t)u(dt) <
+00) telle que

0
Vte I,VxeU, ‘—f(:c,t)‘ < g(t).
61‘1‘
Alors la fonction © — F(x SI p(dt) admet une i-éme dérivée partielle sur U et :

gim—ﬁggammw

Si de plus, x — %(:p,t) est continue pour tout t et tout i, I est C' sur U

Démonstration dans le cas C'. On fixe 7 et montre la dérivabilité en zy de F dans le cas ou = —

gg (x,t) est continue pour tout ¢. On pose
f(@,t) — fzo,t) of
h(z,t) = t h t) = —(x,1).
(:E7 ) T — T , S T #F o € <x07 ) aw(:p) )
Pour = # xy,
F(x) — F(xo)

_ L Wz, D)dt.

Il suffit donc de prouver que x — SI h(z,t)dt est continue en xy. Le cas © < z( étant similaire, on
se restreint au cas x > xy. Par hypothése, ¢ — h(z,t) est continue par morceaux et x — h(x,t) est
continue. Enfin 'inégalité

r — X

1o
)= Flao.t)] = | %@w@\ _
0 y=zo+s(z—xzo)

(x — o) L %(mo + s(x — x9),t)ds
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<($—xo)Jl 0

) 6—£(1:0 + s(x — xo),t)‘ ds

donne, pour x > x¢ : [h(z, )] < SUDye[z o]

%(u, t)‘ < ¢g(t). La méme inégalité étant évidente en x,
on a la condition de domination et le théoréme de continuité conclut. O



Transformée de Laplace

Une fonction f : R, — C est dite de type exponentiel de paramétre a € R, s’il existe C' > 0 tel
que pour tout t € Ry, |f(¢)| < Ce™.

Définition 2. Pour une fonction f: R, — C (ou bien une fonction f : R — C telle que f(z) =0 si
x < 0) mesurable, on pose

116 - | 7 e

pour s € R (pourvu que l'intégrale existe). En particulier, si f est de type exponentiel de paramétre
a, alors L[ f](s) existe pour s > a.

2 Formules calculatoires

Théoréme 0.6 (Propriétés de bases de la transformée de Laplace). Les formules suivantes sont
vrates des que tous les termes ont un sens :

1. (Linéarité) L[f + g] = L[f] + Llg] et Llcf] = cL[[f] pour c € C.
2. (Retard fréquentiel) Si a € R, L[e f](s) = L[f](s — a).
3. (Produit part) Si f est de type exponentiel a, alors pour s > a :
L[tfF@)](s) = =(LLFD (s)-
4. (Dérivée) Si f, f' sont de type exponentiel a alors pour s > a,
LLf'(s) = sLLf](s) = f(0).
5. (Convolution) Si f, g positives ou de type exponentiel, en posant (f = g)(t) = Sé f(t—s)g(s)ds,

on a : L[f+ gl(s) = LIf1(s)Llg](s)
Dans le dernier point, on considére f, g comme nulle pour x < 0 de sorte qu’avec la définition du
chapitre suivant de la convolution :
+00

Fea®= | et =is= | f)att=sas = | re=sais

On verra au chapitre suivant la convolution de fonctions plus générales.

Démonstration.

1. Evident par linéarité de I'intégrale.



2. On écrit
+

£l r16) = | " e (1ot = | " F e = £f1(s - ).

0
3. On écrit

+ao
LI = | stepee “at.
0
Or Z(f(t)e *') = —f(t)te *'. Si f est de type exponentiel a, on a |f(t)| < Ce™, puis
tf(t)] < Celarltpe=t

et te™** < D vu sa limite nulle en +oc0 donc tf est de type exponentiel a + & pour tout £ > 0.
On a donc la domination pour s > a + ¢ : |Z(f(t)e™™")| < CDel+*=" par une fonction
intégrable (vu le choix de s), donc par théoréme de dérivation avec condition de domination,

on a bien
(LD (s) = —L[EfD)](s)-

pour s > a + €. Mais comme ¢ > 0 est arbitraire, on a cela pour s > a.

4. On fait une intégration par partie u = f,u' = f/,v'(t) = se™* v(t) = —e™" :
+00 +oo
SEL) = | F@se = [=f@e 1= + | (e ar
0 0

Or pour s > a, vu |f(t)e | < Cel® " — 0 quand ¢t — 400, on trouve
+0
SEUFI(E) = £+ [ f(0e "dt = £0) + £171(o)
0
5. On calcule (en intervertissant les intégrales par le théoréme de Fubini
4+ pt
Llf <lls) = | | f - wgudue e
0+oo ’ +oo
= J duf At ey [t — w)e ™ g(u)e "
0 0

_ fm du foo QEF(t — u)e= =P g(u)e=" = L[F1()LIg] (5)

3 Exemples de référence

Exemple 0.2. On a
n!
gn+1 '

L[t"](s) =

+

En effet, pour n = 0, So Cestdt = % (cf. Cours 5). Puis par le théoréme point 3, et par récurrence :

1) =~ 1) = - (Vo) -

Sn



Fzemple 0.3. En général, la plupart des exemples sont des sommes de séries entiéres de type f(t) =

:ero an%n! et la transformée de Laplace (pourvu qu’elle fasse sens, par exemple si f est de type

exponentiel) est £[f](s) = X, % a,=i+ au moins pour s grand.

Ezxercice 3. o
Lle™t"](s) = m.
Ezercice 4. (s — a)
L[e™ cos(wt)](s) = Goalt
Avec le retard fréquentiel, il suffit de traiter le cas a = 0. On écrit cos(wt) = >./% % donc la

formule des séries s’applique avec as, = w?"(—1)", as,+1 = 0 d’olt

X =

+o0 +oo
1 k 2k 1
s £ 14+ w252 w24 g2

_1 1 S
S

par identification d’une série géométrique si |w?s 2| < 1, soit en particulier pour s > |w|.
On peut traiter de facon similaire le cas du sinus ci-aprés.

FEzxercice 5.
w

Lle™ sin(wt)](s) = Goafrar

Pour varier les méthodes, obtenons maintenant ce résultat par calcul direct :

S (LT (5) — £ (5))

_i((s—a—l—iw)—(s—a—iw)) - w

2\ (s—a—iw)(s—a+iw) s—a)?+w?

L[e™ sin(wt)](s) =

4 Inversion de la transformation de Laplace pour les fractions
rationnelles

La formule d’inversion de la transformation de Laplace est en général trop compliquée pour ce
cours. En pratique, cette inversion se fait a I’aide des tables d’exemples : on connait les transformées de
Laplace de certaines fonctions et on essaie de se ramener a ces cas a ’aide des propriétés algébriques.

FEzercice 6. Soit Y (s) = o a)"’ trouver f telle que L[f] =Y.

Oun identifie dans l’exemple I ft) = %11), (pour ¢t = 0).
De plus, si Y(s) est une fonction rationnelle, Y(s) = pg g pour deux polynomes p et g, avec le

degré de ¢ qui est strictement plus grand que le degré de p, on peut décomposer Y (s) en éléments
simples : le théoréeme fondamental de 1’algébre nous dit qu’il existe (des racines complezes de q)
S1, -+ sk tels que ¢(s) = a(s — s1)™ -+ - (s — s)™*. Il s’en suit qu’on peut décomposer Y (s) ainsi



On peut trouver a;; par une formule. En effet, on a
my
Y(s)(s— s;) Zam s—s8;)™ 7 + P(s)

avec P(s;) = 0 ainsi que les m;—1 premiéres dérivées P*)(s;) = 0 pour k < m;. Donc pour 1 < j < m;
1 [ d(mi—j)

Gid = (m; — 5)! | dstmi=3)

On trouve f telle que £[f] = Y par linéarité. On prend f = 3 | 2oimy aigfig avee L[ fij](s) = L

(s—si)7*

(V(s)(s — >m>] .

i

Méthode dans R pour trouver f avec L|f| =Y pour Y fraction rationnelle

Si Y (s) est une fonction rationnelle, Y (s) = E 3 avec p, ¢ des polynomes a coefficients réels (toujours
avec le degré de g qui est strictement plus grand que le degré de p). Si so = a+1ib est racine complexe
de ¢ alors c’est aussi le cas du conjugué 3 = a —ib (et (s — (a + ib))(s — (@ — ib)) = (s — a)? + b?).
Donc si sy, -« - s; sont les racines réelles de ¢, on a des nombres ay, by, - - - ay, by réels tels que

q(s) = als —s1)™ -+ (s = )™ ((s = a1)* + b])" -+ (s — ax)” + B3)™.
On peut montrer qu’on peut décomposer Y (s) ainsi

A ong

a; b; i + sc;
ZZ s—; ZZ S—Jal —i—Jb?))j'

11]1 lel

Les coefficients a; ;, b; ;, ¢; ; sont uniquement déterminés. Mais il n’y a pas de formule générale
pour trouver b; ;, ¢; ;, mais on peut utiliser la parité, des limites pour trouver ces coefficients.

Erercice 7. Soit Y (s) = £43225%5=1 trouver f telle que L£[f] = Y.

s2(s2+1)2
Posant Y (s) = ggig avec P(s) = 87+ 35 — s> +s—1et Q(s) = s*(s* + 1)? = s*(s +1)%(s —1)?, on
a bien deg(P) < deg(Q) de sorte que le théoréme de décomposition en éléments simples s’applique.
Comme on dispose de plus de formules dans ce cas, on commence ici par travailler dans C. Ce
théoréme affirme donc qu’il existe des nombres (a, b, c,d, e, f) € C® (toujours autant que le degré du

dénominateur de la fraction) uniques tels que :

e by ¢ 4 e
82 s (s49)?2 s+i (s—i)2 (s—i)

Calculons d’abord les coefficients associés a la partie polaire de pole 0. On multiplie I'identité précé-
dente par s? = (s — 0)? pour écrire

P(s) u b c d e f
GRS AR (£s+i)2+s+i+(s—i)2+(s—i)J)'

::i;(s)

Comme aucune de ces fractions n’a pour pole 0 (en particulier pas R), on peut évaluer cette nou-
velle identité en 0 contrairement & la précédente pour obtenir P(0)/1? = a, soit a = —1. Dérivant
maintenant cette derniére identité, on obtient

P'(s)(s* + 1) — P(s) x 2s(s* + 1)

=1 1) = b+ (s*R'(s) + 2sR(s)) ;

1. Indication : on pourra commencer par établir Y (s) = = + et i-%.



évaluant a nouveau en 0 en utilisant que R n’a pas de pole en 0, on obtient P'(0) = b, soit b = 1. On
peut alors faire le méme travail pour trouver c et d : on multiplie I'identité initiale par (s + 4)? pour
écrire

P(s) , of a b e f
) aad 4. ? :
T E— c+ ($+2)+(S+Z)(s2+s+(s—z’)2+(s—z’) ;
:=75'r(s)
évaluant en s = —i (plus de pole maintenant en s = —), on obtient P(—1)/((—17)?(—2i)?) = ¢, soit

¢ = i/4. Remarquez bien qu’on n’a pas besoin d’évaluer S(—i). Dérivant alors cette derniére identité,
on a
P'(s)s*(s — i) — P(s)(s*(s — 1))’
(s2(s — 1))
évaluant en s = —i en remarquant directement que toute la derniére parenthése est nulle (ce qui
se produit toujours avec cette procédure), le membre de droite donne immeédiatement d et calculant
dans la membre de gauche, on obtient i/2. On conclut alors

=d+ ((s+1)°5"(s) +2(s +1)5(s)) ,

-1 1 i/4 i/2 —i/4 —i/2
o P LA A A FED

en utilisant la propriété suivante, conséquence directe de I'unicité de la décomposition avec Y (s) =
Y (s), qui pourra étre utilisée librement.

Propriété : si Y est une fraction rationnelle & coefficients réels, alors les coefficients associés a des
poles conjugués sont conjugués.

Cela donne bien ici e = ¢ et f = d. On obtient la décomposition en éléments simples dans R en
groupant par deux et mettant au méme dénominateur les parties polaires conjuguées.
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