Transformée de Laplace (suite et fin)

1 Application & la résolution d’EDO

On traite 2 exemples. On peut se reporter ahttp://math.univ-1lyonl.fr/homes-www/ "kellendonk/
Arbeiten/Math4-2018-cours-resume.pdf pour une solution générale.

Exemple 0.1. On cherche & résoudre
af (t) +bf(t) = g(t), t >0, f(0) =c.
Soit Y(s) = L[f](s). On a vu que L[ ']

(s) = sL[f](s) — f(0). Donc utilisant ’équation, on veut que
L[gl(s) = aL[f"](s) ]

+bL[f1(s) = (as + b)Lf](s) — af(0).

Donc on trouve

L[g](s) + af(0)
as +b '

LIfI(s) =
L’inversion de la transformée de Laplace donne f.

Ezercice 1. Résoudre 1’équation :

£+ () = H@), £ 0,7(0) =0,

avec H = 1pg 4oo[ la fonction de Heaviside.
L’exemple donne

£l)(s) = T
On rappelle que L[H](s) = s~ ' donc L[f](s) = —F= =7 (% — S+11/T) . Donc f(t) = 7(1 — e7t/7),

t = 0, comme cela est bien connu.

Exemple 0.2. On cherche & résoudre
af'(t) + bf'(t) + cf(t) = g(t), t>0, [f(0)=d, f(0)=e
Soit Y(s) = L[f](s). On a vu que L[f"](s) = sL[f](s) — f(0) et en itérant
LIf"1(s) = sLLUs) = f/(0) = s*LLf1(s) — £(0) = s (0)
Donc en utilisant ’équation, on veut que
Llgl(s) = aLlf"](s) + bLLF'(s) + cLLf](s) = (as” + bs + ) L[f](s) — af'(0) — asf(0) — b (0).
Donc on trouve avec les conditions initiales de 1’énoncé que

_ Llgl(s) + (as + ) f(0) + af'(0)
Llf](s) = as? +bs +c
L’inversion de la transformée de Laplace donne f.
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2 Théoréme de la valeur initiale et de la valeur finale

Il n’est pas facile en général de lire des propriétés qualitatives de f a partir de celles de sa
transformée de Laplace ou inversement. On a cependant le résultat suivant.

Théoréme 0.1. Soit f une fonction de type exponentiel 0 et si les limites existent :

lim sC[f](s) = lim f(¢), (valeur initiale)

5—+00 t—0+

lim sC[f](s) = lim f(t) (valeur finale)

s—0t t—+00



Convolution et Transformée de Fourier

3 Motivation et définitions

Nous avons vu la notion de série de Fourier. Par exemple pour une fonction de classe C' et
2m-périodique, on a obtenu une décomposition en série de Fourier

fla) =D ealf)em™,

neZ

ou les coeflicients de Fourier (complexes) ¢,(f) sont obtenus par les intégrales

cn(f) ! Jzﬂ e " f(x)d.

Cela nous a permis de résoudre des équations aux dérivées partielles (comme I'équation de la
chaleur, I’équation de Laplace, I’équation des ondes) dans le cas périodique ou sur des intervalles
|0, L] avec conditions de bords en étendant par périodicité.

Si 'on veut résoudre ce type d’équations sans périodicité, on a besoin de fonctions de base de
périodes différentes : les ondes planes, pas seulement e de fréquence n, mais aussi e’?® pour p réel
(onde plane d’impulsion ou fréquence p). Dans ce cas, on va analyser la fonction en fréquence (variable
p), mais au lieu d’obtenir une suite, on va obtenir une fonction de p : la transformée de Fourier. C’est
finalement une fonction définie par une intégrale & paramétre p, la fréquence. La reconstruction de la
fonction de départ sera donnée par la formule d’inversion de Fourier, qui fera intervenir une intégrale
au lieu d’une somme.

Pour comprendre la transformée de Fourier d’un produit, il est aussi naturel d’introduire dans ce
chapitre une notion de produit de convolution.

3.1 Définitions dans le cas intégrable

On rappelle que L'(R) = L'(R, \) est Pespace des fonctions intégrables, c’est a dire f € L'(R) si
f est mesurable et si

1]l = f F(@)|de < +oo.

—0

Pour f e L'(R), on a déja expliqué qu’on peut définir sa transformée de Fourier f via
fo) = | e s
R

On la note aussi parfois F(f) au lieu de f . On veut définir également l'intégrale suivante a paramétre
X

(f » 9)a) = f F@ — v)g(u)dy
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pourvu que lintégrale existe. C’est bien le cas si f,g € L'(R), d’aprés le théoréme suivant, qui
rassemble les deux situations les plus simples.

Théoréme 0.2 (Définition de la convolution).
1. Soient f € L*(R) et g e L*(R). La convolution de f et g est la fonction donnée par

(f + 9)(a) = f f(@— v)g(y)dy.

En particulier, le théoréeme de Fubini assure alors f = g€ L'(R) avec || f = glli < ||f]1lg]:-

2. Soient f € L'(R) et g (mesurable) bornée par C' > 0. Alors pour tout v € R, la fonction
y— f(r—y)g(y) est dans L'(R). La convolution f =g de f et g est la fonction donnée par

(f » 9)(a) = f f(&— y)gy)dy.

On a alors f = g est bornée avec |f = g(x)| < C||f|l1 pour tout x € R.

Théoréme 0.3 (Propriétés de base de la convolution). Si f, g, h sont dans L*(R), on a :
1. (Commutativité) (f = g) = (g = f).
2. (Associativité) (f = g)+h = f+(g=*h).
3. (Linéarité) f«(g+h)= f=g+ f=h,f=(cg) =c(f*g) pour tout ce C.
4. Si f est C' (avec f, f' bornées, par exemple c’est le cas si f est nulle en dehors d’un borné).
alors f g estCl et (f+g) = f'*g.

e

5. F+g9(p) = f(»)a(p).

~

6. f9(p) = 5:(f = 9)(p)-

Les points 4 et 5 sont les calculs clefs motivant la définition de la convolution.
Démonstration.

1. Cela s’obtient par changement de variable z = x — y (z fixé).

2. Une possibilité économique en calculs est d’utiliser 4 et 5 pour écrire

— N “ —

(f=g)*h(p) =T =g(p) x h(p) = f(p) x §() x h(p) = f(p) x h=g(p) = [ = (g = ) (),

et de conclure par inversion de Fourier que cette égalité des transformées de Fourier impose
I’égalité des fonctions.

3. Cela vient de la linéarité de I'intégrale.

4. Cela vient de I’étude de l'intégrale a parametre
| @~ wgtay = | nGe.ppay.
R R
On a domination en utilisant C' borne pour f, f', |h(z,y)| < Cyg(y),
0
S| = 17 = Do)l < Cato).

Ces majorants étant indépendants de x et intégrables en y, on peut bien intervertir intégrale
et dérivée.



5. On calcule en intervertissant les intégrales par une version du théoréme de Fubini, puis en
posant z = x —y :

JR( [ g)@)e P de = f dre f dyf(x — y)g(y)
L
JR dyg(y)e ™ JR dze % f(2) = f(p)3(p)

6. Ce point se déduira du précédent et du théoréme d’inversion de Fourier.

m
Ezemple 0.3. Si f(z) = \/%76* (fonction gaussienne) alors on a calculé sa transformée de Fourier a
I'exercice 2 du Cours 6. En effet, par la parité et grace au changement de variable y = —z, on a

i) f+w Lertemag= [ Leomg
p) = —e e Pdr = —e Y ePdy
— —
+co +00

e eos(paide =2 | e cos(pa)d

—e™ " cos(px)dx = —e™ " cos(px)dx.

o VT o VT
A la troisiéme égalité, on fait la demi-somme des deux précédentes puisque cos(pr) =
Donc, en utilisant 'exercice 2 du Cours 6, on obtient

efipz +e7ﬁpz
2

~

flp)=e "/

C’est un fait remarquable qu’on obtienne encore une exponentielle similaire. On verra plus loin par

changement de variable que si g(z) = \/%76*1’2/ 2 alors j(x) = e /2 de sorte que la fonction gaussienne

est un vecteur propre de la transformée de Fourier.

3.2 Définition dans le cas mesure

Si o est une mesure de masse finie, alors les fonctions bornées sont intégrables et on peut définir
o) = | e duta).
R
On veut aussi définir (pourvu que I'intégrale existe, par exemple si f est mesurable bornée) :
(@) = (e ) = | Fa = n)dnto)
R

On peut en particulier traiter le cas des mesures de Dirac.

Ezxercice 2. Calculer (fa pour a € R.



Comme par définition 8,(f) = f(a), on obtient directement de la définition d,(p) = e~"*. En par-
ticulier &y = 1 est une fonction constante. Ceci peut étre vu comme une premiére manifestation
qualitative du principe d’incertitude : la transformée de Fourier d’un signal trés localisé en espace
doit étre trés délocalisée en fréquence (quoi de plus localisé qu'une mesure de Dirac, ou de plus
délocalisé qu'une fonction constante...).

Exercice 3. Calculons également

(7 +8)@) = | fa = )bl = f(o o).

En particulier .

4 Exemples de régularisations par convolution

Soit p(x) une fonction C! par morceaux, positive et nulle en dehors d’un ensemble borné [a, b] = R.
On considére pour € > 0 assez petit le changement d’échelle

1 /x

pe(w) = e’ (5) ’
Noter que si p est nulle en dehors de [a, ], alors p. est nulle en dehors de [ae, be]. On a déja vu au
Cours 5 que pys, (ou plus précisément la mesure associée T, /n) converge au sens des mesures vers
la mesure de Dirac dp en 0 quand n — +00. De facon tout a fait analogue, on a que p. approche 4y
quand € — 07. L’idée est de partir de 'identité f = f = dy encadrée ci-dessus, qui suggére qu’on va
pouvoir approcher f par des convolutions de la forme f = p..
Idée d’approximation de f par des fonctions plus réguliéres obtenues par convolution :
typiquement, on suppose SR p(x)dx =1 et f intégrable. Alors dans un sens a préciser, on a f+p. — f
et (f *pe)=p. = f quand ¢ — 07. De plus, ces fonctions sont des approximations de plus en plus
lisses au sens ol

1. f = p. est continue, et si f est continue alors f + p. est C! etc.
2. (f #p-) # p- est C', et si f est continue alors (f = p.) * p. est C* etc.
Pour préciser, un peu, on a la
Proposition 0.4 (Approximation uniforme de f par f = p.). Si f est continue et p continue par

morceaux, positive et nulle en dehors d’un ensemble borné avec SR p(x)dx =1, f = p. converge vers f
uniformément sur tout sous-ensemble bornée I — R quand ¢ — 07 .

Proposition 0.5 (Approximation dans L'(R) de f par f = p.). Si f est dans L'(R) et p continue
par morceaux, positive et nulle en dehors d’un ensemble borné avec SR p(x)dx =1, alors on a

1f = pe = fllL = JR|f*pg(I) — f(z)|dz — 0

quand € — 0T,

Proposition 0.6 (Régularité de f=p. pour f seulement L} (R)). Si f est dans L, .(R) et p continue

loc loc
par morceaur, positive et nulle en dehors d’un ensemble borné avec SR p(x)dx =1, alors f = p. est

continue.



Idée de preuve. On utilise le Théoréme de convergence dominée (TCD). Soit £ > 0 fixé. Si z,, — =z,
on a

f o peln) = j F(@)pe(ea — y)dy

Si p est 0 en dehors de [—C, C, p. est 0 en dehors de [—Ce, Ce], donc p.(x, —y) est bornée par D
et 0 en dehors de [z, — Ce,x, + Ce] < [—A, A] vu que (x,) est convergente donc bornée.

Pour tout y (sauf un nombre fini donné par les sauts éventuels de p.), on a la convergence simple
Ff@W)pe(xy, —y) = fly)p(x —y) quand n — 400, et on a la domination :

VyeR,  |f(y)pe(zn —y)| < D|f(y)—aa W)l

ce qui bien donne une domination intégrable indépendante de n, comme f est localement intégrable.
Donc par TCD, on conclut bien que

[ pe(an) = L fW)pe(xn —y)dy — Lf(y)ps(m —y)dy = [ = pe(x) quand n — 400,

i.e. la continuité de f = p..

Le théoréeme de dérivation des intégrales & paramétre donne également le résultat suivant :

Proposition 0.7 (Régularité de f # p. pour f seulement L'(R)). Si f est dans L'(R) et que p est
Ct, positive et nulle en dehors d’un ensemble borné avec SR p(x)dz =1, alors f = p. est C .

4.1 Exemples détaillés
FEzercice 4. Soit f(t) = |t| (typiquement non dérivable en 0) et

0, sit<—1,
p(t) =< 1/2, si —1<t<1,
0, sit>1.

Calculer f = p., constater que cette fonction est de classe C! et examiner (au moins graphiquement)
ce qui se passe quand € — 0.

Correction. On a
+oo

fept)= | fe=ptdy = o | le=sldy

Le calcul nous pousse a distinguer plusieurs cas.
— sit < —¢,onat <y dans l'intégrale donc [t —y| =y —t et :

fpe(t) = ifi(y )y = [M]; _ (e —1)2— (e + 1) _

2e 4e 4e

— sit>e¢, on at >y dans 'intégrale donc |t —y| =t —y et :

fepe(t) = 2_1€r (t—y)dy = [‘“4—;9)2]_ _ —(s—t)il: (e +t)? _,




— sie =1t = —¢, on doit couper l'intégrale en 2 selon t < y et y > t donc :

Font)= o | @=ndy+ 5| =ty

= [_(t—_y)Q]t = [(y—t)Qr _ =P+ (E+t)? P+t

4e 4e ; 4e 2e

On constate que la fonction est C'. On voit que f * p. — f quand ¢ — 0% simplement et méme
uniformément sur R (au moins graphiquement).

Ezercice 5. (pour la maison) Soit H(t) = 1jo 1c0[(t) la fonction de Heaviside et la méme fonction p
que dans 'exercice précédent.

1. Calculer H = p. et (H = p.) = p. et examiner graphiquement ce qui se passe quand ¢ — 0.

2. Vérifier que H = p. est continue et (H * p.)  p. a une dérivée continue.

5 Propriétés et Inversion de la transformée de Fourier

Avant de voir les relations entre transformée de Fourier et dérivée, voyons un calcul explicite
pour une fonction nulle en dehors d’un intervalle borné [—M, M| < R pour voir que dans ce cas, la
transformée de Fourier est trés réguliére méme si p n’est pas continue, mais bien localisée. Posons

0, sit<—1,
p(t) =< 1/2, si —1<t<1,
0, sit>1.

On a alors

1 1 ) ip __ ,—ip :
o) =5 | e = S0 = ) ()
2J. 2ip p

si p # 0; on obtient séparément p(0) = 1 pour p = 0. En utilisant le développement en série entiére
du sinus vu en Math 3, on constate que cette fonction est C* sur R comme somme d’une série entiére
de rayon de convergence infini :

. +0 1 k o
sinc(p) = ;%p .

5.1 Rappels sur les nombres complexes

On rappelle qu’un nombre complexe s’écrit
z=x+iy=rc?, xyeR, r=0, 0ec[0,2r[

On a les formules pour le conjugué et l'inverse

On rappelle le produit (caractérisé par i? = —1)
(z +iy) (@ +1iy') = (22’ —yy') +i(zy +ya'),

8



0 1 i’

: /
relr'e? = pp'et0+9)

On a également parfois besoin des formules d’Euler (a réviser ¢f. TMB) :

5.2

" = cos(0) + isin(f),

eix 4 efi:p

cos(z) = —

) eiz _ 6—@'27
sin(x) = 5

Formules calculatoires

Théoréme 0.8 (Propriétés de bases de la transformée de Fourier). Si f,g € L'(R), on a les propriétés
sutvantes.

1.

Lo o

7.

(Linéarité) La transformée de Fourier ™~ est linéaire : f/—i-\g =44, E} = ¢f pour c e C.

(Conjugaison) On a ?(p) — f(—p).
(Dérivée) Si f est C* et que f, f' € L'(R), on a

f'(p) = inf(p).
(Produit par z) Si f,zf € L*(R), alors f est dérivable et

~

zf(p) = i(f) (p)-

(Translation) Si g(z) = f(z + a) alors §(p) = €? f(p).

(Changement d’échelle) Si g(x) = f(sx) pour s # 0, alors §(p) = %f(f) En particulier, on a
pe(p) = plep).

(Produit) fg = 5=f *§

Idées de preuve.

1.
2.

Par linéarité de I'intégrale

On écrit
T = [ e Fa)dn = | e pla)da = Fp).
R R
Cela vient du point suivant et de l'inversion de Fourier. Alternativement, en intégrant par
partie v = f/ u(z) = e* u'(x) = —ipu(z), on écrit directement

Fio) = | e ade = [ F@)2 = | (ip)e fa)de = inf).

R

On a utilisé lim, ,4o, f(z) = 0 vu que f, f’ intégrable. En effet si x,, — +00 une suite croissante
(f(xn) — fx0)) = 321 (f(xr) — f(zp_1)) et cette série converge car elle converge absolument

ST () = Flan )] < Zf’“ |f'(t)|dt:f C @t < 1o

Tr—1 zo

Donc, f(x,) converge vers un nombre disons . Ceci force f(xz) — X\ mais si A # 0 on aurait
|f(t)] > |A|/2 pour t grand. Donc SZ |f(®)|dt = |\|(b—a) o, o, contredisant l'intégrabilité
— 400

de f.



4. Dérivation avec condition de domination.
5. Changement variable y = x 4+ a :

3(p) = f e f(z + a)di = f ¢ PO f(y)dy = ¢ f(p).

R

6. Changement de variable y = sx :

R
7. Déja vu plus haut au Théoréme
[
22
Ezemple 0.4. (Retour sur les transformées de Fourier des gaussiennes) Si ¢, (z) = \/#?G_ﬁ alors

on a g,(r) = 2¢1(%) donc gy(p) = Gi(op). Comme on a calculé a I'exemple que g,,5(p) =
Gi(p/\V2) = e P’/ on en déduit §i(p) = e P/? puis

~ e— g _p202
9o (p) = J1/v2 (ﬁp> =€ 2.

5.3 Comportement asymptotique

Théoréme 0.9. (Lemme de Riemann-Lebesque) Si f € LY(R) alors f est continue et

lim f(p) = 0.

p—+oo

Remarque : ce théoréme est une autre fagon de voir que la mesure de Dirac dp ne peut étre écrite
comme T, pour un g € L'(R). On a en effet So(p) = 1 pour tout p de sorte que lim,, 4o do(p) =1 # 0.

Idée de preuve du Théoréme[0.9. On a déja vu a l'exemple 0.2 du Cours 6 que f est continue (comme
application du théoréme de continuité des intégrales dépendant d’un paramétre).

Si f est C!, avec f' intégrable bornée : |f(p)| = |f|§ff < % — 0 quand p — +00. Sinon, on peut

approcher f par convolution par g, (avec ||f — g,||1 — 0) de ce type et remarquer

FO) < 1(F =) ®)] + 19.0)] < IIf = gull1 + |62 ()]

Pour obtenir | f(p)| < &, on fixe n tel que ||f — gu||1 < £/2, puis le n étant fixé, on utilise |g,(p)| — 0.
[

5.4 Théoréme d’inversion

Si on ne sait pas seulement que f converge vers 0 mais qu’on a aussi une propriété d’intégrabilité,
on obtient :

Théoréme 0.10 (Théoréme d’injectivité et inversion de la TF). Deuz fonctions continues intégrables
f, g telles que

vieR,  f(t)=a(),
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satisfont f(z) = g(x) pour tout x € R (si f, g sont seulement intégrables alors f = g pour "presque
tout x e R"). X
De plus, si [ est intégrable avec f € L'(R), alors on a la formule

fla) = 5= | Ferar = -Fif1=o)

en tout point x de continuité de f.

Ezercice 6. Calculer la transformée de Fourier de f(z) = e~#. En déduire la transformée de Fourier
de g(x) = 1.

5.5 Théoréme de Plancherel

On va maintenant expliquer ’analogue du théoréme de Plancherel pour les séries de Fourier qui
dit que si f est 2m-périodique, avec |f|? intégrable sur une période, alors

+00
1 2

[f@)Pde =37 leal S

21 Jo =

On note U'ensemble des fonctions de carré sommable
L*(I) := {f : I — C mesurable : |f|* intégrable}.

On rappelle que
LY(I) = {f : I — C mesurable : |f| intégrable}.

On a le théoréme suivant :

Théoréme 0.11 (Théoréme de Plancherel). Si f € L2(R) alors on peut donner un sens o f € L2(R)
et on a l’égalité

j F@Pde = )P

—o0 2m ) o

Nous n’avions défini f que pour f € L'(R) jusqu’au théoréme précédent. Pour obtenir ce théoréme,
on montre d’abord lidentité pour f € L'(R) n L?(R) et on en déduit que si f € L?(R) et qu’on
choisit une suite de fonctions (f,) dans L'(R) n L*(R) telle que {; |f,, — f|*dz — 0, alors il existe une
fonction g € L*(R) (indépendante de Papproximation (f,)) telle que §, |f, — g|?dp — 0. Il est alors
cohérent de définir f =g.

Ezemple 0.5. Pour f(z) = \/%6*5”2/2, on a vu que f(p) = e P72 de sorte que dans ce cas le théoréme

donne
1 -+00 +oo

1
— e dy = — e_dep.
2 J_ o 2 J_ o
On peut se souvenir du coefficient 1/27 & partir de cet exemple. Les constantes de normalisation sont

imposées par f(O) =1= sz \/%6_362/%1,.
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