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Abstract. V.G. Berkovich’s non-Archimedean analytic geometry provides a natural frame-
work to understand the combinatorial aspects in the theory of toric varieties and toroidal
embeddings. This point of view leads to a conceptual and elementary proof of the following
results : if X is an algebraic scheme over a perfect field and if D is the exceptional normal
crossing divisor of a resolution of the singularities of X, the homotopy type of the incidence
complex of D is an invariant of X. This is a generalization of a theorem due to D. Stepanov.
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0. Introduction

Ce travail trouve son origine dans un article de Stepanov [13]. Etant donnés un
corps k de caractéristique nulle, un k-schéma algébrique X et un point singulier
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isolé x de X, le théoreme de résolution des singularités de Hironaka garantit 1’exis-
tence d’un Idéal J sur X, de support {x} et tel que le diviseur exceptionnel E
de I’éclatement de J soit a croisements normaux simples (cette derniere condition
signifiant que les composantes irréductibles du diviseur sont sans auto-intersection).
La combinatoire des intersections multiples des composantes irréductibles de E
donne naissance a un ensemble simplicial A(E), le complexe d’incidence de ce
diviseur, de réalisation géométrique |A(E)|. Si A(E) dépend évidemment du choix
de I’Idéal J, D. Stepanov démontre qu’il n’en va pas de méme pour le type d’ho-
motopie de 1’espace topologique |A(E)|, qui est un invariant de la singularité x.
Ce résultat est déduit du théoreme de factorisation faible des applications biration-
nelles en caractéristique nulle (dont une démonstration est due & D. Abramovich,
D. Karu, K. Matsuki et K. Wlodarczyk, une autre a K. Wlodarczyk), lequel permet
essentiellement, en écrivant I’application birationnelle naturelle entre deux résolu-
tions de la singularité x de X comme une composée d’applications birationnelles
suffisamment élémentaires, de passer d’un ensemble simplicial a I’autre par une
suite de transformations simples ne modifiant pas le type d’homotopie de la réa-
lisation géométrique. Pour pouvoir appliquer ce théoréme de factorisation, il faut
préalablement compactifier les schémas en jeu ; on considere pour cela un voisinage
U de x dans X, que I’on plonge dans un k-schéma propre U, régulier en dehors de x
et tel que U — U soit un diviseur a croisements normaux simples. La démonstration
de Stepanov fonctionne de maniere identique si 1I’on part, plus généralement, d’un
k-schéma algébrique X et d’une composante connexe propre de son lieu singu-
lier. Notons en outre que la restriction a la caractéristique nulle est imposée par
I’utilisation du théoréme de résolution des singularités de Hironaka pour établir le
théoréme de factorisation et pour construire des compactifications convenables.

Nous proposons dans ce texte une approche conceptuelle et élémentaire d’une
généralisation du théoreme de Stepanov, n’utilisant pas le théoreme de factorisation
faible. Précisément, on établit au chapitre 4 le résultat suivant.

Théoreme. Soient X un schéma algébrique sur un corps parfait k et Y un sous-
schémafermé de X. Si f1 : X1 — Xet fa : Xo — X sont deux morphismes propres
tels que ffl (Y) soit un diviseur a croisements normaux et tels que f; induise un
isomorphisme de X; — ff]

|A(ff1 Y))| et IA(f{] (Y))| sont canoniquement homotopes.

(Y) sur X =Y, i = 1,2, les espaces topologiques

La démonstration de ce théoréme est une application des idées introduites par
V. G. Berkovich en géométrie analytique non archimédienne et elle procede en
deux étapes.

1. Désignant par X, X et X3 les k-schémas formels obtenus en complétant X, X
et Xy lelongde Y, ff] (Y)et f{l (Y) respectivement, leurs fibres génériques
Xy, X1, et X3, sont par définition des espaces analytiques sur le corps &, vu
comme un corps non archimédien en le munissant de la valeur absolue triviale.
Comme on s’y attend, les morphismes f] et f> induisent des isomorphismes
X1,,—> X, et X2 ,—X,;; en particulier, les espaces topologiques sous-jacents
aX,, X1, et X2, sont canoniquement homéomorphes.

2. La condition imposée au corps de base k d’€tre parfait garantit que les
immersions ouvertes X| — ffl (Y) — XjetX, — f{l (Y) — X, sont
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des plongements toroidaux. 1l existe alors des sous-espaces fermés canoniques
S(X1) et 6(Xy) de Xy, et X» , respectivement, ayant les propriétés suivantes
@ efl,2}):
— T’espace topologique X; , se contracte sur G(X;) ;
— 6(X%)) s’identifie au cdne épointé sur I’espace topologique | A( fi_1 Y))].
Cela permet de conclure que les espaces topologiques |A( fl_l (Y))| et
|A( fz_l (Y))| ont le méme type d’homotopie, a savoir celui de 1’espace
topologique X,,.
Le point de vue que nous adoptons conduit également au résultat suivant, qui est
une autre conséquence facile du théoréme de factorisation faible lorsque le corps
de base est de caractéristique nulle.

Théoréme. Soit X un schéma algébrique régulier sur un corps parfait k. Etant
données deux compactifications régulieres X — X1 et X «— Xy de X dont les
bords Dy et Dy sont des diviseurs a croisements normaux, les espaces topologiques
|[A(Dy)] et |A(D3)| sont canoniquement homotopes.

Avant d’aborder le théoréeme de Stepanov, on montre dans les pages suivantes
que la théorie de Berkovich fournit un cadre naturel pour formuler la construction,
initialement décrite par D. Mumford dans le deuxiéme chapitre de la monographie
[11], du complexe polyédral conique associé a un plongement toroidal. Pour cela,
la premiere étape est de voir que 1’éventail d’une variété torique X (sous un tore T)
s’identifie & un sous-espace localement fermé S (X) de I’espace de Berkovich X
de X, dont I’adhérence &(X) est la réunion des éventails associés aux différentes
orbites dans X ; en outre, I’action de T sur X donne naturellement naissance a une
contraction de I’espace X3 sur& (X). Cette construction et ces propriétés s’étendent
au cas d’un plongement toroidal.

Les idées et techniques ici mises en ceuvre proviennent des travaux de Berko-
vich. Tout d’abord, I’espace de Berkovich %= d’un k-schéma formel localement
algébrique X n’est pas autre chose que sa « fibre générique » au sens de I’article [4]
(cette construction est essentiellement due a Berthelot [6]). Cet espace analytique
n’étant pas invariant relativement aux éclatements centrés dans la fibre spéciale
de X, la terminologie est quelque peu facheuse et nous nous sommes permis de
la modifier. La fibre générique X, de X considérée dans ce travail, qui posséde la
propriété d’invariance recquise, est un ouvert de X-. Notre description des variétés
toriques du point de vue de la géométrie analytique non archimédienne est une
version détaillée de la Sect. 6.1 de [1]. Enfin, I’extension aux plongements toroi-
daux suit de pres la construction, par Berkovich, du squelette d’un schéma formel
polystable [5].

Remarque. L' énoncé des théoremes doit étre valable sans hypothese sur le corps k.
Comme on1’amentionné, c’est le passage par la géométrie toroidale qui nécessite de
supposer que k soit parfait et, si ce chemin a un intérét intrinseque puisqu’il permet
de reformuler la construction du complexe polyédral d’un plongement toroidal
dans le cadre de la théorie de Berkovich, il ne devrait pas étre la voie obligée pour
accéder au théoreme. Si X est le complété formel d’un k-schéma algébrique le long
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d’un diviseur a croisements normaux, il est de fait possible (et facile) de définir
inconditionnellement le sous-espace fermé G(X) de X, mais il semble difficile
d’obtenir une preuve aisée de la contractibilité¢ de X, sur &(X) sans recourir a
I’action de tores formels.

Il est par ailleurs raisonnable de penser que I’existence d’un corps de base est
superflue et que le théoreme précédent est vrai sous la seule condition que X soit
un schéma localement noethérien excellent (il en est alors de méme pour X; et X,
et le complexe d’incidence d’un diviseur a croisements normaux sur un schéma
localement noethérien excellent est bien défini).

C’est Klaus Kiinnemann qui a attiré mon attention sur [’article de Stepanov et
Jje lui sais gré de m’avoir encouragé a conduire ce travail a son terme. Cela fut fait
au cours d’une année passée au sein de I’université de Regensburg, que j’ai plaisir
a remercier pour son accueil.

Je suis par ailleurs fort redevable au rapporteur de sa lecture attentive et de ses
nombreux commentaires ayant permis d’ améliorer ce texte. Je lui dois en particulier
la suggestion de traiter le cas de plongements toroidaux non nécessairement simples
(Sect. 3.3) et I’application aux bords des compactifications lisses, ainsi que la
détection d’une lacune dans la démonstration initiale de la Proposition 3.25; qu’il
en soit ici chaleureusement remercié.

1. L’espace de Berkovich d’un k-schéma formel localement algébrique

Soit k un corps, que I’on voit comme un corps non archimédien en le munissant
de la valeur absolue triviale ; la topologie induite sur k est discrete. On désigne par
SchAlg, la catégorie dont les objets sont les k-schémas localement algébriques et
dont les fleches sont les morphismes de k-schémas.

Un k-schéma formel est localement algébrique s’il est localement isomorphe
au complété formel d’un k-schéma algébrique le long d’un sous-schéma fermé ; il
s’agit en particulier d’'un k-schéma formel adique. Les k-schémas formels
localement algébriques sont les objets d’une sous-catégorie pleine de la catégo-
rie des k-schémas formels, notée (SchAlg;)”. On définit d’un foncteur pleinement
fidele de SchAlg, dans (SchAlg,)”" en associant & tout k-schéma localement algé-
brique X son complété le long du sous-schéma fermé X ; il est équivalent de munir
I’anneau Ox (U) de la topologie discréte pour tout ouvert quasi-compact U C X.

L’objet essentiel de ce chapitre est la définition d’un foncteur d’une certaine
sous-catégorie de (SchAlg;)" — mémes objets et morphismes adiques—dans la
catégorie Any des espaces k-analytiques, associant a un k-schéma formel locale-
ment algébrique X sa fibre générigue, notée X, ; on introduira pour cela un foncteur
de (SchAlg;)" dans Ang, faisant correspondre a un k-schéma formel localement
algébrique X son espace de Berkovich %=, Par construction, la fibre spéciale X;
d’un k-schéma formel localement algébrique X définit un sous-espace k-analytique
fermé de X= et la fibre générique X, de X estI’espace analytique induit sur I’ouvert
complémentaire X2 — xs.

Il n’y a la rien d’original par rapport aux travaux de V. Berkovich : souli-
gnons d’emblée que 1’espace de Berkovich %= d’un k-schéma formel localement
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algébrique X n’est pas autre chose que sa « fibre générique » telle que définie et étu-
diée dans I’article [4], suivant une construction initialement due a Berthelot [6]. 11
s’avere cependant que le terme de « fibre générique » est inadapté a la situation que
nous considérons, 1’espace analytique X— n’étant pas invariant relativement aux
éclatements centrés dans la fibre spéciale de X ; tel est par contre le cas de 1’espace
analytique X,,. C’est cette observation que traduit la modification terminologique
adoptée dans ce texte. Rappelons enfin que J (« beth ») est la deuxiéme lettre de
I’alphabet hébreu, transcrite par les lettres V et B dans 1’alphabet latin.

1.1. Préliminaires

Nous renvoyons au livre [1] et au premier chapitre de 1’article [2] pour les notions
fondamentales de géométrie analytique non archimédienne au sens de Berkovich
et nous contentons ici de quelques rappels.

Fixons un corps K muni d’une valeur absolue non archimédienne | - | pour
laquelle il est complet.

(1.1.1) Quels que soient les nombres réels strictement positifs rq, ..., r,,
K{rl_lTl, e, rn_lTn} désigne la K-algebre de Banach des séries formelles f =
> et aVT‘fl ... Ty" € K[[Ty, ..., T,]] telles que les nombres réels |aU|r1V1 S

tendent vers O lorsque |v| = vy + ...+ v, tend vers +o00, munie de la norme défi-
nie par || f|| = max, |ay|r," ...ry". Une algébre K-affinoide est une K-algebre de
Banach quotient d’une K-algebre de Banach de la forme précédente, et elle est dite
strictement K-affinoide si les r; peuvent en outre étre choisis dans le sous-groupe
|[K*| de R..

(1.1.2) Etant donnée une algebre K-affinoide A, on désigne par M(A) I’en-
semble des semi-normes multiplicatives et bornées sur A. Une telle semi-norme
coincide avec la valeur absolue sur le corps K. Si x est un point de M(A) et f
est un élément de A, on note indifféremment | f|(x) ou | f(x)| I’évaluation de x
en f. Un K-homomorphisme borné ¢ : A — B entre algébres K-affinoides induit
naturellement une application de M (B) dans M (A), notée “¢.

Comme pour tout anneau de Banach, la semi-norme spectrale d’une algebre
K-affinoide A est définie par la formule

. 1 . 1
|flsp = lim [If*[l» =inf || f*7".
n—+oo n
De la commutativité de A se déduit la propriété suivante :
| flsp = max | f](x).
P M3

On note A° I’ensemble des éléments f de A tels que | f|s, < 1; c’est une sous-
Kc°-algebre de A. Tout K-homomorphisme borné ¢ : A — B entre algebres K-
affinoides induit un K°-homomorphisme ¢° de A° dans B° car [¢(f)[sp < | flsp
pour tout [ € A.

(1.1.3) Une partie V de M(A) est un domaine affinoide s’il existe un homo-
morphisme borné d’algebres K-affinoides ¢ : A — Ay satisfaisant a la condition
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suivante : quels que soient ’extension non archimédienne K’ de K, 1’algebre K'-
affinoide B et le K-homomorphisme borné ¢ : A — B tel que I’'image de I’ap-
plication induite ¥ : M(B) — M(A) soit contenue dans V, il existe un unique
K-homomorphisme borné Ay — B rendant le diagramme

M(A) L
m /
M(B)

commutatif. A tout domaine affinoide V de M(A) sont ainsi associés une
algebre K-affinoide Ay et un K-homomorphisme borné A — Ay, uniquement
déterminés a un isomorphisme unique pres, et I’on vérifie que 1’application induite
M(Avy) — M(A) est une bijection sur V. Parmi les domaines affinoides figurent
les domaines rationnels, de la forme V = {| fil < rilfol,...,|ful < ralfol},
ol fo,..., fn sont des éléments de A engendrant I’idéal unité et rq, ..., r, sont
des nombres réels strictement positifs ; dans ce cas, Ay est I’algebre K-affinoide
A{rl_lTl,...,rlle,,}/(fl — foT1, -, fu— foTn).

Si A est une algebre strictement K-affinoide, le théoréme de Gerrizen-Grauert
garantit que tout domaine strictement K-affinoide de M (A) est la réunion d’un
nombre fini de domaines rationnels. Ce résultat a été étendu a tout domaine affinoide
d’un espace affinoide quelconque par Ducros [8] et Temkin [14].

(1.1.4) On fait de I’ensemble X = M (A) un site en le munissant de la topologie
de Grothendieck suivante (voir [6, 7]).

M(Av)

— Les objets, appelés domaine analytique, sont les parties U de X admettant un
recouvrement {V;} par des domaines affinoides vérifiant la condition suivante :
pour toute algebre K-affinoide B et tout K-homomorphisme borné ¢ : A — B
tel que I’image de I’application ¢ : M(B) — M(A) soit contenue dans U,
celle-ci est recouverte par un nombre fini des V;.

— Les recouvrements admissibles d’un domaine analytique U sont les recouvre-
ments {U; } de U par des domaines analytiques U; vérifiant la condition suivante :
pour toute algebre K-affinoide B et tout K-homomorphisme borné ¢ : A — B
tel que I’image de I’application ¢ : M(B) — M(A) soit contenue dans U,
il existe un recouvrement de M (B) par un nombre fini de domaines affinoides
qui raffine le recouvrement {¢ ! (U;)}.

Ce site est noté Xg. D’apres un théoréme de Tate, il existe un et un seul faisceau de
K-algebres Ox,; sur Xg satisfaisant aux deux conditions suivantes : Ox (V) = Ay
pour tout domaine affinoide V. C X et, si W, V sont des domaines affinoides
tels que W C V, ’homomorphisme de restriction Ox; (V) — Oxg (W) est le
K-homomorphisme borné de Ay dans Aw factorisant la fleche canonique
A — Aw.

(1.1.5) Munissons maintenant X = M (A) de la topologie engendrée par les
évaluations (x — la(x)|), a € A; I’espace topologique obtenu est compact et
les domaines affinoides en sont des parties compactes, donc fermées. Du fait que
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tout point de X admette manifestement un systéme fondamental de voisinages
formé de domaines affinoides, chaque ouvert €2 de X est un domaine analytique
et tout recouvrement ouvert de 2 est admissible; il existe donc un morphisme
évident IT du site Xg vers le site topologique associé a X et I’'image directe
Ox = I14(Ox;) est un faisceau de K-algebres sur 1’espace topologique X. Le
terme d’« ouvert » n’est employé que pour la topologie qui vient d’étre définie
(dans le cadre de la topologie de Grothendieck sur le site X, on parlera de do-
maines analytiques ou d’objets de ce site); s’il n’y a pas d’ambiguité, on notera
toutefois indistinctement Ox pour les faisceaux structuraux du site Xg et de 1’es-
pace topologique X.

Pour tout point x de X, les fibres Ox ; et Oxg,x sont des anneaux locaux ;
le premier est la limite du systeme inductif des Ay, V parcourant I’ensemble des
domaines analytiques de X qui sont des voisinages de x, tandis que le second est
la limite du systeme inductif des Aw, W parcourant cette fois le systeme inductif
des domaines affinoides W de X qui contiennent x.

(1.1.6) En vertu du théoreme de Tate mentionné au point précédent, A est
I’anneau des sections globales du faisceau structural de M (A) ; il existe par consé-
quent un unique morphisme d’espaces K-localement annelés pp : M(A) —
Spec(A) induisant 1’homomorphisme identique de A. Il est facile de voir que
I’application sous-jacente envoie une semi-norme x € M (A) sur son noyau {f €
Al]f(x)| = 0} (il s’agit bien d’un idéal premier de A en vertu de la multiplicativité
de x).

On dispose également d’un morphisme de sites K-localement annelés ra :
M(A) — Spf(A°), uniquement déterminé par la condition suivante : pour tout
élément f de A°, r;l(D( f)) est le domaine affinoide {| f| = 1} et ’homomor-
phisme de I'(D(f), Ospr(a°)) dans 1"(r/§1 D)), Orma)g) estlafleche canonique
de A?f} dans A{T}/(fT — 1). L’application sous-jacente envoie une semi-norme
multiplicative x € M(A) sur I'idéal premier ouvert {f € A° | |f(x)| < 1} de
I’anneau topologique A° et est appelée application de réduction.

(1.1.7) Etant donné un espace K-affinoide non vide X = M(A), I’ensemble
des sous-espaces fermés et non vides I" de X tels que, pour tout f € A,

max = max
ax || = max |,

admet un plus petit élément : c’est par définition le bord de Shilov de X, que I’on
note I'(X). Ce sous-ensemble est fini ([1], Corollary 2.4.5).

Les deux propriétés fondamentales du bord de Shilov d’un espace affinoide
X = M(A) sont les suivantes.

— Si A est strictement K-affinoide, I"(X) est I’image réciproque par 1’application
de réduction rp : M(A) — Spf(A°) de I’ensemble des points génériques (de
la fibre spéciale) du schéma formel Spf(A°).

— Quelle que soit ’extension non archimédienne K'/K, I'(X) est I'image de
I'(Xk/) par la projection canonique de Xg' = M(A®kK') sur X.

(1.1.8) La définition des espaces K-analytiques généraux par recollement
d’espaces K-affinoides est présentée dans le premier chapitre de 1’article [2]. Un



388 A. Thuillier

espace K-analytique X est en particulier un espace topologique localement compact
muni d’une famille distinguée de sous-espaces compacts, ses domaines affinoides ;
tout point x de X posseéde un voisinage de la forme Vi U... UV, ou V,...,V,
sont des domaines affinoides tels que x € Vi N ... N V,. L’ensemble sous-jacent
a X posseéde en outre une topologie de Grothendieck ainsi définie :

— les objets, appelés domaines analyiques, sont les sous-espaces topologiques
Y de X dont tout point y admet un voisinage de la forme V; U ... U V,, ou
Vi, ..., V, sont des domaines affinoides telsque y € Vi N ... NV,;

— un recouvrement d’'un domaine analytique Y par des domaines analytiques V;
est admissible s’il admet un raffinement {U} tel que tout point y de Y admette
un voisinage de la forme Uy U...UU, avecy e Uy N...NU,.

On désigne par Xg le site défini par cette topologie de Grothendieck ; comme
les ouverts de X (resp. les recouvrement ouverts) sont des domaines analytiques
(resp. des recouvrements admissibles), on dispose naturellement d’un morphisme
de sites ITx : Xg — X.

Le site X est en outre muni d’un faisceau structural en K-algebres Ox,;, dont
les tiges en tout point de x sont des anneaux locaux et tel que, pour tout domaine
affinoide V de X, Ox; (V) soit la K-algebre affinoide de V. On désigne par Ox
le faisceau (I1x)«Oxg sur 'espace topologique (sous-jacent a) X, qui en fait un
espace K-localement annelé.

(1.1.9) A tout point x d’un espace K-affinoide M (A) est associée une extension
non archimédienne H(x) de k : il s’agit par définition du complété du corps des
fractions de I’anneau integre A /Ker(x), Ker(x) = {f € A | |f|(x) = 0}, pour la
valeur absolue induite par x.

Si V est un domaine affinoide de M (A) contenant x, on définit comme pré-
cédemment un corps non archimédien Hy(x) a partir de 1’algebre K-affinoide
Ay. L’homomorphisme canonique A — Ay induit un homomorphisme H(x) —
Hy (x). Ce dernier est un isomorphisme : le théoreme de Gerrizen-Grauert géné-
ralisé permet de se réduire au cas ou V est un domaine rationnel de M (A), auquel
cas la vérification est immédiate.

Cette observation permet d’associer un corps non archimédien H (x) a tout point
x d’un espace K-analytique X : c’est le corps Hy (x) pour un quelconque domaine
affinoide V de X contenant x.

(1.1.10) A tout K-schéma localement algébrique X est naturellement associé
un espace K-analytique, de la maniere suivante : le foncteur ®x de la catégorie
des espaces K-analytiques dans celle des ensembles, qui a un espace K-analytique
Y fait correspondre I’ensemble des morphismes d’espaces K-localement anne-
Iés de Y dans X, est représentable par un espace K-analytique X" et un mor-
phisme d’espaces K-localement annelés px : X*" — X. L’espace X*" est [’espace
K-analytique associé au K-schéma X. On trouvera au chapitre 3 du livre [1] la
démonstration de cette assertion ainsi que les principales propriétés du foncteur
X~ XA,

(1.1.11) Achevons ces rappels avec la définition du foncteur « fibre générique »
de la catégorie des K°-schémas localement de présentation finie dans celle des
espaces K-analytiques [4].
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Etant donné un K°-schéma formel localement de présentation finie X, on
désigne par Wy le foncteur de la catégorie des espaces K-analytiques dans celle des
ensembles, qui a tout espace K-analytique Y associe I’ensemble des morphismes
de sites K°-annelés ¢ : Yg — X satisfaisant aux deux conditions suivantes :

— pour tout ouvert affine U de X et tout domaine affinoide Vde Y avec (V) C U,
I’homomorphisme

o" 1 Ox(U) = Oy, (V)

est borné : ||¢*(a)|| < 1 pour touta € Ox(U);
— quel que soit le point y de Y, I’homomorphisme

o

O%,w(y) — Oygy — H(y) ,

avaleurs dans I’anneau local H(y)®, induit un homomorphisme local de Ox 4 (y)
dans H(y)° : ¢t (my(y) C {a € Oyg.y |lal(y) < 1}.

Proposition 1.1. Soit X un K°-schéma formel localement de présentation finie. Le
foncteur Wy est représentable par un espace K-analytique X, et un morphisme de
sitesrx 1 X — X.

Démonstration. Considérons tout d’abord le cas d’un schéma formel affine X =
Spf(A) et vérifions que, pour toute algebre K-affinoide B, 1’application ¢ > ¢*
réalise une bijection de Wy (M (B)) sur I’ensemble des K°-homomorphismes bor-
nés de A dans B.

— Etant donné un K°-homomorphisme borné ¢ : A — B, on définit une appli-
cation de M (B) dans Spf(A) en envoyant une semi-norme y sur 1’idéal premier
ouvert {a € A | |¥(a)|(y) < 1} de A. Quel que soit f € A, I'image réciproque
de I’ouvert D ( f) est le domaine affinoide {|y (f)| = 1} de M(B) et il existe un
unique morphisme de sites K°-annelés ¢ : M(B)g — Spf(A) prolongeant cette
application tel que, pout tout f € A, la fleche

0" LA = 0x(D()) = Opmyg UV (NI = 1) = B{TY/ (W ()T - 1)

soit I’lhomomorphisme canonique factorisant A — B — B{T}/(y(f)T — 1). Par
construction, ¢ appartient 3 Wy (M (B)) et ¢* = .

~Sig € Wx(M®B)), ¢ '@(f) = {l¢*(f)] = 1} pour tout f € A et
I’homomorphisme

" ALY = 0x® () = Omm)s (Ul ()] = 1) = B(T}/ (" (/)T - 1),
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rendant le diagramme naturel

#
A L B

| !

AL — B{T}/ (" (/)T - 1)
%)

commutatif, coincide nécessairement avec I’homomorphisme factorisant la fleche
A~ B — B{T}/(¢"(NHT - D).

Le morphisme ¢ est ainsi entierement déterminé par I’homomorphisme borné ¢* :
A — B.

L’anneau A = A ®k- K est une algebre strictement K-affinoide et au K°-
homomorphisme borné canonique A — A correspond donc un morphisme de
sites r 4 : M(A) — Spf(A).

Un K°-homomorphisme borné ¢ : A — B se prolonge en un K-
homomorphisme borné A — B : on fait en effet de A une K-algebre de Banach en
la munissant de la norme définie par :

lall = inf{|A|"" | 2 € KX et Aa € Im(A — A)};

¥ étant borné, ||y (a)|| = [A| " Iy (Aa)|| < |17 pour tous a € A et A € K* tels
que Aa € Im(A — A), etdonc || (a)| < |la||. Réciproquement, la restriction a A
d’un K-homomorphisme borné A — B est un K°-homomorphisme borné. Nous
obtenons ainsi que 1’application ¢ ¢ (¢* ® 1) réalise une bijection de W (M (B))
sur ’ensemble des morphismes d’espaces K-analytiques M(B) — M(A) et que
p=ra0o" (" @ 0.

Quel que soit maintenant I’espace K-analytique Y, un morphisme de sites K°-
annelés ¢ : Yg — Spf(A) appartenant & Wgpr(4)(Y) donne naissance a une
famille compatible de morphismes gy € Ws,r(4)(V) lorsque V décrit I’ensemble
des domaines affinoides de Y ; nous en déduisons une famille compatible de mor-
phismes d’espaces K-analytiques v : V — M(A) tels que gy = r4 o ¢y et,
posant X, = M(A), rx = r4, les pv se recollent en un morphisme d’espaces
K-analytiques ¢ : Y — X, tel que ¢ = rx o @. On établit ainsi que le couple
(X, rx) représente le foncteur Wy.

Soit enfin X un quelconque K°-schéma formel localement de présentation finie.
Etant donnés un espace K-analytique et un morphisme de sites K°-annelés ¢ :
Yg — X dans Wx(Y), on dispose pour tout ouvert affine U de X d’un morphisme
QU (p_l (U)g — Xju de sites K°-annelés appartenant a ‘1’3€|U ((p‘1 (U)) — noter
que ¢~ !(U) est un domaine K-analytique de Y — et il existe donc un unique
morphisme d’espaces K-analytiques ¢ : ¢~ (U) — (.’{|U)n tel que gy =rx o Q.
Les conditions de recollement des schémas formels affines Xy en le schéma formel
X fournissent des conditions de recollement pour les espaces K-analytiques (% |U) .
le long de domaines affinoides, lesquelles sont compatibles aux restrictions : pour
tous ouverts affines U, V de X avec V C U, I'immersion ouverte i : Xy — Xy
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détermine un morphisme i, : (Xv), — (Xju), réalisant un isomorphisme sur

un domaine affinoide de (X|U)n et entierement caractérisé par la condition que le
diagramme naturel

(), — (%),

"Xy l j”fu

Xv Xy

soit commutatif. Apres recollement, nous obtenons donc un espace K-analytique
X, — recouvert par les domaines affinoides (%|U)n—, un morphisme de sites K°-
annelés rx : X, g — X appartenant a Wx(X,) et un morphisme ¢ : Y — X,
d’espaces K-analytiques, le triplet (X, rx, ¢) étant uniquement déterminé par les
conditions suivantes : pour tout ouvert affine U de X, ;’3_€1 (U) estle domaine affinoide
(%|U)n de X, et la restriction de @ (resp. de rx) & ¢! (U) (resp. r3E|L (U)g) est le
morphisme ¢, (resp. rxy)- L'identité ¢ = rx o ¢ en découle immédiatement, de
méme que la bijectivité de 1’application

Wx(Y) - Homan, (Y, X)), ¢+ ¢.
La démonstration est achevée.

Le foncteur « fibre générique » de la catégorie des K°-schémas formels
localement de présentation finie dans celle des espaces K-analytiques associe a un
K°-schéma formel X I’espace K-analytique X, et a tout K°-morphisme f : X — Q)
I’'unique morphisme d’espaces K-analytiques f;, : X;, — ), tel que le diagramme
de morphismes de sites

In
%n,G - @n,G

| B

X 2

soit commutatif.

Cette définition fonctorielle de la fibre générique d’un K°-schéma formel loca-
lement de présentation finie est équivalente a la construction décrite par Berkovich
dans [5].

Lemme 1.2. Soit X un K°-schéma formel plat et localement de présentation finie tel
que 'espace K-analytique X = X, soit un espace K-affinoide. Le bord de Shilov
I'(X) de X est contenu dans [’image réciproque par l’application de réduction
rx : Xy — X de I’ensemble des points génériques (de la fibre spéciale) de X.
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Démonstration. Si X est vide, il n’y a rien a démontrer; X sera donc non vide
dans ce qui suit.

Supposons tout d’abord que X soit affine, d’anneau .A. L’homomorphisme
canonique A — A = A ®ko K est injectif, a valeurs dans sous-K°-algebre A° de
A et identifie cette derniére a la fermeture intégrale de A dans A ([7], paragraphes
6.1.2 et 6.3.4); le morphisme correspondant p : Spf(A°) — Spf(A) est donc
entier et dominant, et les points génériques de Spf(A°) sont exactement les images
réciproques des points génériques de Spf(.A). Vu le diagramme commutatif

Spf(A°)

TA
)
X =M(A) —— Spf(A)
TSpf(A)
nous obtenons dans ce cas I’identit€ entre I'(X) et I'image réciproque par rspf(4)
de ’ensemble des points génériques de Spf(A4).

Pour traiter le cas général, il suffit de considérer un recouvrement de type
fini U de X par des ouverts affines. Pour tout U € U, r;l U) = (%w)n est un
domaine affinoide de X dont le bord de Shilov est contenu dans le sous-espace
fermé r;l (.’{S))) de X d’apres ce qui précede. Désignant par A 1’algebre affinoide
de X,

max | f| = max max |f]|
X ! UGU,;I(U) !

et donc
max [f| = max |f]
X re (%)
pour tout élément f de A ; vu la définition du bord de Shilov de X rappelée précé-
demment, I’inclusion

X cry'@”)

en découle immédiatement.

1.2. Construction

Rappelons que 1’on considere un corps k, muni de la valeur absolue triviale.
Il existe deux manieres différentes d’associer un espace k-analytique a un
k-schéma localement algébrique X.

— La premiere est celle rappelée ci-dessus (1.1.10).

— La seconde repose fondamentalement sur la trivialité de la valeur absolue de
k : celle-ci permet en effet de voir X comme un schéma formel localement de
présentation finie sur I’anneau k° (= k), et I’on peut alors considérer sa fibre
générique au sens de (1.1.11).
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La seconde maniere de procéder s’étend naturellement au cas d’un k-schéma formel
localement algébrique. Nous allons développer cette observation — ce qui est déja
fait dans I’article [3] — en introduisant une modification terminologique.

(1.2.1) Etant donné un k-schéma formel localement algébrique X, on désigne par
W le foncteur de la catégorie des espaces k-analytiques dans celle des ensembles,
qui a tout espace k-analytique Y associe I’ensemble des morphismes de sites
k-annelés ¢ : Yg — X satisfaisant aux deux conditions suivantes :

— pour tout ouvert affine U de X et tout domaine affinoide Vde Y avec ¢(V) C U,
1’homomorphisme ¢* : Ox(U) — Oy (V) est continu et borné : lo* (@) < 1
pour tout a € Ox(U);

— pour tout point y € Y, I’homomorphisme

o

Oxvsa(y) — Oyy —— H(y),

a valeurs dans H(y)®, induit un homomorphisme local Ox () — H(y)°.

Proposition et Définition 1.3. Soit X un k-schéma formel localement algébrique.

Le foncteur Wy est représentable par un espace k-analytique X— et un mor-
phisme borné de sites k-annelésrx : xg — X. Cetespace k-analytique est I’espace
de Berkovich de X.

Démonstration. Si X est un k-schéma localement algébrique, le résultat est acquis
d’apres la Proposition 1.1; en particulier, si X = Spf(A) est le spectre d’une k-
algebre de type fini discrete, le foncteur Wy est représenté par le couple constitué
de I’espace k-affinoide M(A) — la k-algeébre A étant vue comme une k-algebre
de Banach en la munissant de la norme triviale — et du morphisme de réduction
ra : M(A)g — Spec(A). On pose X2 = M(A) etrx =ra.

Supposons maintenant que X = Spf(.A) soit le complété d’un k-schéma algé-
brique affine X = Spec(A) le long d’un sous-schéma fermé Y défini par un idéal J
de A, de sorte que A = l(in A/J". Voyant X comme un schéma formel en munis-
sant A de la topologie discrete (définie par la norme triviale), ’homomorphisme
canonique A — A définit une fleche j : ¥ — X dans (SchAlg; )", laquelle donne
naissance a un morphisme de foncteurs Wy — Wx. Quels que soient 1’espace
k-affinoide Y = M(B) et le morphisme d’espaces k-analytiques ¢ : Y — X2
défini par un k-homomorphisme borné ¢* : A — B, I'image de ¢ est contenue
dans I’ouvert

re (V) = {x € X2 lal(x) < 1, a € A}
de X7 si et seulement si

lo*(@)|sp = sup l* (@) < 1

pour tout @ € J ou, de maniere équivalente, si et seulement si, pour tout a € J,
la suite des puissances de ¢*(a) tend vers 0 dans B (voir [1], Proposition 2.1.4).
Il revient au méme de dire que I’homomorphisme ¢* est continu relativement 2 la
topologie J-adique sur A car I’idéal J est de type fini.
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La sous-k-algebre topologique B° de B étant séparée et complete, les assertions
suivantes sont par conséquent équivalentes :

— P’image de ¢ est contenue dans ry ! Y);

— le k-homomorphisme go# : A — B, a valeurs dans B°, se prolonge, néces-
sairement de maniere unique, en un homomorphisme continu et borné de A
dans B.

Il en découle immédiatement que le foncteur Wy est représenté par 1’espace
k-analytique X7 induit par X3 sur I'ouvert rx LY) et par le morphisme de sites
ry: X2 > X déduit de rX.

Le cas d’un k-schéma formel localement algébrique X quelconque se déduit du
cas affine exactement comme dans la démonstration de la Proposition 1.1.

Si X et 2 sont deux k-schémas formels localement algébriques, tout
k-morphisme de schémas formels f : X — %) donne lieu a un morphisme d’es-
paces k-analytiques f 2.x3 @3, uniquement déterminé par la condition que
le diagramme de morphismes de sites

2 7 o=
Xz Dz

X —
fQJ

soit commutatif. L’identité (g o f ): = g:l of 2 est évidente pour tous morphismes
f:X—> Yetg:PY — 3etl’on adonc défini un foncteur de la catégorie des
k-schémas formels localement algébriques dans celle des espaces k-analytiques.

Remarque 1.4. (1) Si X est un k-schéma localement algébrique, des éléments de
comparaison entre les espaces analytiques X" et X seront donnés un peu plus
loin (1.3.1). On peut toutefois d’ores et déja remarquer que I’ensemble X*"(K)
des points de X" a valeurs dans une extension non archimédienne K de & est
exactement I’ensemble X(K) des K-points de X tandis que XJ(K) est ’ensemble
des K°-points de X. En guise d’exemple : si X = A}, I’ensemble sous-jacent a
X est constitué de toutes les semi-normes multiplicatives sur k[Ty, ..., T,] qui
prolongent la valeur absolue de k tandis que celui sous-jacent a X est formé de
toutes les semi-normes multiplicatives sur k[T, ..., T, ] qui sont majorées par 1
(ces dernieres prolongeant nécessairement la valeur absolue de k).

(2) Comme cela a déja été dit, la définition/proposition précédente est la refor-
mulation, dans un cas particulier, de la construction par Berkovich d’une « fibre
générique » pour une certaine classe de schémas formels [4]. Le changement ter-
minologique introduit se justifie par le désir de conserver a 1’expression « fibre
générique » une signification adéquate dans la situation ici considérée.
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Proposition 1.5. Considérons un k-schéma formel localement algébrique X.

(1) Si X est le complété formel d’un k-schéma localement algébrique X le long
d’un sous-schéma fermé Y et si j : X — X est le morphisme canonique dans
(SchAlg,)", le morphisme j: réalise un isomorphisme de X7 sur louvert
rx YY) de X7 et le diagramme de morphisme de sites k-annelés

3 jé
ry \L j rX
X —X
J

est commutatif.
(2) Désignant par ix : Xy — X l'immersion fermée canonique, le morphisme
i : X5 — X~ est une immersion fermée d’espaces k-analytiques.

Démonstration. (1) Cette assertion a été établie au cours de la démonstration de
la proposition 1.3 lorsque le schéma X est affine et le cas général s’en déduit
en considérant un recouvrement de X par des ouverts affines.

(2) On se ramene au cas du complété formel X d’un k-schéma algébrique affine
X = Spec(A) le long du fermé Y = V(J) définit par un idéal J de A. La fibre
spéciale de X est le k-schéma algébrique Y et le composé des morphismes
canoniques de k-schémas formels Y = X; — X — XestI’immersion fermée
définie par I’épimorphisme p : A — A/J. Il en découle que le composé du
morphisme iy3 : X5 — x- par I'immersion ouverte X7 > XJestle
morphisme de Y2 = M(A/J) dans X2 = M(A) défini par I’épimorphisme
p; c’est une immersion fermée d’espaces k-analytiques et il en est donc de
méme pour i x.

Proposition 1.6. Etant donné un k-schéma localement algébrique X, il existe un
morphisme d’espaces k-localement annelés et un seul px : X7 - X qui satisfasse
a la condition suivante : quel que soit I’ouvert affine U de X, la restriction du
morphisme px au domaine affinoide U= est le morphisme py : U= > U

Démonstration. Il suffit de vérifier que les morphismes d’espaces k-localement
annelés py : U= — U associés aux ouverts affines U de X se recollent, ¢’est-a-dire
que, pour tous ouverts affines V, U de X tels que V C U, le diagramme naturel
(dans la catégorie des espaces k-localement annelés)

43

VJ—) UJ

pvl lpu

V——U

K3
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est commutatif, i désignant I’'immersion ouverte canonique. Tel est bien le cas,
car les morphismes d’espaces k-localement annelés py o iZetio pv de =
dans U induisent le méme homomorphisme de I'(U, Oy) = I'(U, Ox) dans
F(V:l, Oyz) =T'(V, Oy) = I'(V, Ox), asavoir ’homomorphisme de restriction.

(1.2.2) La seconde assertion de la Proposition 1.5 conduit naturellement a la
définition de la fibre générique d’un k-schéma formel localement algébrique.

Définition et Proposition 1.7. Etant donné un k-schéma formel localement algé-
brique X, sa fibre générique est [’espace k-analytique induit par X3 sur louvert
x=— Is:l on la note X,.

Si X et Q) sont deux objets de (SchAlgy)" et f : X — ) est un morphisme
adique, fj(.'{,,) C Dy etl’on note f le morphisme de X, dans ), induit par fj.

On dispose ainsi d’un foncteur « fibre générique » de la catégorie
(SchAlgy ) — dont les objets sont les k-schémas formels localement algébriques
et dont les fleches sont les k-morphismes adiques — dans la catégorie des espaces
k-analytiques.

Démonstration. Soient f : X — %) un morphisme adique entre deux objets
de (SchAlgy)”™ et J un Idéal de définition de 2 ; comme J = f ’1(3) est, par
hypothese, un Idéal de définition de X, f 2 envoie I’ouvert X, = x3 - V(J) de
%= dans I’ouvert Dy = Qj:l —V(J) de @:.

Remarque 1.8. Au sens de la définition précédente, la fibre générique d’un
k-schéma localement algébrique X est vide.

Dans tout ce qui suit, et sauf mention expresse du contraire, nous n’emploierons
I’expression « fibre générique » qu’au sens de la Définition 1.3.

1.3. Propriétés

(1.3.1) L’espace de Berkovich X= d’un k-schéma localement algébrique X pos-
séde un certain nombre de propriétés élémentaires, regroupées dans la proposition
suivante.

Proposition 1.9. Soit X un k-schéma localement algébrique.

(1) Pour tout x € X:l, le point rx(x) de X est une spécialisation du point px(x) :
rx(x) € {px(x)}. Réciproquement, étant donnés des points & et ¢ dans X tels
que ¢ € {E}, il existe un point x dans X tel que px(x) =& etrx(x) =¢.

(2) Etant donné un ouvert affine U de X, tout point x de pgl (U) définit une semi-
norme multiplicative sur Ox(U), bornée si et seulement si rx(x) appartient
a U. Le point x induit en outre une valeur absolue non archimédienne sur
le corps k (px(x)) prolongeant la valeur absolue triviale de k. Le corps non
archimédien H(x) est le complété de k (px(x)) pour cette valeur absolue.

(3) Quel que soit le point & de X, l’intersection des fibres ,0)21(5) et r)zl (&) est
réduite a un point, noté o (§), auquel correspond la valeur absolue triviale sur
le corps k (§).

Tout point x de X3 tel que la valeur absolue du corps non archimédien H(x)
soit triviale est de la forme o (§), § € X.
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(4) Etant donné un point & dans X, le sous-espace topologique rx ! (&) de X3 est
localement compact et son adhérence dans X3 est

U ='@.

& eX
g &

Démonstration. I1suffitde démontrer ces assertions lorsque le schéma X est affine,
d’anneau A.

(1) Puisque pa(x) = {f € A || f1(x) =0} Cra(x) = {f € A [ [fI(x) < 1),
ra(x) est, pour tout point x de X7 = M(A), une spécialisation de pa (x) dans
Spec(A).

Considérons réciproquement deux points £, ¢ dans X tels que ¢ € {€} et dési-
gnons par Y le sous-schéma fermé integre de X de point générique £&. Comme ce
schéma est noethérien, il existe un anneau de valuation discréte R et un morphisme
Spec(R) — Y envoyant le point générique sur £ et le point fermé sur ¢ ([9], Chap.
II, Sect. 7, Proposition (7.1.7)); si I’on munit le corps des fractions K de R d’une
valeur absolue associée a la valuation, le morphisme Spec(K) — Y — X définit
alors un point x dans X= tel que px(x) =&etrx(x) =¢.

(2) C’est immédiat.

(3) Quel que soit le point x de X2, Iégalité rx(x) = px(x) = & est équivalente
a la condition

VfeA), (fE =0 <= (fIx)=0) & (flx) <D);

il y a donc, pour tout point & € X, un et un seul point dans r;l & n p;l &), a
savoir celui défini par la semi-norme multiplicative sur A provenant, via I’homo-
morphisme canonique A — « (), de la valeur absolue triviale sur le corps résiduel
k(&) du point €.

Nous pouvons ainsi définir une application o de X dans XJen posant ry. 'en
pgl(é ) = {0 (&)} pour tout £ € X. Il est clair que I’image de cette application est
I’ensemble des points x de X7 tels que la valeur absolue du corps non archimédien
H(x) soit triviale.

(4) Ayant muni I’anneau Ox ¢ de la norme triviale, I’homomorphisme cano-
nique A — Ox ¢ donne lieu 4 une application continue et injective t : M(Ox ¢) —
X3 = M(A), dont I’'image est précisément le sous-espace

—1
U '@
& eX
g —¢

de X-. L’espace topologique M(Ox ¢), étant le spectre d’un anneau de Banach
commutatif, est compact ([1], Theorem 1.2.1); il en découle que ¢ réalise un ho-
méomorphisme sur son image, qui est en particulier un sous-espace fermé de X3,
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La compacité locale du sous-espace ry ! (&) de X3 est claire : il s’agit en effet de
I’image, par I’homéomorphisme ¢, du sous-espace

{x e MOx o) [1f(O] <1, femg}

du compact M(Ox ¢) et, I'idéal mg étant de type fini, ce sous-espace est ouvert,
donc localement compact.
Pour établir que le sous-espace fermé

—1
U '@
& eX
g —¢

de X2 est I’adhérence de rx ! (&), il reste a vérifier que tout fermé F de X3 =M (A)
contenant r)zl(é) contient également rgl(Ug), ol Ug = {§ e X | & — &}est
I’ensemble des générisations de & dans X.

Comme F est I’intersection des domaines analytiques compacts le contenant,
on est ramené au cas ou F est un domaine analytique compact. Soit K une extension
non archimédienne de k dont la valeur absolue est non triviale et satisfaisant aux
deux conditions suivantes :

- K=k;
- Fx = plz/l «(F) est une réunion finie de domaines strictement K-affinoides de
X:@kK, DK,k désignant la projection canonique de X:@kK sur X.

L’espace K-analytique X=®;K est la fibre générique (au sens de 1.1.11) du
K°-schéma formel affine, plat et de présentation finie

X = X xspr(k) SPF(K®) = Spf (A®K®)

(1.1.10), dont la fibre spéciale est canoniquement isomorphe a X. D’apres un
théoréeme de M. Raynaud ([12], Theorem 1.5), il existe un éclatement admissible
f:9Y — Xetunouvert Ude 9 tels que Fx = riJl(U).

Désignant par U, I’ensemble des générisations d’un point ¢ de 9) (resp. de X),
commengons par vérifier 1’égalité

o= |J U
cefi )

L’inclusion D est claire car, si V est un ouvert de X contenant le point &, fs_1 V)
est un ouvert de ), contenant chacun des points de la fibre fs_l (¢). Linclusion
réciproque découle de la propreté du morphisme f; : étant donnés une générisation
& de & dans X et un point ¢’ dans )y tel que f5(¢') = &', 'image par f; du
fermé {¢’} de 2, est un fermé de X contenant le point & et donc également sa
spécialisation £ ; il existe ainsi un point { dans fs_1 (&) tel que ¢’ € Ug.
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La conclusion s’obtient maintenant aisément en considérant le diagramme
commutatif

a5 e 2
XK — st

PK/k l Lfs

X X.

X

Le fermé Fx = PIZ/I «(F) contient par hypothese

P €)= rg) (@),

Comme Fg = ri] (U), U contient ainsi la fibre de f; au-dessus du point & et par
conséquent 1’ensemble
U

cefi®

des générisations des points de celle-ci; vu I’identité établie au paragraphe précé-
dent, U contient donc f,~!(Ug). On obtient par suite I’inclusion

PicJi(rx (Ue) = rg) (7 (Ue)) C Fr,
puis
¢ (Ug) C F.

La démonstration est achevée.
Disons également un mot sur les relations entre les espaces k-analytiques X*"
et X= associés 2 un k-schéma localement algébrique X.

Proposition 1.10. Etant donné un k-schéma localement algébrique X, on désigne

pariy : X2 — X e morphisme d’espaces k-analytiques défini par le morphisme

d’espaces k-localement annelés px : X2 > X.

(1) Pour tout ouvert affine U de X, la restriction de ix au domaine affinoide U2
est un isomorphisme sur un domaine affinoide de X",

(2) Lemorphisme ix réalise un isomorphisme de X3 sur un domaine analytique de
X (resp. sur X") si et seulement si le k-schéma X est séparé (resp. propre).

3) Si f : X — Y est un morphisme de k-schémas localement algébriques, le
diagramme naturel

X:l L Xan

f:l l l fan

Y:[ — yan

Yy

est commutatif.
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Démonstration. (1) Soient U un ouvert affine de X, d’anneau A, et choisissons
une présentation I — k[Tq, ..., T,] — A de ce dernier. Le morphisme

. oan, 3 n, an
iAn Ay T = A

réalise un isomorphisme de AZ’ 2 M(k[Ty, ..., T,]) sur le domaine affinoide
EO0,1) ={|Ty| < 1,...,|T,| < 1} de A}" ™ ; comme U= (resp. U) est le sous-
espace analytique de A}” = (resp. AZ’an) défini par I’idéal I et ix est le morphisme
induit par i AL, il en découle que ix réalise un isomorphisme de U= sur le domaine
analytique U™ N E(0, 1). Ce dernier est donc en particulier un domaine affinoide
de X2,

(2) L’image de ix est un domaine analytique de X" et ix réalise un isomor-
phisme de X7 sur son image si et seulement 1’application sous-jacente est injective.

Considérons des points x et y dans X" et X respectivement et notons x :
Spec(H(x)) — X ety : Spec(H(y)°) — X les morphismes qu’il définissent.
L’égalité ix(y) = x a lieu si et seulement si H(x) = H(y) et si le diagramme
naturel

Spec(H(y)) X

| |

Spec(H(y)°) — Spec(k)

est commutatif. La conclusion découle donc d’une application directe du critere
valuatif de séparation ([9], Chap. II, Sect. 7, Proposition (7.2.3)) : si X est séparé
(sur k), il existe au plus un point y dans X3 tel que ix(y) = x; réciproquement,
si I’application ix est injective, le morphisme structural X — Spec(k) est séparé.
(Notons que, vu le premier point de la proposition précédente et la démonstration du
critere valuatif de séparation, il est suffisant de considérer les anneaux de valuation
H(G)®, y € X7)

Utilisant le critere valuatif de propreté ([9], Chap. I1, Sect. 7, Théoréme (7.3.8)),
le méme raisonnement permet de montrer que ix réalise un isomorphisme de X3
sur X" si et seulement si le k-schéma X est propre.

(3) Cette assertion est évidente.

(1.3.2) La notion de fibre générique d’un k-schéma formel localement algé-
brique X que nous avons introduite a la définition 1.7 a la propriété fondamentale
d’étre invariante relativement aux éclatements centrés dans la fibre spéciale de X.

Proposition 1.11. Soient f : X' — X un morphisme de k-schémas localement
algébriques et Y un sous-schéma fermé de X. On désigne par X (resp. X') le
complété formel de X (resp. X') le long de Y (resp. f~'(Y)) et on note f ¥ - Xx
le morphisme (adique) de k-schémas formels induit par f.

Si le morphisme f est propre et s’il réalise un isomorphisme de I’ouvert X' —
FYNY) sur ouvert X — Y, le morphisme d’espaces k-analytiques ﬁ : %;7 - X
est un isomorphisme.



Géométrie toroidale et géométrie analytique non archimédienne 401

Démonstration. Il s’agit de prouver que le morphisme d’espaces k-analytiques
A x 2 — X3 induit un isomorphisme de I'ouvert Xj = r)z,l( 7)) -
(f! (Y)):l sur ouvert X, = ry ! Y) — Y=, On se raméne immédiatement au cas
ol le schéma X est affine, d’anneau A, etou Y = V(g), g € A; nous procédons
alors en deux étapes.

Premiere étape. L’ application sous-jacente au morphisme f,; est bijective.

Considérons en effet un point x dans X, et désignons par x : Spec(H(x)°) — X
le morphisme correspondant. L’appartenance de x a X, se traduit par la propriété
suivante : le point fermé du schéma local Spec(H (x)°) est envoyé dans le fermé Y
de X tandis que I’image de son point générique est contenue dans ’ouvert X — Y.
Puisque le morphisme f réalise un isomorphisme de X’ — f~1(Y) sur X — Y, il
existe un unique morphisme Spec(H (x)) — X' localisé dans X' — f~1(Y) tel que
le diagramme

Spec(H(r)) —— X/

Y

Spec(H(z)°) — X

soit commutatif. En outre, comme f est propre, il existe alors un unique morphisme
@ de Spec(H(x)°) dans X' tel que f o ¢ = x. Le morphisme ¢ définit un point x’
dans X'= — (f’l(Y)):l tel que ry/(x") eAf’l(Y) et f:l(x’) = x ou, de maniére
équivalente, un point x’ dans X, tel que f;(x") = x. L’application sous-jacente au
morphisme f; est ainsi bijective.

Seconde étape. Nous allons maintenant établir que le morphisme f 3.x-
X=réalise un isomorphisme de I’ouvert .’{;7 de X’ 2 sur son image dans X2 ;comme,
par définition, f,, est la restriction de f 23 %;7, cela conclura la démonstration.

Le schéma X' est séparé : le morphisme f est en effet séparé par hypothése
et le schéma X est séparé puisque qu’affine. En vertu de la Proposition 1.10, nous
disposons dans ces conditions d’un diagramme commutatif

ixr
X/:l —— xran

| |

X:[ > Yan
iX

et les morphismes ix, ix’ réalisent des isomorphismes sur leurs images. Comme
f induit un isomorphisme de Q' = X’ — f~1(Y) sur @ = X — Y, f* induit un

isomorphisme de I’ouvert

Q/an — (X/ _ f—l(Y))an — X/an _ f—l(Y)an — X/ﬁn _ (fan)—l(YaIl)
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sur
Qan — (X _ Y)an — Xan _ Yan

etil en découle que f = induit un isomorphisme de %;7 = Q" — rg,l (f ~1(Y)) sur
son image.

(1.3.3) Nous achevons ce premier chapitre en établissant un résultat plus tech-
nique dont nous aurons a nous servir ultérieurement.

Proposition 1.12. Soient X, Y deux k-schémas localement algébriques et f : X —
Y un morphisme quasi-fini et plat.

Quel que soit le point & de X, le morphisme d’espaces k-analytiques f:l :
X3 — Y2 induit une application du sous-espace topologique ry ](S ) dans le
sous-espace topologique ry I f(&)) qui est surjective, ouverte, propre et a fibres
finies.

Démonstration. Il suffit détablir cette assertion lorsque X et Y sont quasi-
compacts.

Le schéma'Y étant noethérien et le morphisme f étant de type fini, nous pouvons
recourir au chapitre III, Sect. 4 de [9] et appliquer le Corollaire (4.4.5) du Théoreme
(4.4.3) (« Main Theorem » de Zariski) : il existe un voisinage ouvert de & dans X
isomorphe a un ouvert d’un Y-schéma fini. Il est donc loisible de supposer que le
morphisme f estfini ; on peut également remplacer X et Y par des voisinages affines
de & et f(&) respectivement. Sous ces conditions, le morphisme f 2.x2 > Y2
est fini et plat en vertu de la Proposition 3.2.1 de [2] et I’application continue
sous-jacente est donc ouverte (Proposition 3.2.7 du méme article), surjective et a
fibres finies ([1], Corollary 2.1.16). Elle est évidemment propre puisque les espaces
topologiques X~ et Y— sont compacts.

L’image réciproque du sous-espace ry I f&)parf estlaréunion des r)zl &,
&’ parcourant ’ensemble des points de la fibre de f au-dessus de f(£). La topo-
logie induite sur I’image réciproque 2 fait de chacun de ces sous-espaces une
partie ouverte et fermée : en effet, quel que soit le point £ dans f~1(f(&)), les
sous-espaces

U x'@e (k'@

reX reX

- £ ¢
de X~ sont respectivement fermés (Proposition 1.9) et ouverts (anti-continuité de
rx), et tous deux ont pour trace ry ! (&7) sur Q. L’application continue de g ! &)
dans ry ! (f(&)) induite par f 3 est donc ouverte et 2 fibres finies ; elle est également
propre, puisque composée de I'immersion propre ry ! (§)) = Q par I’application
propre f:1 Q= (f:l)_l(r;l(f(é))) — r;l(f(é)). Pour établir la surjectivité
de f:l Dy l(S) — ry l( f(&)), il suffit d’observer que 1’homomorphisme fg‘ :
Oy, r&) — Ox.¢ induit un homomorphisme fini aprés passage aux complétés ([9],
Chap. II, Sect. 6, Proposition (6.2.1) et Chap. I, Sect. 0, 7.4). Soit en effet y un point
dans Y= tel que ry(y) = f (&) etnotons xy : Oy, e — H(y) 'homomorphisme
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correspondant ; celui-ci est a valeurs dans 1’anneau H(y)° des entiers du corps non
archimédien H(y) et ’homomorphisme x, : Oy, r) — H(y)° est local, donc

se prolonge au complété m g)-adique de Oy, r(). L'anneau Ox ¢ ® oo

est une H(y)-algebre finie et non nulle; si K est le corps résiduel de ’'un des ses
idéaux maximaux, il existe un unique prolongement de la valeur absolue de H(y)
a K et, comme f induit un morphisme propre Spec(@) — Spec(@)), il
existe un (unique) homomorphisme local X)/: : 6;; — K° tel que X; ) S# = Xy-
La semi-norme multiplicative induite par x ; sur Oy ¢ est bornée et elle définit un
point x dans X tel que rx(x) =& et f:l(x) =y.

2. L’espace de Berkovich d’une variété torique

Dans ce chapitre, k est un corps que I’on voit comme un corps non archimédien
en le munissant de la valeur absolue triviale. On considere un k-tore déployé T, de
groupe des caracteres M = Homy_; (T, Gm), et une k-variété torique X, c’est-a-
dire un k-schéma algébrique integre muni d’une action de T et possédant une orbite
ouverte T-isomorphe a T.

Les orbites de T dans X sont des sous-schémas integres localement fermés dont
les points génériques forment un sous-ensemble de X, noté & (X). Six est un point
de X, on désigne par O(x) I’orbite de T dans X contenant x.

Pour tout caractere m : T — Gmy = Spec(k[S, S~17), on pose xm = m*(S).

Une structure de cone rationnel sur un espace topologique C est par définition
la donnée d’un groupe abélien libre de type fini L et d’un homomorphisme injectif
A :L — C%C, R.g) tel que I"application tautologique

AY : C — Homup(L, Rog)

réalise un homéomorphisme sur un sous-cone rationnel de 1’espace vectoriel réel
Hom(L, R+ (), c’est-a-dire une partie de la forme {u | u(¢;) < 1,...,u(l,) <
1, £1,..., €, € L} (notation multiplicative).

On dira que C est strictement convexe si ¥ (C) ne contient aucune droite.
Sous cette condition, il existe un semi-groupe de type fini S C L engendrant
L et tel que I’application 1 réalise un homéomorphisme de C sur ’ensemble
Hompon (S, 10, 1]) des morphismes de monoides unitaires de S dans ]0, 1] muni de
la topologie engendrée par les évaluations (u# +— u(s)), s € S. La compactification
canonique de C est par définition 'immersion ouverte

C = HomMOH(Sv ]O’ 1]) — HomMOH(S’ [Ov 1])

2.1. L’éventail d’une k-variété torique et sa compactification

(2.1.1) L’action de T sur X donne naissance a une action du k-groupe analytique T3
surX=. Le groupe T:l(k) = T(k) des k-points de T opere par automorphismes sur
I’espace k-analytique XZetl’on dispose en outre d’un endomorphisme remarquable
p de I’ensemble sous-jacent a X3,
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Définition 2.1. Etant donné un point x dans X3, p(x) est I'image par I’application
canonique

T:@kH(x) =T3 x MH(x)) — T2 % X2 = X-
de I’unique point de Shilov de I’espace H (x)-affinoide T:@kH(x).

Remarque 2.2. Soit K/k une extension non archimédienne.

1. L’espace K-affinoide E = T:@kK posseéde un unique point de Shilov car E est
le K-schéma integre T ®y K.

2. Sia: M(XK) — X7 est un morphisme localisé au point x de X3, p(x) est
I’image du point de Shilov de T:@kK par le morphisme

Ixa

TIBLK = T2 x M(K) — T x X2 2~ x3
(ou m est I’action de T2 sur X:l).
La continuité de I’application p sera établie un peu plus loin.

Proposition 2.3. (i) L’application p satisfait a la condition p* = p; son image
& (X) est donc I’ensemble de ses points fixes :

S(X) = {x € X2 | p(x) = x}.

(i) Si un point x de X7 est fixé par p, il est fixe sous ’action du groupe T (k).
L’assertion réciproque est vraie dés que le corps k est infini.

Démonstration. (i) Etant donné un point x de X, considérons les points de Shilov
respectifs y etz de T2x M (H(x))et T2xT=x M (H(x)) etnotons « le morphisme
canonique

MH(2)) — T2 x T= x X2

défini par le point z. Nous allons vérifier que les morphismes mo(m x 1)oo et mo(1 x
m)oa de M(H(z)) dans X2 sont localisés aux points p(x) et p2 (x) respectivement,
de sorte que la conclusion découlera directement de la commutativité du diagramme

mx1
T2 x T2 x X2 — T3 x X2

ml lm

T= x X2 X2,

Observons le fait suivant : quelle que soit I’extension non archimédienne K/ k, le
morphisme

mx1:T3 x T= x M(K) - T= x M(K)
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envoie le point de Shilov de T2 x T2 x M (K) sur celui de T2 x M (K) et, identifiant
la fibre de la projection pry; : T2 x T2 x M(K) = T3 x M(K) au-dessus du
point de Shilov o avec T2 x M(H(o)), le point de Shilov de T2 x T2 x M(K)
coincide avec celui de T2 x M(H(o)) : en vertu de la caractérisation du bord de
Shilov d’un espace strictement k-affinoide rappelée en 1.1.7, il s’agit donc d’une
reformulation des assertions analogues pour les points génériques des schémas
integres T x T x Spec(f{), T x Spec(K) et T x Spec(%).

Nous pouvons maintenant achever la démonstration.

— D’apres ce que ’on vient de dire, le morphisme m x 1 envoie le point z de
T3 x T3 x X2 sur le point y de T2 x XZ et le morphisme m o (m x 1) o o est
donc localisé au point p(x) de X2

— On sait d’autre gart que le point z est envoyé sur y par la projection pryz :
T2 x T2 x X2 - T2 x XJet qu’il s’identifie au point de Shilov de prg; (y) ~
T2 x M(H(y)). Vu le diagramme commutatif

1xm
T2 x T2 x X2 — T3 x X2

Prag L l pro

T3 x X2 X2,

le morphisme pr, o (1 x m) o « est localisé au point m(y) = p(x) de X2etl xm
envoie z sur le point de Shilov de T2 x M(H(p(x))); le morphisme mo (1 x m) o
est donc localisé au point p(p(x)) de X—.

(ii) Considérons un point x dans X= et un élément ¢ de T:l(k) = T(k). L’auto-
morphisme de X3 que définit ¢ est la fleche

tx1
X2 = M(k) x X2 —= 73 % X3 — X3

et, désignant également par ¢ I’automorphisme « multiplication par ¢ » de T3, le
diagramme

T3 x M(H(z)) — T2 x X2 > x3

lel ;xll Lz

T2 x M(H(z)) — T2 x X — x3

est commutatif. Comme 1’automorphisme ¢ x 1 de T2 x M(H(x)) fixe nécessai-
rement le point de Shilov de cet espace affinoide, nous obtenons 1’identité

t(p(x)) = p(x)

et en déduisons que chacun des points de &(X) = p(X:) est fixé par le groupe
T=(k) = T(k).
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Supposons maintenant que le corps k soit infini et soit x un point de X3 fixé
par le groupe T:l(k) ; application T x MMHx)) — T x X2 — X= envoie le
sous-ensemble T:l(k) X M(H(x)) sur le point x. Cette application étant continue et
le point x étant fermé, tout point de T2 x M (H(x)) adhérent a T:l(k) X M(H(x)) a
pour image x. Comme le corps k est infini, le sous-ensemble T(k) x Spec(%) de
T x Spec (%) estdense; il découle alors du lemme suivant que le point de Shilov
de T x M(H(x)) est adhérent a T:l(k) x M(H(x)), ce qui implique 1’égalité
p(x) = x.

Lemme 2.4. Soient K/ k une extension non archimédienne et ¥ un sous-ensemble
de T:l@kK. Si l’image de X par I’application de réduction r : T:@kK — T, K
est dense, le point de Shilov de T:@kK est adhérent a 2.

Démonstration. Le point de Shilov y de TRK est I’unique point dont I’image
par I’application de réduction r est le point générique £ du K-schéma integre T® K.
Fixons un voisinage ouvert 2 de y ; lorsque U parcourt I’ensemble I/ des voisinages
ouverts de £, les r~!(U) forment une famille de sous-espaces fermés de T:l@kK
d’intersection vide avec le compact T®;K — Q et il existe donc U € U tel que
r~1(U) c Q. Sile sous-ensemble r () de T Q K est dense, TN Q # () et le point
de Shilov de T:l@kK est adhérent a X.

Quelle que soit I’extension non archimédienne K/, le point de Shilov de
I’espace K-affinoide T®;K est I’ unique €lément de I'image remproque du point
générique du K-schéma integre T ®x K par I’application de réduction T-=&iK —
T ®i K. Cela suggere de considérer I’application p : X — X, associant a un point
x € X I’image du point générique de T ®; x (x) par I’application canonique

TRrk(x) > TxX—> X.

Proposition 2.5. (1) L’application p est un endomorphisme de [’espace topolo-
gique sous-jacent a X, vérifiant p* = p.

(2) Si x est un point de X, p(x) est le point générique de l’orbite de T dans X
contenant x.

(3) Les diagrammes naturels
P P
X3 —— x3 et 3 —— x3
X—X X —X
p p
sont commutatifs.

Démonstration. (2) L’orbite d’un point x de X sous T est une partie localement
fermée de X qui coincide avec I’image du morphisme

T®pk(z) —= Tx X —= X ;
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comme le schéma T ®; «(x) est irréductible, cette orbite est irréductible et p(x)
en est le point générique.

(3) Fixons un point x dans X=. Identifiant T2 x X et (T x X):l via I’isomor-
phisme canonique (T x X):'—BT:l x X7, les diagrammes

pr
T2x X3 —>x3 e T3Ixx3 2l x2

SR S A

T x X X T x X X

pro m

sont commutatifs. On déduit du premier que p envoie le point de Shilov de T3 x
M(H(x)) — identifi¢ a la fibre pr, ! (x) — sur le point générique de
T x Spec(k(p(x))), et du second découle alors 1’égalité

p(p(x)) = p(p(x)).

On prouve de méme 1’égalité p(r(x)) = r(p(x)).

(1) La continuité de I’application p se déduit facilement du point 2 : étant donné
un fermé F C X, p_l(F) est la réunion des orbites O(§), & € E(X) NF; c’est
également la réunion de leurs adhérences, et il s’agit donc bien d’un sous-ensemble
fermé de X puisque I’ensemble E(X) N F est fini.

L’identité p?> = p découle trivialement de 1’assertion 2.

Corollaire 2.6. Pour tout point & € & (X),
SX)Np ' OEN=6X)Np 1E) et X)) Nr HOEN=6X) Nr ).

Démonstration. Ce sont des conséquences directes des Propositions 2.3 et 2.5 :
si x est un point de &(X) tel que p(x) appartienne a 1’orbite O(§), x = p(x) et
p(P(x)) = p(p(x)) estle point générique de celle-ci, c’est-a-dire £. On prouve de
méme I’égalité S(X) N r~1(0()) = SX) Nr1&).

Remarque 2.7. Le point de Shilov 7y de T est « culminant » (peaked) au sens de
Berkovich — quelle que soit I’extension non archimédienne K de k, la norme de
la k-algebre de Banach H(x)&;K est multiplicative — et p n’est pas autre chose
que I’application

X3—>X:, X > fg*X
définie au paragraphe 5.2 de [1].
Nous allons maintenant décrire explicitement le sous-ensemble &(X) de X2,
(2.1.2) Désignons par Xq 1’orbite ouverte de T dans X et soit V un ouvert

affine invariant de X ; X est contenue dans V et s’identifie a 1’orbite ouverte de
V vu comme variété torique sous T. Fixons une immersion ouverte équivariante
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j: T < X; j(T) = X, et ’homomorphisme j# : I'(V,Ox) — I'(T,Or) =
k[M] identifie I'(V, Ox) a I’algebre k[S] d’un semi-groupe de type fini S C M
engendrant M. Notons que j* réalise un isomorphisme du groupe I" (X, Oy) sur
le groupe I'(T, OF) = k*M, donc de I'(Xo, Ox)/k* sur M, et que le semi-groupe
S est I'image de I'(V, Ox) N "' (Xo, O§). Observons enfin que, via j#, I’action de
T sur V provient de I’homomorphisme

k[S] — K[ST®¢ kIML, D~ @mxm = D, amXm @ Xm-

meS meS

On désigne par Hompon (S, [0, 1]) ’ensemble des morphismes de monoides uni-
taires de S dans [0, 1] — c’est-a-dire les applications u : S — [0, 1] telles que
u(s +s) = u(s)u(s’) et u(0) = 1 — muni de la topologie engendrée par les
évaluations (u — u(s)) que définissent les éléments de S.

Lemme 2.8. (1) L’application p stabilise le sous-ensemble V3deX3et, quel que
soit le point x € V=, p(x) est le point de \ correspondant a la semi-norme
multiplicative

KIS = R0, D amtm = maXan| x| ().

meS

(2) Pour tout point x € van 0" (Xo), p~(p(x)) est un domaine affinoide dont
p(x) est l'unique point de Shilov.

Démonstration. (1) La premiere assertion découle simplement de ce que 1’action
de T7 sur X7 stabilise V3. La seconde est de vérification immédiate : le point de
Shilov de T:l@kH(x) = M(H(x){M}) est défini par la semi-norme

HE@) M} — R0, D amxm — max |ay|
m

meM

et le point p(x) correspond donc a la semi-norme

kST — R0, D @ xm > max |y X (¥)] = max |ay || xom] (x)
m m

meS

provenant de I’homomorphisme

k[S] — KLS1 @ kIM] — HMY, D apdtm = D, am Xon (5) Xom-

meS meS

(2) Quel que soit le point x de \=4 p_L(p(x)) est, d’apres ce qui précede, le
sous-ensemble {| x| = |xm|(x), m € S} de V3. Six e 0 X0), Ixm|(x) # 0
pour toutm € S et, comme le semi-groupe S est de type fini, il s’agit alors bien d’un
domaine affinoide de V3. Le fait que le bord de Shilov de p~! (p(x)) soit le singleton
{p(x)} est une conséquence immédiate de ce que p~! (p(x)) @ H(x) =~ H(x){M}.
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Proposition 2.9. (1) L’application p est continue. 1l s’agit donc d’une rétraction
de X sur le sous-espace fermé S(X).
(2) Pour tout élément u de Homyon (S, [0, 11), U'application

1) < kIST = R0 > @ xon +> max |y |u(m)

meS

est une semi-norme multiplicative bornée et I’application J de Homyon (S, [0, 1])
dans V= ainsi obtenue réalise un homéomorphisme sur le sous-espace fermé
S(V) = 6(X) N V3 de V2,

Démonstration. (1) Si U C X est un ouvert affine invariant et f € I'(U, Ox),
la fonction réelle | | o p sur V= est continue en vertu du lemme précédent. La
restriction de p au fermé U= est donc continue et, puisque X est recouvert par des
ouverts affines invariants, 1’ application p est continue. Comme I’ espace topologique
sous-jacent a X7 est séparé, I’ensemble &(X) des points fixes de p est fermé et p
est une rétraction de X= sur G&(X) en vertu de I’identité p> = p.

(2) La premiere assertion se vérifie facilement : étant donnée une application
u:S — R, 'application

J() : k[S] = Rx0, D amxm > max |ay, |u(m)
m

meS

est une semi-norme multiplicative bornée si et seulement si #(S) C [0, 1]. L’ap-
plication J de Hompo, (S, [0, 1]) dans V= ainsi définie est continue car, pour tout
élément f =" s amxm € k[S], la fonction réelle

U > max |a,, |u(m)
m

sur Hompgon (S, [0, 1]) est continue. L'injectivité de J est évidente puisque u(m) =
| Xm|(J(u)) pour tout m € M et il s’agit donc d’un homéomorphisme du compact
Hompon (S, [0, 1]) sur son image dans V2. Le lemme précédent montre que celle-ci
contient S(V) = &6(X)N V2.1 fournit également I’inclusion réciproque : pour tout
u € Hompon (S, [0, 1]), p(J(u)) est le point de v3 correspondant a la semi-norme

kST — R0, D @ m > max |ap || x| (w)) = max |ay |u(m),
m m

meS

donc p(J(u)) = J(u) et J(u) est ainsi un point de S(V).

Posons Gy(X) = G(X) N p~ 1 (Xp) et So(V) = (V) N p~ 1 (Xg) = Go(X) N
V3. L’application J : Hompon(S, [0, 1]) — &(V) introduite au point 2 de la
proposition précédente réalise un homéomorphisme de 1’ouvert Homyon (S, 10, 1])
sur Sg(V) — car ,o_l(Xo) N V= est précisément 1’ouvert de V= défini par les
conditions x, # 0, m € S — et munit donc Sy(V) d’une structure naturelle de
cone rationnel strictement convexe. En vertu de la discussion précédant le Lemme
2.8, cette structure est, de maniere équivalente, définie par 1’application canonique

I'(Xo, 0%)/k* — C%USo(V), R=g), [+ |f]
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et elle est donc indépendante du choix de I’immersion ouverte équivariante j :
T < X. Nous venons ainsi d’associer a tout ouvert affine invariant V. .C X un
cone rationnel strictement convexe dont So(V) = &(V) N p~! (Xo) est ’ensemble
sous-jacent.

Proposition 2.10. Soit V. C X un ouvert affine invariant et rappelons que r désigne
I’application de réduction Va2 v

(1) Pour tout ouvert affine invariant U C V, So(U) est une face du cone So(V),
d’ensemble sous-jacent Sp(V) N U:, et la correspondance U +— Go(U)
réalise une bijection de I’ensemble des ouverts affines invariants de V sur
I’ensemble des faces du cone Gy(V).

(2) La correspondance & — So(V) Nr~\(€) réalise une bijection de I’ensemble
E(V) = EX) NV des points génériques des orbites de T dans V sur
I’ensemble des intérieurs des faces du cone So(V).

(3) L’intérieur de So(V) correspond a 'unique orbite fermée dans V.

Démonstration. (1) Toute face F du cone Hompgo, (S, 10, 1]) s’écrit d’une maniére
et d’une seule sous la forme

F ={u € Homwmon (S, 10, 1) [ ujpp = 1},
ol Pg est une partie de S contenant O et telle que
(Vs,s’ €S, s+s5 ePre=3s,5 € Pp).

La face F s’identifie en outre canoniquement au cone rationnel strictement convexe
Hompon (SE, 10, 1]), Sk étant le semi-groupe S — Pr C M, et la correspondance
F +— Sg réalise une bijection de I’ensemble des faces de Hompgon (S, 10, 1]) sur
I’ensemble des semi-groupes de type fini dans M contenant S. Ces semi-groupes
S’ correspondent biunivoquement aux ouverts affines invariants U C V, de telle
sorte que le cone Sy (U) s’identifie &8 Homypon (S, 10, 1]), et I’on établit ainsi que la
correspondance U — So(U) = Sp(V) N U= réalise une bijection de I’ensemble
des ouverts affines invariants de V sur I’ensemble des faces du cone Sy (V).

(2) Si F est une face du cone Sp(V) = Homyion (S, 10, 1]), le sous-schéma
localement fermé et integre O de V défini par I’annulation des sections x,, m €
S — Pg, et par I'inversibilité des sections x,,, m € Pg, est une orbite sous T dans
V. Lorsque F parcourt I’ensemble des faces de So(V), les O recouvrent V et
toute orbite de T dansV est donc de cette forme. L’image réciproque de O par
I’application de réduction r étant définie par les conditions |x,,| < 1 pour m €
S —Pgret |xu| = 1 pour m € P, I’ensemble Go(V) N7~ (OF) est précisément
I’intérieur de la face F. Vule Corollaire 2.6, 1a correspondance £ +— So(V)Nr=1(#)
réalise par conséquent une bijection de I’ensemble E(V) = E(X) N V= des points
génériques des orbites de T dans V sur I’ensemble des intérieurs des faces du cone
Go(V).

(3) Si & € E(V) est le point générique d’une orbite fermée de T dans V,
So(V)Nr~1 (&) = So(V)Nr~1(0(&)) est I'intérieur d’une face de S (V) en vertu
du point 2 ; c’est par ailleurs une partie ouverte de S (V) puisque I’application r est
anticontinue et Gg(V) N r~! (&) est donc I'intérieur de G (V). Réciproquement,
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Iintérieur du cdne Sp(V) correspond bien a une orbite fermée de T dans V, a
savoir celle définie par I’annulation des sections x;,, m parcourant I’ensemble des
éléments de S tels que —m ¢ S.

Remarque 2.11. Etant donnée une face F du cone So(V), correspondant a un ouvert
invariant U de V, I’orbite associée a I’intérieur de F est I’'unique orbite fermée de
U (il suffit pour le voir d’invoquer 1’assertion 3 en remplagant V par U).

Lorsque V parcourt I’ensemble des ouverts affines invariants de la variété
torique X, les cones rationnels strictement convexes Go(V) recouvrent 1’ouvert
Go(X) de 6(X) et, si U, V sont deux tels ouverts,

Go(U) N Go(V) = Go(X) NUZNV3 = GyUNV)

est une face commune des cones S (U) et So(V). Le sous-espace Sp(X) de X:,
muni de la collection des cOnes rationnels strictement convexes S (V) associés aux
ouverts affines invariants V de X, est ainsi une réalisation intrinseque de 1’ éventail
de la variété torique X dans son espace de Berkovich X3,

(2.1.3) Le sous-espace fermé S (X) de X7 estI’adhérence de S0 (X) (dans X:) :
en effet, comme Gp(X) est I'image de 1’ouvert dense p1(Xo) par I’application
continue p : X= - X:l, 6(X) = p(X:) est contenu dans I’adhérence de &¢(X),
laquelle est trivialement contenue dans & (X).

Proposition 2.12. Quel que soit I’ouvert affine invariant U de X, S(U) = &6(X)N
U= est I'adhérence de So(U) dans X2 et I'immersion ouverte Sp(U) — &(U)
est la compactification canonique du cone strictement convexe So(U).

Démonstration. On sait que S(U) est I’adhérence de S(U) dans Uj; comme
U= est un sous-espace fermé de X3, cest également son adhérence dans X3,
Si S C M est le semi-groupe associé a U, on a un diagramme commutatif

Homyon (S, [0,1]) —— &(U)

J )

Hompon (S,]0,1]) —— &o(U)

dont les fleches verticales sont les inclusions canoniques et dont les fleches horizon-
tales sont des homéomorphismes, celle du bas réalisant en outre un isomorphisme de
cones rationnels. L'immersion Gy(U) < & (U) est donc bien la compactification
canonique du cdne rationnel strictement convexe S (U).

On voit ainsi que &(X) n’est autre que la compactification canonique de 1’éven-
tail de la variété torique X.

La description du bord de G(X) est aisée et reflete la stratification de X en
orbites, cette fois a travers 1’application p. Observons que, pour tout point £ €
E(X), I’adhérence O(£) de I'orbite O(§) C X est une variété torique sous un
quotient de T.
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Proposition 2.13. Le sous-espace fermé G(X) de X3 est la réunion disjointe des
éventails Sy(O()) des adhérences des orbites de T dans X :

6X)= J &u©OE).

£€E(X)
En outre, pour tout point £ dans &(X), Go(0(&)) = &(X) N p~ 1 (O()).

Démonstration. Etant donné un élément & de E(X), désignons par Y 1’adhérence
de I’orbite O(£¢) munie de la structure de sous-schéma fermé réduit de X et soit T’
le tore quotient de T tel que Y soit une variété torique sous T’. On dispose d’un
diagramme commutatif naturel

T:XYJmX—>Y:

WXidl/ /
my

T2 « Y3

ot : T2 — T'2estla projection canonique, mx estlarestriction de 1’action de T
sur X et my est I’action de T’ sur Y=, Pour toute extension non archimédienne
K/ k,1’application g : T9&K > T’ :l@kK envoie le point de Shilov de la source
sur celui du but. Il en découle que I’endomorphisme py : Y= — Y= obtenu
en considérant Y comme une variété torique sous T’ coincide avec la restriction
de I’endomorphisme px : X2 — X7 (considéré jusqu’ici) a I'image p~!(Y) de
I’immersion canonique Y2 - X2, laquelle réalise donc un homéomorphisme de
S(Y) sur 6X) N p~ ' (Y).

Comme O(§) = Yo, Go(Y) s’identifie canoniquement a S(X) N p 1 O())
et, puisque X est la réunion disjointe des orbites O(§), & € E(X),

6xX) = [J ex)np @) = |J So0E).

§€EX) §€E(X)
(2.1.4) Nous aurons ultérieurement a utiliser le résultat suivant.

Proposition 2.14. Soit X une k-variété torique sous T, affine et normale. Etant
donnée une demi-droite rationnelle D dans le cone Sy(X) de X qui n’est contenue
dans aucune face stricte, il existe une variété torique normale X' sous T, un mor-
phisme propre et équivariant [ : X' — X ainsi qu’un point &' € E(X') tels que
les conditions suivantes soient vérifiées.

— Le morphisme f 2 induit un homéomorphisme de So(X') sur So(X) qui
identifie D a I’adhérence de Sy(X') N r)z,l (&) dans Sy (X).

—Le point § = f (&) appartient a E(X) et

€y =r'{q&p.

— Muni de la structure de sous-schéma fermé réduit de X', {£'} est normal.
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Démonstration. Quelle que soit la face stricte F du cone S (X), on désigne par F’
I’enveloppe convexe de FUD dans S (X) ; c’est un sous-cone de S (X) contenant
F et D, le plus petit satisfaisant a cette condition. Si Fy, F5 sont deux faces strictes
de 6o(X), F} NF, = (F| NFy) et I"’ensemble D formé de tous ces cones F’ ainsi
que de leurs faces constitue une décomposition polyédrale rationnelle finie du cone
Go(X) ([11], Chap. I, Sect. 2, Définition 3). Par application des Théorémes 6, 7 et
8 de [11], Chap. I, Sect. 2, il existe une k-variété torique normale X’ sous T ainsi
qu’un morphisme équivariant et propre f : X’ — X qui satisfont a la condition
suivante (et sont uniquement déterminés, a un isomorphisme pres, par celle-ci) : le
morphisme f:l - X2 = X3 induit un isomorphisme du cone polyédral rationnel
So(X') surle cone Sy (X) tel que la décomposition D de ce dernier corresponde a la
décomposition de S (X') formée des cones définis par les ouverts affines invariants
de X'.

Utilisant la Proposition 2.10, il découle de cette propriété qu’il existe un point
&’ dans E(X') tel que la demi-droite rationnelle D C G (X) soit I'image du sous-
cone de G(X’') d’intérieur r)z,l (&7). Si & est I'unique point de E(X) tel que D soit

contenue dans la face Go(X) Nrg ! (&) de 6¢(X), (&) = & en vertu du troisieéme
point de cette méme proposition.

Nous identifions maintenant les cones So(X') et So(X), notés Sy dans ce qui
suit. I”adhérence du point & dans X est I’'unique orbite fermée car S Nry ! (&) est
Iintérieur du céne &y et, le morphisme f étant équivariant, f~!(&) est la réunion
des orbites O(¢) de X' telles que G N r);l (¢) soit contenu dans I’intérieur de &y.
D’un autre coté, I’adhérence de &’ dans X’ est la réunion des orbites O(¢’) telles que
D soit une face du cone d’intérieur S Nrg,) (¢).Légalité (€'} = f~1({€}) découle
immédiatement de cette description puisqu’elle est équivalente au fait suivant : quel
que soit le cone C figurant dans D, C rencontre I’intérieur de Sy si et seulement si
D en est une face.

Enfin, le sous-schéma integre {€/} = O(&’) de X’ est normal car la variété
torique X’ I’est ([11], Chap. I, Sect. 1, Proposition 2).

2.2. La contraction de X= sur G6X)

(2.2.1) Comme 1’a montré Berkovich, I’action du groupe k-analytique T= sur X3
conduit naturellement 2 une contraction de X= sur le sous-espace fermé 6(X),
c’est-a-dire une homotopie reliant I’application identique de X— a la rétraction p
de X= sur le sous-espace fermé G(X).

Lemme 2.15. Quels que soient I’élément t € [0, 1] et I’extension non archimé-
dienne K/ k, I’espace K-affinoide

Gk (1) = {x € TI&K | |y — 1| <1, m € M}
est un sous-groupe K-analytique de T:l@kK possédant un unique point de Shilov,

noté gx (t). Si K' /K/ k est une tour d’extensions non archimédiennes, la projection
canonique de Gy (t) sur Gk (t) envoie gg (t) sur g (t).
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Démonstration. Quelle que soit la k-algebre affinoide A, I’ensemble des A-points
de T est le groupe des homomorphismes bornés du groupe abélien M dans le
groupe A*. Etant donnés x, y € T:(A) tels que ||x(m) — 1], ||y(m) — 1|| < ¢ pour
toutm € M, ||[x(m)| = ||ly(m)|| = 1 (c’est la condition pour que x et y soient
bornés) et

() y (m)~" = 11| < max(l|x(m) — 11|, |y(m) — 1]]) <t

pour tout m € M. Cela prouve que 1’ensemble des A-points de G(¢) est un sous-
groupe de T:l(A), et donc que le domaine k-affinoide G(#) est un sous-groupe
k-analytique de T=. 11 en est de méme apres toute extension non archimédienne
K/k.

Choisissons maintenant une base (m1, ..., m,) de M. L’homomorphisme ¢ :
T ®r K — AL = Spec(K[X1, ..., X,]) tel que (p#(X,-) =Xm — 1,1, <i <n,
induit un isomorphisme de Gk (¢) sur le domaine K-affinoide {|X;| <17, ..., |X;| <
t} de A’]é:l. Ce dernier a un unique point de Shilov, défini par le prolongement de
la semi-norme multiplicative

KIXt, .o Xa] = Rzo, D0 X! > maxay i,

veNn

et il en est donc de méme pour Gk (7).
Le comportement des points gk (¢) en fonction de K est évident.

Remarque 2.16. Quelle que soit I’extension non archimédienne K/ k, 1application
gK : t +— gk(t)de [0, 1] dans T:l@kK est continue : en effet, si (mq, ..., m,) est
une base du groupe abélien M, la composée de gk par I'immersion TIRiK —
MEK(X, ..., X,}) définie par X; = xm; — 1,1 < i < n, est continue car

| F1(gk (1)) = max |ay ()"
pour tout élément f = > _nn ay(f)X” de K{Xy, ..., X,}.

L’homotopie H : [0, 1] x X= — X= est définie comme suit : étant donnés un
élément ¢ de [0, 1] et un point x dans X:l, H(z, x) est 'image du point gk (¢) de
T:@k’l-l(x) par I’application canonique

TR HX) = T2 x M(H(x)) — T2 x X~ - X=.

Proposition 2.17. L’application H : [0, 1] x X2 - X= que l'on vient de définir
satisfait aux conditions suivantes :
(1) elle est continue;
(i) H(O, -) =idxa, H(1, -) = p et, pour tout t € [0, 1], la restriction de I’appli-
cation H(t, -) a 6(X) est l'injection canonique de & (X) dans X:;
(iii) pour tout t € [0, 1] et tout ouvert affine invariant U C X, l'application
H(z, -) envoie U= dans U=,
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Démonstration. (iii) Quel que soit I’ouvert affine invariant U C X, la stabilité de
U= sous chacune des applications H(z, -), ¢t € [0, 1], estune conséquence immédiate
de la stabilité de U= sous I’action de T= sur X=.

(ii) Les égalités H(O, -) = idya et H(1, -) = p découlent immédiatement de
la définition de 1’application H. Considérons un ouvert affine invariant U C X,
un point x dans U= et un élément f de I'(U, Ox). Comme, pour tout ¢ € [0, 1],
&H(x)(?) estle point de Shilov du domaine H (x)-affinoide Gy (y)(¢) de Tj®kH(x),

|fH(t, ) = max |m{(f),
G0 (1)
ou m, est le morphisme T3®k7‘((x) — T2 x X2 — X=. La famille des G ()
étant croissante avec ¢, nous en déduisons la croissance de | f (H(¢, x))| par rapport
at et obtenons ainsi les inégalités

|f ) = [fHQO, )] < | fHE, )| < [fHA, )] = [f(px)]

pour tout ¢ € [0, 1]. Si le point x appartient a &(X), p(x) = x; on a alors

|fH, )| = [f ()]

pour tous f € I'(U, Ox), t € [0, 1], et donc H(¢, x) = x pour tout ¢ € [0, 1].

(i) Nous allons établir la continuité de H en vérifiant que la fonction réelle

| f(H(z, x))| est continue sur [0, 1] x U= pour tout ouvert affine invariant U C X

et tout élément f de I'(U, Ox). Posons ¢(t, x) = | f(H(z, x))|.

— La continuité de ¢ par rapport a r découle directement de la Remarque 2.16.

— Vérifions ensuite la continuité de ¢ par rapport a x. Lescast = OQett = 1
étant déja acquis, nous pouvons supposer ¢ €]0, 1[. Choisissons une base
(my,...,my) de M et notons F le composé de 1’homomorphisme m*
'(U, Ox) — T'(U, Ox)[M] par le I'(U, Ox)-homomorphisme « : I'(U, Ox)
M] — I'(U, Ox)[[X1, ..., Xull tel que a()m;) =1+ X; (1 <i <n).Ona

F(f) = D F(HX]'...Xp
veN”
et (t, x) = max,en |y ()] (o))
La continuité des fonctions |F,, (f)| implique trivialement la semi-continuité infé-
rieure de ¢ (¢, -). Ces fonctions étant de plus majorées par 1 et ¢ appartenant a |0, 1,

il existe, pour tout point xp € U= et tout nombre réel ¢ > 0, un entier naturel N tel
que, pour tout multi-indice v € N de longueur |v| > N,

IF, (NI < M < o, x0) + &

On en déduit que

lpt.) <gt.x)+ey= [ (IF(H)l <er™ M)

v, [V[=N

est un voisinage de xq, et donc que la fonction ¢(z, -) est semi-continue supérieu-
rement au point xo. Nous avons donc établi la continuité de ¢(t, -).
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—La continuité de ¢ découle facilement des continuités partielles que I’on vient
de vérifier et de la croissance par rapport a . Considérons en effet un point (7, x¢)
dans [0, 1] x U= et un nombre réel & > 0. Tl existe un nombre réel § > 0 tel que

£ &
@(to, X0) — 3 < o(t, x0) < ¢(ty, x0) + 3

pour tout # appartenant au segment [#1, 12] = [fo — §, o + 8] N [0, 1]; il existe
également un voisinage €2 de xo dans U= tel que

& £
@(t1, x0) — 3 <e(,x) et @2, x) < e, x) + 3

pour tout x appartenant a U= Quels que soient alors ¢ € [f1, ] et x € U7, 1a
croissance de ¢(-, x) sur [0, 1] et les inégalités précédentes impliquent :

&
@(t,x) < p(tr, x) < p(t2, x0) + 2 < o(ty, x0) + €
et
&
@(t,x) > @1, x) > @(1, x0) — 3 > ¢(to, X0) — &.

La fonction ¢ est donc continue au point (g, xg).

Remarque 2.18. L’homotopie H considérée ici est un cas particulier de la construc-
tion effectuée par Berkovich dans le paragraphe 6.1 de [1].

(2.2.2) Soient Y le fermé complémentaire de 1’orbite ouverte Xo dans X, X
le complété formel de X le long de Y et o I'unique point de X7 tel que r (o) soit
le point générique de X. Le point o est le sommet commun de chacun des cones
Go(U) associés aux ouverts affines invariants U C X (Proposition 2.10). La fibre
générique X, de X est un ouvert de X= dont la trace sur G(X) est le polyedre
conique épointé Go(X)* = Go(X) — {0} car

Xy =r"'()—p7'(Y)
=p "' (Xo) — r~' (Xo).
Proposition 2.19. L’homotopie H : [0, 1] x X2 — X2 stabilise I"ouvert X, de
X3 etl ‘application induite

H:[0,1] x X;, = X

contracte X, sur So(X)*.
Il en découle en particulier que I’espace analytique X, est homotope a la sphere
SUm) =1 gi le k-schéma X est propre, contractile sinon.
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Démonstration. Quel que soit le point & de E(X), ’homotopie H stabilise les
sous-ensembles ,0_l (O(&)) et r_l(O(E )) de X2 : cela découle directement de la
commutativité des diagrammes

TJXXJLX: et T:XXJLX:

R

T x X X T x X X

m m

et du fait que, pour tout x € X et tout 7 € [0, 1], les points x et H(z, x) appar-
tiennent tous deux, vu la construction de H, a la méme orbite sous T-—.
Comme

X, =p OGN |J  rOE),
§€E(X), §#r(0)

I’homotopie H stabilise X,,.

La restriction de H a X, relie H(0, -) = idx, a la rétraction pix, @ X, —
S0(X)* et contracte donc X, sur So(X)*. On a vu que le polyedre conique Gy (X)
s’identifie canoniquement a 1’éventail de la variété torique X ; I’espace topologique
sous-jacent & Go(X)* est donc homotope 2 la sphere SEMX)~1 gj cet éventail est
complet — c’est-a-dire si X est propre — et il est contractile sinon.

3. L’espace de Berkovich associé a un plongement toroidal

Nous considérons toujours un corps k, muni de la valeur absolue triviale. Un plon-
gement toroidal simple est la donnée d’un k-schéma normal X et d’un ouvert dense
Xp de X tels que I’'immersion ouverte Xy < X satisfasse a la condition suivante :
tout point x de X admet un voisinage ouvert U muni d’un morphisme étale y vers
une variété torique Z tel que Xo N U soit I'image réciproque de 1’orbite ouverte
Zode Z.

Un plongement toroidal est la donnée d’un k-schéma X et d’un ouvert dense
Xo de X tels que I’'immersion ouverte Xy < X satisfasse a la condition suivante :
il existe pour tout point x de X un voisinage ouvert U de x dans X et un morphisme
étale surjectif § : V. — U tels que I"immersion ouverte 5~ (Xo) < V soit un
plongement toroidal simple.

Remarque 3.1. 1. 11 est évidemment loisible d’imposer aux k-schémas U, V et Z
d’étre affines.

2. Lanormalité de X permet de supposer que toutes les variétés toriques considé-
rées sont normales.

Nous allons voir que les résultats du chapitre précédent s’étendent aisément
au cas des plongements toroidaux. Nous ne considérons dans les deux premieres
sections que des plongements toroidaux simples et I’extension aux plongements
toroidaux généraux, quasi immédiate, fait I’objet de la troisieme et derniere section.
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3.1. L’éventail d’un plongement toroidal simple et sa compactification

Dans cette section et la suivante, tous les plongements toroidaux sont supposés
simples.

Nous considérons dans ce qui suit une k-variété irréductible et normale X et un
ouvert dense X tels que I’immersion ouverte Xy < X soit un plongement toroidal.
Nous appellerons carte étale 1a donnée d’un ouvert U de X et d’un morphisme étale
y de U vers une variété torique normale Z tel que Xo N U = y ~1(Zo).

(3.1.1) Les orbites d’une variété torique X constituent une stratification en
parties localement fermées irréductibles. Soit (X,),>0 la suite des parties loca-
lement fermées de X obtenue par induction a partir de 1’orbite ouverte Xy de X
en définissant X, 1 comme la réunion des orbites ouvertes du fermé T-invariant
X —XpU...UX,). Il revient au méme de prendre pour X, I’ensemble des
points réguliers de ce fermé. Chaque orbite ouverte est, en effet, constituée de
points réguliers, tandis que tout point régulier de X — (Xo U ... U X,,) appartient
nécessairement a une orbite ouverte : ainsi qu’on le vérifie sur 1’éventail de X, une
orbite non ouverte O est contenue dans les adhérences de deux orbites ouvertes
distinctes, et donc dans I’intersection de deux composantes irréductibles distinctes
de X — (Xp U ...X,), car O correspond a un cone de dimension d > 2, lequel
a au moins deux faces distinctes de dimension d’ € {1,...,d — 1} donnée; en
particulier, X — (Xo U ... U X,,) n’est normal en aucun point de O.

Chaque X, est par définition une réunion d’orbites de X et 1’ensemble E (X) des
points génériques de ces dernieres est exactement I’ensemble des points génériques
des X,,.

Plus généralement, si Xo < X est un plongement toroidal, X possede une
stratification canonique généralisant la stratification d’une variété torique par ses
orbites.

Lemme 3.2. Soit Uunk-schémaetsoienty : U — Z,y' : U — Z' des morphismes
étales vers des k-variétés toriques. Les conditions suivantes sont équivalentes :

W v '@Zo) =y @)
i) y "E@) =y "(E@)).

Démonstration. Vu la discussion qui précede, il revient au méme de démontrer
I’équivalence entre les deux assertions suivantes :

@y~ 2o) =y~ (Zp:

(i) Yn > 0,y ' (Zy) =y~ ().

L’implication (iii) = (i) est triviale. Etant donné n € N, supposons que
y Nz = yhl (Z;}) pour tout i < n. Ainsi qu’on I’a établi précédemment, Z, 1|
(resp. Z;:-H) n’est autre que I’ensemble des points réguliers de Z — (ZpU...U Z,)
(resp. de Z' — (Z{, U ... U Z;)); comme les morphismes y et y’ sont étales,

Yy ' (Zpi1) ety - ), 1) sont respectivement les ensembles des points réguliers

dey ' (Z—(ZoU...UZ)) =y '@ = Z)U...uZ))) etdonc y ' (Z41) =

y’ _1(2;1 +1)- Cela établit I'implication réciproque (i) = (iii).
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Définition 3.3. Nous désignerons par E(X) I’ensemble des points & de X satisfai-
sant a la condition suivante :

il existe une carte étale y : U — Ztelleque £ e Uet y(§) € E(Z).

En vertu du lemme précédent, cette propriété ne dépend pas du choix de la carte
U, y).
L Etant donné un point £ dans E(X), nous noterons X (£) le complémentaire dans
{£} des fermés {&’}, &' parcourant ’ensemble des spécialisations strictes de & dans
E(X).

Proposition 3.4. Les sous-ensembles (&), & € E(X), sont des parties localement
fermées, irréductibles et disjointes de X,

Xx= U =®

£e8(X)

et

TH= U =@

§'eE(X), §>¢

Quelle que soit en outre la carte étale y - U — 7, 2(X)NU = y " (E(Z)) et

y o= |J =z®nu

§€EB(X), v(6)€0

pour toute orbite O de Z.

Démonstration. Le sous-ensemble E(X) de X étant localement fini, il découle
manifestement de la définition des X (£), & € E(X), qu’il s’agit de parties locale-
ment fermées, irréductibles et disjointes de X. La description de leurs adhérences
se déduit de méme immédiatement de cette définition.

Etant donnée une carte étale y : U — Z sur X, 2(X)NU = y 1 (E(2)). Quel
que soit le point ¢ de E(Z), son orbite O(¢) dans Z est le complémentaire dans
{¢} des fermés {¢'}, ¢’ parcourant I’ensemble des spécialisations strictes de ¢ dans
E(Z). Comme le morphisme y est quasi-fini, on en déduit que y_l (O(2)) est la
réunion des X (§) NU, & parcourant I’ensemble des antécédents de { ou, de maniere
équivalente, I’ensemble des points de = (X) N U dont I’image appartient a O(¢).

Enfin,

Xx= U =®

£e8(X)

car tout point de X est contenu dans le domaine d’une carte étale et toute variété
torique est la réunion de ses orbites.

Etant donné un point £ dans E (X), nous posons
o= U =z@®.
X' eB(X),§'—§

Il s’agit d’un ouvert de X — c’est en effet une partie constructible de X stable par
générisation — qui contient la strate X (£) et dans lequel celle-ci est fermée.
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Remarque 3.5. Si X est une k-variété torique, X(£) est un ouvert affine invariant
pour tout point & de E(X). Il est en effet invariant car réunion d’orbites, et il est
affine car

Go(X) Nr~ (X&)

est I'un des cones figurant dans la décomposition canonique de G (X) définie par
les ouverts affines invariants.

Lemme 3.6. Etant donnés un point & dans 2(X) et une carte étale y : U — Z
telle que & € U C X(§),

(i) yX()) CZ(y&);
(1) y induit une bijection de E(U) = E(X) NU sur E(Z(y (§))).

Démonstration. (i) Cette assertion découle directement du fait que la stratifi-
cation de U est I’image récriproque de celle de Z par ses orbites.

(ii)) Le point précédent permet de supposer Z = Z(y (£)). Considérons un point
&’ dans E(Z) et soit Y le sous-schéma fermé integre de Z de point générique
&’ ; la variété torique Z étant normale, il en est de méme pour Y ([11], Chap. I,
Proposition 2). Comme y induit un morphisme étale de Y' = Yy H(Y)surY,
Y’ est également normal et ses composantes connexes sont donc irréductibles.
Toutes ces composantes doivent par ailleurs contenir le point £ puisque U est
un voisinage ouvert de & dans X (&) et Y’ est ainsi irréductible. Son point
générique est I"unique élément de y ~!(&').

(3.1.2) On rappelle que, si cela ne préte pas a confusion, un morphisme de
k-schémas et le morphisme qu’il induit entre leurs espaces de Berkovich sont
désignés par la méme lettre.

Nous allons maintenant construire 1’ éventail compactifié & (X) du plongement
toroidal Xy < X dans I’espace k-analytique X3,

Proposition 3.7. Soient & un point dans E(X) et y : U — Z une carte étale telle
que U C X(&). Posant &' = y (&), le morphisme vy induit un homéomorphisme de
y N (S@ZE)) sur SZ(E).

Démonstration. Nous procédons en quatre étapes.

Premiere étape. Quelques réductions évidentes pour commenger. On peut tout
d’abord remplacer la variété torique Z par I’ouvert invariant Z(£'), qui est affine
(Remarque 3.5), auquel cas le morphisme y réalise une bijection de E(U) =
y‘l(E(Z)) sur E(Z) (Lemme 3.6).

Notons ensuite qu’il est loisible de supposer que I’ouvert U est affine : en
effet, comme le sous-ensemble & (Z) de 7 est inclus dans ! (E(Z)), son image
réciproque par y est contenue dans r_l(E(X(é))) et I’ensemble E(X(£)) des
générisations du point & dans E(X) est contenu dans tout voisinage ouvert affine
de &.

Remarquons également qu’il suffit d’établir la bijectivité de 1’application
y’] (6(Z)) — 6(Z) induite par y; vu la continuité de y et la compacité de
U= et 77, il s’agira alors automatiquement d’un homéomorphisme.
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Nous pouvons enfin nous restreindre a montrer que chacune des fibres de y
contient exactement un point au-dessus de I'intérieur So(Z) N r, 1(5 ") du cone
So(Z). En effet :

— comme

@2 = |J eonr'@).
{'eB(2)

il suffit de remplacer Z par 1’ouvert Z(¢’) pour obtenir que chaque fibre de y ne
contient qu’un point au-dessus de So(Z)Nr, ! ("), quel que soitlepoint ¢’ € E(Z);

— ayant vérifié que chacune des fibres de y contient un unique point au-dessus
du cone G (Z), on en déduit qu’il en est de méme au-dessus de G(Z) en remplagant
la variété torique Z par les adhérences de ses orbites puisque

62 = |J SO@).

{'€B(2)

Nous établissons finalement dans ce qui suit que les fibres du morphisme y
sont réduites a un point au-dessus de I'intérieur So(Z) Nr, ! (&) du cone Gy(Z).

Deuxieme étape. Le cas d’un cone Go(Z) réduit a un seul point — c’est-a-dire
le cas d’une variété torique Z ayant une unique orbite — est immédiat puisqu’alors
E(U) = y~1(Z) contient également un unique point (en 1’occurence, le point
générique de U) et Go(Z) (resp. y_l (60(2))) est I'unique point de 7= (resp. de
U:) se réduisant sur le point de E(Z) (resp. de E(U)).

Nous supposons dans ce qui suit que le cone Go(Z) n’est pas réduit a un point.

Troisiéme étape. Soit D une demi-droite rationnelle dans le cone Go(Z) qui
n’est contenue dans aucune face stricte. En vertu de la Proposition 2.14, il existe
une variété torique normale Z’ sous le méme tore que Z, un point ¢ dans Z(Z) et
un morphisme f : Z' — Z, propre et équivariant, tels que les conditions suivantes
soient vérifiées :

—  f induitun homéomorphisme de Sy (Z’) sur Sy(Z) qui identifie D aI’adhérence
de Go(Z) N r;;1(2) dans 7/~
— lepoint m = f(¢) appartient a E(Z) et
[GEFAR(ENE
— muni de sa structure de sous-schéma fermé réduit de Z’, {¢} est normal.
Considérons alors le diagramme cartésien

/

U ——U
v Y

7 — 7.
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Le morphisme f’, propre et birationnel, induit un isomorphisme de I’ ouvert y’ - (Zy)
surl’ouverty ~1(Zo) ; f' réalise alors unisomorphisme de I’ouvert y’ - (pz,l(Zé)) -
U'= sur I'ouvert y_l(pZ_I(Zo)) c U2 et, comme Sy(Z) C pZ_l(ZO), So(Z) C
pZ_/I(Zé)), ce morphisme induit donc un homéomorphisme de y’ “1(&0(2))) sur
v 1(60(2)).

L anneau local de ¢ dans Z’ est de dimension 1 (car D est une demi-droite)
et il s’agit donc d’un anneau de valuation discrete puisque le schéma noethérien
Z' est normal. Désignant par ord, cette valuation, la demi-droite D C & (Z')
est 'image de I’application d; de ]0, 1] dans M(Oz ;) C Z’:, qui associe au
point ¢ 1a semi-norme multiplicative 1o () gyr Oz ¢ (d; (1) estla norme triviale).
L’image réciproque de D par y’ est laréunion des images des applications analogues
dy 210,11 — U’ associées aux anneaux de valuation discréte Ouv e, ¢ €y H©).
Les trois assertions suivantes sont donc équivalentes :

— y réalise une bijection de y ~!(D) sur D;
— y/ réalise une bijection de y'~' (D) sur D;
— la fibre de y’ au-dessus de ¢ contient exactement un point.

C’est cette derniere que nous allons vérifier.

Soit 7z’ I’'unique point de U tel que y (") = 7 (on rappelle que 7 appartient &
E(Z) et que y réalise une bijection de E(U) = y_l(E(Z)) sur E(Z)) et posons
Y = {x}, Y = {n'}, de sorte que Y = y~!(Y). Le morphisme f’ étant propre et
birationnel, ses fibres sont connexes en vertu de la normalité de X et le fermé

Y =y 'y = £ e oy = YD)

est donc connexe puisque Y’ est irréductible. Munissant Y” (resp. £~ (Y’)) de la
structure de sous-schéma fermé réduit de U’ (resp. de U), ¥’ induit d’autre part un
morphisme étale et dominant de Y” sur f~!(Y). Comme f ~1(Y) est irréductible
et normal, de point générique ¢, Y” est également normal. Nous obtenons ainsi que
Y” est un k-schéma normal et connexe dominant m; il s’agit donc d’un k-schéma
irréductible et son point générique est I’unique élément de y’ -1 ).

A Tlissue de cette étape, nous avons établi que le morphisme y réalise une
bijection de  ~! (D) sur D pour toute demi-droite rationnelle D C Go(Z) qui n’est
contenue dans aucune face stricte.

Quatrieme étape. Nous achevons maintenant de prouver que les fibres du mor-
phisme y au-dessus de I'intérieur So(Z)Nr, ! (&) du cone & (Z) sont réduites a un
point. Ce résultat est acquis au-dessus du sous-ensemble dense de Go(Z) Nr, ! (&N
constitué des points contenus dans une demi-droite rationnelle.

L’argument est purement topologique. D’apres la Proposition 1.12, I’appli-
cation continue de ry; I(E ) dans r, ! (¢') induite par le morphisme y est ouverte,
propre et surjective. Ces propriétés ont la conséquence suivante, qui fait 1’objet du
lemme ci-dessous : si ¢ est une fonction réelle continue sur rg; 1(e,?), la fonction

réelle y — A.(¢) = max{p(x) x € y~!(z)} définie sur rz_l(é’) est continue.
Quels que soient ainsi f, g € I'(U, Ox), la fonction A(|fg|) — A(|f|A(g]) est
continue sur r, ! (&) ; comme elle s’annule manifestement sur le sous-ensemble de
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So(Z)Nr, ! (&) formé des points contenus dans une demi-droite rationnelle, elle
est identiquement nulle sur Go(Z) Nr, ! (&') par densité.

Considérons finalement un point z dans Go(Z) N7, ! (£'). Si y~!(z) contient
deux points, il existe un €lément f de I'(U, Ox) tel que M = max,, -1, [ f| >
m = min,, -1 | f| > 0. Comme I"application g — A(|g]) est une semi-norme
multiplicative et bornée sur I' (U, Ox) se prolongeant multiplicativement a I’anneau
'(D(f), Ox), on obtient alors une contradiction puisque

L= AUFIF7D = AU DA =Mm ™

La fibre y‘l (z) contient donc un unique point quel que soit z € &o(Z) Nr, ! )
et la démonstration est achevée.

Lemme 3.8. Soient X et Y deux espaces topologiques localement compacts et soit
y : X — Y une application continue, ouverte, propre et surjective dont les fibres
sont finies. Si ¢ est une fonction réelle continue sur X, la fonction réelle

Y ¥ () = max{p(), x €y ()
définie sur Y est continue.

Démonstration. Soient y un point dans Y et & > 0 un nombre réel. L’application
y étant ouverte, il existe pour chaque point x de ¥ ~!(y) un voisinage ouvert ar-
bitrairement petit U, de x dans X et un voisinage ouvert V, de y dans Y tels que
y (Uyx) = V,. Comme la fibre y‘l(y) est finie,

V=ﬂvx

xey~L(y)

est un voisinage ouvert de y dans Y et

u= |J uny'v
xey~l(y)

est un voisinage ouvert de y‘l (y) dans X. Quitte a réduire ces voisinages, on peut
en outre supposer que la majoration

suplg —p(x)| < e

Ux

est vérifiée pour tout x dans y ~!(y).

Le point y admettant un syst¢éme fondamental V de voisinages compacts, la
fibre  ~(y) est I'intersection des compacts y ' (W), W € W, et la compacité
locale de X garantit I’existence d’un élément W de W tel que y ~'(W) c U.

Considérons maintenant un point y” dans le voisinage W NV de y. Comme U
est un voisinage de y ~! (y’) dans X, il existe pour tout point x’ de y ! (y") un point
x dans y~1(y) tel que x’ € Uy, et ceci implique ¢p(x) — & < p(x') < p(x) +¢; de
ces inégalités découle alors la majoration

¥ () = max{p(x), x' €y l(y)} <max{p(x)+¢& x ey 'MI=vO) +e
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Enfin, puisque V C y (Uy), chacun des ouverts U, rencontre la fibre y‘l (y') etles
inégalités précédentes impliquent également la minoration

Y(y) =max{p(x), x €y (M} <max{e)+e ¥ ey OGN =y +e
Nous avons établi la continuité de la fonction ¥ en tout point y de Y.

Etant donnée une carte étale y : U — Z, le sous-espace fermé y_l (6(2)) de
U2 dépend a priori du choix de cette carte. Qu’il n’en soit en fait rien découle de
la Proposition 3.11 ci-dessous.

Définition 3.9. Soit X < X un plongement toroidal. Etant donné un ouvert U de
X, on désigne par A(U) le groupe des diviseurs (de Cartier) sur U dont le support
est contenu dans U — (Xo N U) et par A(U) 4 le sous-semi-groupe constitué des
diviseurs effectifs.

Remarque 3.10. Soit T un k-tore déployé, de groupe des caracteres M, et soit Z
une variété torique sous T, affine et normale, correspondant a un semi-groupe
S C M. Quelle que soit I’'immersion ouverte équivariante j : T < Z, I’application
M — Div(Z), m + div(x,;,) induit un isomorphisme de M/(S N (—=S)) sur le
groupe A(Z).

Quel que soit 'ouvert U de X, tout élément D de A(U) donne naissance a
une fonction réelle continue |D| sur un p~1(Xp) de la maniére suivante. Etant
donnés un point x de uan 0~ 1(Xo) et une équation f de D sur un voisinage V
de r(x) dans U, le nombre réel strictement positif | f|(x) ne dépend que de D : si
g est une autre équation de D sur un ouvert affine W C V, il existe en effet une
unité u € I'(W, Ox)* telle que g = ufjw; comme chaque élément de I’anneau
'(W, Ox) est, en tout point de W:l, de valeur absolue inférieure a 1 (valeur absolue
triviale), les unités ont une valeur absolue constante, égale a 1, sur W:l; on a donc
| f1(x) = |g|(x) et 'on pose |D|(x) = | f|(x). La fonction |D| est majorée par 1 si
et seulement si le diviseur D est effectif et 1’application

AU) = C°(U=Np~ (X0), R=0), D~ |D|
est un homomorphisme de groupes abéliens.

Proposition 3.11. Soit & un point dans E(X) et soit y : U — Z une carte étale
telle que € € U C X(§).

(i) L’image de I’application
U= N p~! (Xo) — Homap(A(U), R=o)

est le cone Hompypon (A (U) 4, 10, 1]).
(i) L’application py réalise un homéomorphisme de y = (&o(Z)) sur son image.
(iii) Pour tout point x € Im(uy), /,LI_J] (x) est un domaine affinoide tel que

T(ug' @) = ug' ) Ny~ 1(&@)).
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Remplacant au besoin Z par un ouvert invariant, nous pouvons supposer Z =
Z(y (&)) (Lemme 3.6).

Lemme 3.12. L’homomorphisme y* : A(Z) — A(U) induit un isomorphisme

AZ)® Q=AU ® Q.

Démonstration. Les notations sont celles de la proposition précédente.

Il est facile de voir que I’homomorphisme y* : A(Z) — A(U) est injectif. Soit
E(Z, 1) (resp. E(U, 1)) I’ensemble des points de E(Z) (resp. E(U)) de hauteur
1. Le morphisme y induit une application bijective ¢ : E(U, 1) — E(Z, 1) et, ce
morphisme étant en outre étale, le diagramme naturel

cyc

A(U) —— Hom(Z(U,1),Z)

A

A(Z) e Hom(2(Z,1),7Z),

dans lequel les fleches horizontales sont injectives en vertu de la normalité de U et
Z, est commutatif. Cela établit I’injectivité de y*.

Posons X¢ = Spec(Ox ¢), )’(\g = Spec(@), Zg = Spec(Oz 1), z} =
Spec(Oz.¢1), ou &' = y(£), et considérons le diagramme commutatif naturel

A(U) = AX¢) — A(Xg)

A(Z) —— MZg) — A(Zg).

Les fleches horizontales sont injectives et I’on vient de voir qu’il en est de méme
pour | les fleches verticales. Les deux fleches res : A(Z) — A(Zg) et A(Zgr) —
A(Zg /) sont en outre des isomorphismes. Pour établir la surjectivité de ces homo-
morphismes, il s’agit de vérifier qu’un cycle 1-codimensionnel sur Z, positif et dont
le support est contenu dans Z — Z, provient d’un diviseur sur Z si et seulement si
tel est le cas sur Zg/ Désignant par J I’idéal T-invariant associé a ce cycle,

— T est localement principal sur un ouvert invariant de Z ; par conséquent, il est
localement principal sur Z si et seulement s’il I’est au point &'

— les anneaux Oz ¢ et Oz ¢ étant integres, I'idéal TJOz ¢ (resp. IOz 1) est prin-
cipal si et seulement s’il est libre en tant que Oz ¢/-module (resp. Oz ¢/-module)

et JOz ¢ est donc principal si et seulement si J 6;5/ I’est par platitude de 62\5/
sur Oz ¢
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Le morphisme )/(E — Z;/ induit par y est étale et fini, de degré deggy. On
dispose par suite d’'un homomorphisme norme N : A ()/(\g) — A(Zgr) tel que

y*(N(D)) = (deggy)D

pour tout D € A()?g) (en vertu du fait que y réalise une bijection de E(U, 1) =
Yy WE(Z, 1)) sur E(Z, 1)) et I'on en déduit que 1’homomorphisme injectif
y* By A(Z;/) - A()/(g) donne naissance a un isomorphisme de Q-vectoriels
A(Zg/)Q:A(XS)Q.

Finalement, toutes les fleches du diagramme précédent deviennent des isomor-
phismes apres tensorisation par QQ et cela acheve la démonstration du lemme.

Démonstration de la Proposition 3.11.

(1)—(ii) Lapplication uy est manifestement a valeurs dans le cone

Hompion (A (U)+, 10, 1]) = {u € Homap (A(U), R-o) [u(D) =1, D € A(U)4}

et le diagramme naturel

U= p(Xg) —— Hommon(A(U)1,]0, 1))

o L -oy*

z2n p_l(ZO) 7 HomMOH(A(Z)Jr’ ]07 1])

est commutatif. Il a déja été établi que :

— TP’application pz est surjective et réalise un homéomorphisme de G(Z) sur son
image (Proposition 2.9) ;
— TD’application y réalise un homéomorphisme de y (S @)) sur (Z) (Proposi-
tion 3.7) ;
il découle en outre du lemme précédent que I’application (- o y*) est bijective.
Ces trois observations impliquent immédiatement les assertions (i) et (ii) de la
proposition.
(iii) Soient f1, . .., fa € Oz(Z) engendrant le semi-groupe A(Z) . Etant donné
un point # € Hompen (A (U), 10, 1]), d’image v dans Homwen(A(Z), 10, 1]),
ugl(y) est le domaine affinoide {| f1| = v(f1), ..., |fal = v(fq)} de 77 et

ng @) = {1y fil = v(f), o 1Y fal = v(f)
=y Al =u@* ), .. 1Y fal = uy® f).

Cela prouve que /L[_J] (1) est un domaine affinoide de U=. Enfin, son bord de Shilov
F(,ulj1 (1)) (non vide) est contenu dans 1’'image réciproque du bord de Shilov de
,ugl (v) ; comme F(,ui1 ) =6(2) ﬂ,uil (v) (Lemme 2.8), la conclusion découle
de la bijectivité de I’application y : &(U) = y~1(&(Z)) — &(Z) (Proposition
3.7).
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Corollaire 3.13. 1l existe une application continue et une seule px : X2 - x2 qui
satisfasse a la condition suivante : pour toute carte étaley : U — Z, px (U2 c u=
et le diagramme

UJLU:

Z: e Z:
Pz ’
dans lequel pz estI’endomorphisme de 7= introduit au cours du chapitre précédent,

est commutatif.
Cette application est telle que pg( = px.

Démonstration. Considérons une carte étale y : U — Z. Puisque, par définition,
&6Z) =pz (Z:l), il existe en vertu de la Proposition 3.7 une application continue
pu : U= — U et une seule telle que le diagramme

U:ﬂ)UD

St

J s> 73
Z pzZ

soit commutatif. L’identité p% = pz implique immédiatement p% = pu. Le mor-
phisme y étant fixé, py est la restriction de py a v-2 pour tout ouvert V C U car,
quel que soit I’ouvert affine invariant Z' de Z, pz est la restriction de pz a Z/ -
(Lemme 2.8).

Etant donné un point x dans u2n /o_1 (Xp), il découle d’autre part de la pro-
position précédente que py(x) est 'unique point de Shilov du domaine affinoide
V“I_Jl (nu(x)) de U-. La restriction de pu a ’ouvert dense u2n p~ 1 (Xo) de u-
est donc indépendante du choix du morphisme étale y, et cela est vrai sur U= tout
entier en vertu de la continuité de py. Cette derniere application ne dépend donc
que de I'ouvert U de X et pas du morphisme y : U — Z

Les différentes applications py se recollent finalement en un endomorphisme px
de I’espace topologique sous-jacent a X3 qui satisfait aux conditions de 1’énoncé.

On désigne par G(X) I’'image de 1’application px ; c’est un sous-espace fermé
de X2 et ’on pose Gp(X) = 6(X)N ,o_1 (Xp). L’application px est une rétraction
de X7 sur &(X).

(3.1.3) La description de &(X) est tout a fait semblable a celle de I’éventail
compactifié d’une variété torique.

Commencons par introduire 1I’analogue de 1’application px au niveau schéma-
tique.
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Lemme 3.14. Soit px : X — X U'application associant a tout point x de X le
point générique de I’'unique strate de X contenant x. Il s’agit d’'un endomorphisme
continu de X, d’image E(X) et s’insérant dans les diagrammes commutatifs :

X:l 1) X:l et X:l i) X:l

LI S S

px px

Démonstration. Quelle que soit la carte étale y : U — Z, px stabilise I’ouvert
U et sa restriction a U est ’application py. La continuité de px s’établit comme
celle de pz (proposition 2.5) et la commutativité des deux diagrammes considérés
découle directement de 1’assertion analogue pour Z (idem) et de la Proposition 3.7.

Comme dans le cas torique, nous obtenons que, pour tout point £ € E(X),
la trace sur G(X) de I’'image réciproque de la strate X (£) de X par I’application
de réduction r : X= — X (resp. par I’application p : X3 — X) coincide avec
SX) Nr~1(&) (resp. avec &(X) N o).

Proposition 3.15. Soit & un point dans E (X).
(1) L’application
AX(&) — C*(S0(X(§)). Ro0), D> [D|

munit So(X()) = Go(X) N r_l(X(S)) d’une structure de cone rationnel
strictement convexe.
(2) Quel que soit la générisation &' de & dans 2 (X),

So(X(E)) = Go(X(£)) N X (£
est une face du cone So(X(€)) et la correspondance

£ > Go(X(E")

réalise une bijection de l'ensemble des générisations de & dans E(X) sur
l’ensemble des faces du cone Sy(X(§)).
(3) L’application

£ GoX@E))NrolE)

réalise une bijection de l'ensemble des générisations de & dans E(X) sur
I’ensemble des intérieurs des faces du cone Sy(X(§)).

Démonstration. Le premier point est une conséquence directe de la Proposition
3.11. Les deux points suivants se déduisent immédiatement des assertions analogues
dans le cas torique, démontrées a la Proposition 2.10.
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Ainsi que nous venons de 1’établir, le sous-espace So(X) de X2 est natu-
rellement muni d’une structure de polyedre conique rationnel et la stratification
canonique de X donne naissance a un recouvrement de Go(X) par des cones
rationnels strictement convexes So(X(€)) (£ € E(X)) tel que, pour tous points
£',&" e B(X),

Go(X(E)) NG(X(E")

soit la réunion des faces communes & Go(X(&)) et So(X(£”)). Par analogie avec le
cas torique, nous dirons que S (X) est 1’ éventail du plongement toroidal Xy — X.

La description du sous-espace fermé G (X) de X se déduit facilement de celle
de 6o (X).

Lemme 3.16. Soit & un point dans 2(X) ; munissant I’adhérence de la strate 3 (€)
de sa structure canonique de sous-schéma fermé réduit de X, I’immersion ouverte

X(E) — X(©)
est un plongement toroidal.

Démonstration. Modulo le fait que, dans toute variété torique normale Z,1’adhé-
rence O d’une orbite O est une variété torique normale dont O est I’orbite ouverte,
cette assertion est une conséquence immédiate de la Proposition 3.4.

Proposition 3.17. (1) Le sous-ensemble fermé S(X) de X2 est adhérence de
Go(X) et 'immersion ouverte So(X) — &(X) est la compactification cano-
nique provenant du recouvrement par les cones strictement convexes Sp(X) N
X7 & € BX).

(2) Soit & un point dans &(X). L’'immersion fermée canonique

@) X2
induit un homéomorphisme de S (X (§)) sur S(X) N p~ L (Z(§)).
(3) Le bord de la compactification S(X) de Sy(X) reflete la stratification de X :
6X) -6X) = |J 6EE).
§€E(X)

Démonstration. Modulo le lemme précédent, ces résultats découlent directement
des énoncés analogues dans le cas torique (Proposition 2.13).

3.2. La contraction de X= sur 6 (X)

Comme dans le cas torique, nous allons maintenant voir qu’il existe une maniere
naturelle de définir une contraction de X= sur &(X). La construction qui suit est
essentiellement celle de Berkovich au paragraphe 5 de I’article [5].

(3.2.1) L’homotopie H va étre obtenue en recollant des applications construites
localement a partir des cartes étales.
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Définition 3.18. Etant donné un k-groupe algébrique G, on désigne par G le com-
plété formel de G au point unité 1.

On rappelle que la catégorie des k-schémas s’identifie naturellement a une
sous-catégorie pleine de la catégorie des k-schémas formels, au k-schéma affine
X = Spec(A) correspondant le k-schéma formel affine Spf (A) obtenu en munissant
I’anneau A de la topologie discrete. En particulier, sim : G x Z — Z est I’action
d’un k-groupe G sur un k-schéma Z, le morphisme de k-schémas formels obtenu
en composant m avec i X idz : Gi xZ — G xZ,oui estle morphisme canonique
de G | dans G, est une action de G 1 sur le k-schéma formel Z.

L’ observation suivante se trouve dans I’article [S] de V. Berkovich (Lemma 5.5).

Lemme 3.19. Soient G un k-groupe, Z un k-schéma et m : G x Z — Z une action
de G sur Z. Quel que soit le morphisme étale y : U — Z, il existe un unique
morphisme de k-schémas formels m,, : G xU—>U définissant une action de Gi
et tel que le diagramme

My

CA}le—>U

axy | lv

_ s
G x7Z Z
soit commutatif.

Démonstration. Notons i I’immersion fermée Spf(k) — Gl définissant le
k-point 1 de G et considérons le diagramme cartésien suivant dans la catégorie
des k-schémas formels :

A% U
gj l'y
(A}1><U,—>(A}1><Zm—>Z.

1da1 Xy

Le diagramme

idy

U

U
MUL Lw
Z

Xy
{1}XU EG1><Z_>m

est commutatif puisque m o (i x idz) est 'identité de Z = {1} x Z; il détermine
donc une section oy de g au-dessus de la fibre spéciale {1} x U du k-schéma formel
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G; x U. Le morphisme g étant étale, og se prolonge de maniere unique en une
section o de g. Par construction, le morphisme m, = f o o s’insere alors dans le
diagramme commutatif

~ My
G1XU >

ida] Xy l t'y

Gy Z

etmy, o (i x idy) = f o o¢ est I'identité de U = {1} x U. Pour établir que m,,
définit une action de Gj sur U, il reste a vérifier que le diagramme suivant,

pxidu

61X§1XU_>G1XU

id@1 XMy l L My

élXU U7

My

dans lequel u : G x G — G estlaloi de groupe de G, est commutatif. Ceci
découle du fait que chacun des morphismes m,, o (u x idy) etm,, o (ida1 X my)
fait commuter le diagramme

61X61XU**>U

idxidxvl l‘/

(A}1><(A}1><ZT>Z,
m

m” =mo (u x idy) =mo (idg, x m),

le méme raisonnement que précédemment montrant en effet qu’il existe un unique
morphisme ayant cette propriété.

(3.2.2) Considérons maintenant une carte étale y : U — Z et notons T le tore
de Z, de groupe des caracteres M. Posant ¥ = Ty, I’espace de Berkovich

T (x e T2 |x(m) — 1|(x) < 1, m € M}

du k-schéma formel ¥ est un sous-groupe k-analytique de T, réunion des sous-
groupes G(t), t € [0, 1[, définis au paragraphe 2.2.1.

Remarque 3.20. Quelle que soit I’extension non archimédienne K de &, I’ensemble
des K-points de T2 est le groupe des éléments x de Homap (M, K*) tels que
|x(m) — 1| < 1 pour tout m € M.
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Le morphisme de k-schémas formelsm,, : €©xU — U, déduital’aide dulemme
précédent de I’action de T sur Z, induit un morphisme d’espaces k-analytiques
my : T3 x U= - U= qui définit une action du k-groupe analytique T3 sur U2
telle que le morphisme p : U= — Z2 soit équivariant.

Tout point x de U= définit tautologiquement un H(x)-point x : M(H(x)) —
U= et donne lieu au morphisme canonique

My x: T%(X) =T x MH((x)) — U:l,

composé par m, de I’homomorphisme idgz X x : T3 x M(H(x)) — T2 x U2
La définition suivante s’impose d’elle-méme.

Définition 3.21. Etant donnée une carte étale y : U — Z sur X, on définit une

application H, de [0, 1] x U= dans U= de la maniére suivante : pour tout point

X € U:l,

— H, (¢, x) est 'image par m, , du point de Shilov gz(,)(¢) de I'espace H(x)-
affinoide Gy () sit € [0, 1[;

- H, (1, x) = px(x).

Remarque 3.22. 1. Quel que soit ¢ dans [0, 1[, I’application H,, (z, -) stabilise cha-
cune des fibres de 1’application de réduction r : U2 - U.

2. Soit y : U — Z une carte étale sur X et soit x un point de U= Désignant
par my, : T x U — U I'action de T sur U fournie par le Lemme 3.19, le
morphisme m,, , : T3 U:l@kH(x) se factorise par la projection canonique
de U:@kH(x) sur U=, Pour tout € [0, I[, 'image G(z, x) du sous-groupe
analytique G (t) C S:@k?-l(x) dans U:@k?-[(x) est /’orbite du H (x)-point
x sous Gy (7).

3. Le corps H(x) ne joue aucun rdle particulier dans ce qui précede. Quels que
soient en effet I’extension non archimédienne K de k et le point x de UJ(K)
localisé en x, H, (¢, x) est, pour tout ¢ € [0, 1[, I'image du point de Shilov de
I’espace K-affinoide Gk () par le morphisme

T2 = T2 x M(K) > T2 x U= > U=,

Ceci découle du fait qu’un tel corps K est nécessairement une extension de
‘H(x) et que la projection canonique de ‘I:QADkK sur ‘I:l@kH(x) envoie le point
de Shilov de la source sur le point de Shilov du but.

Proposition 3.23. Quelle que soit la carte étale y : U — Z sur X, l'application
H, : [0, 1] x U= — U=

possede les propriétés suivantes :

(i) elle est continue;
(i) Hy (0, .-) est’identité de U-et H, (1, -) estla rétraction py de U= sur & ),
(iii) Hy, (¢, -) induit I'identité sur S(U) pour tout t € [0, 1].
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Démonstration. Désignant par Hz I’homotopie [0, 1] x 7= — 73 construite a la
Sect. 2.2 du chapitre précédent, le diagramme

H,
0,1] x U= —— 3

id[0,1]><’7l L’Y

0,1] x Z= —— 73

Hz

est commutatif.

(i1) Ces deux assertions sont trivialement vérifiées.

(ii1) Modulo le diagramme commutatif que ’on vient d’écrire, cette assertion
découle directement du résultat analogue pour Hz (Proposition 2.17) et du fait que
y réalise une bijection de Y~ 1(&(2)) = &(U) sur le sous-ensemble y (S(U)) de
&(Z) (Proposition 3.7).

(i) La preuve de la continuité de H, est essentiellement la méme que celle de
la continuité de 1’application Hz donnée a la Proposition 2.17 :

— comme pour Hz, il suffit d’établir la continuité partielle de H,, relativement a
chacune des variables ;

— quel que soit ¢ €]0, 1[, la continuité de H,, (¢, -) s’établit comme dans la Propo-
sition 2.17;

— pour tout x € U:l, la continuité de H,, (-, x) sur [0, 1[ découle directement de
la définition et il suffit d’établir la continuité au point 1. Le k-schéma U étant
recouvert par les ouverts T-invariants U(§), & € E(U), il existe £ € E(U)
tel que x soit contenu dans le fermé T invariant U ):l. Comme U(& ):l est
en outre stable sous py, il est stabilisé par H, et nous pouvons remplacer
U par U(€). Remplagant de méme Z par Z(y (§)) (ouvert invariant contenant
y (&)), nous nous réduisons au cas ou I’application y : U= — 7= induit un
homéomorphisme de G(U) = y~1(&(2)) sur &(Z).

Soitalors (#,),,en une suite de points de [0, 1[ convergeant vers 1. Si y est une valeur

d’adhérence de la suite (H(z,, x)), dans U:, y(y) = Hz(1, y(x)) = pz(y (x)).

Comme y ~!(pz(y (x))) = {pu(x)}, on a donc y = py(x) et la suite (H, (14, x)),
converge ainsi vers py(x) = H(l, x).

La derniere étape consiste a s’assurer que les homotopies locales H, peuvent
se recoller en une homotopie globale H.

Lemme 3.24. Etant données deux cartes étalesy : U — Zety' : U — Z/ sur X,
H, et H, stabilisent (UN U2 = U3 N U=,

Démonstration. Les applications H, (¢, -) et H,(z, -) stabilisent respectivement
les fibres des applications de réduction ry : U= > Uet ry 2 U S pour tout

t € [0, I[; elles stabilisent donc le sous-espace fermé uAnu-= unvu ):l =
i UNU) =g (UNU) =g (UNTY) de X2
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Proposition 3.25. Quelles que soient les cartes étales y : U — Z ety : U — 7/
sur X, H, = Hy/.

Démonstration. Considérons deux cartes étalesy : U — Zety’ : U — Z'surX;
nous pouvons supposer que U, Z et Z’ sont affines, de laforme U = U(§), Z = Z(¢)
etZ =7'(¢)avecé € E(X), . =y (&) € E(Z)ets’ =y'(§) € E(Z). Rappelons
que, dans ces conditions, les morphismes y et ¥’ induisent respectivement des
homéomorphismes de S(U) = y~1(&(Z)) = y/_l(G(Z’)) sur §(Z) et &(Z)).
Observons également que Z et Z' sont deux variétés toriques sous le méme tore
puisque dim(Z) = dim(U) = dim(Z').

En vertu de la continuité des applications H,, et H,/, il suffit d’€tablir I’identité

H, (1, x) = H, (¢, x)

pour tout point (¢, x) de 1’ouvert dense [0, l[x,o_1 (Up) de [0, 1] x U=

Nous fixons un point x dans 1 (Up) et choisissons une extension non archi-
médienne K de k dont la valeur absolue n’est pas triviale, ainsi qu’un point x dans
U:(K) localisé en x.

Premiere étape. Par application du Lemme 3.19, nous obtenons deux actions
my :TxU— Uetm, : T x U— U du k-groupe formel T sur U. Nous allons
vérifier que I’orbite G, (17, x) de x sous I’action m,, de Tg = TI&K coincide
avec son orbite G,,/(17, x) sous ’action de m,,.

Posonsz = y(x) etz = y(x). Comme z appartientél,o’1 (Zo), | xm(z) # Opour
tout caractere m du tore T de Z et, vu la définition de la rétraction pyz : 7= 5 & 2),
P '(pz(2)) est le domaine affinoide

V = A{lxml = lxml(z), m € M}

deZ3, 00 M désigne le groupe des caracteres de T. De maniére équivalente, V®; K
est orbite du point z sous T:‘®k K, c’est-a-dire I'image du morphisme

i, s TR K — Z7&K
factorisant le morphisme canonique
TIEK = T2 x M(K) — T2 x 73 —— 73,

Le domaine K-affinoide V&K = M(A) est isomorphe, via 7, a T:@kK. On
en déduit que /7, induit un isomorphisme du K°-schéma formel T x Spf(K°) =
Spf(K°{M}) surispf (A®), et donc que Spf(A°) est un K°-schéma formel de pré-
sentation finie et lisse.

Soit 27 le K°-schéma formel défini par le diagramme cartésien

20 U x Spf(K°)

| -

Spf(A°) —— 7 x Spf(K°),
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ou i désigne le K°-morphisme provenant de 1’immersion affinoide M(A) —
Z, K. 11 s’agit d’un K°-schéma formel affine car tel est le cas des trois autres. Le
morphisme y étant étale, il en est de méme de § et le K°-schéma formel 20 est donc
de présentation finie et lisse. Comme sa fibre générique est le domaine K-affinoide
y’] (Vk) = M(B) de U:@kK, nous obtenons finalement 25 = Spf(B°) puisque,
2 étant lisse, son anneau de coordonnées est égal a sa fermeture intégrale B® dans
B ([7],6.1.2 et 6.3.4).

Le groupe K-analytique T% C TA&K estlafibre de 1 application de réduction
T:@kK — T ® K au-dessus du point 1 de T(IZ). L orbite G(17, z) de z sous 3%
est de méme la fibre de I’application de réduction r : Vg — Spf(A°) au-dessus
du Iz—point r(z). L’action m,, de T sur U relevant, par définition, I’action de T sur
Z via y, les fibres de I’application de réduction r : 20, = y~1(Vk) — 20 sont
stables sous TE etdonc G, (171, x) ¢ r~'(r(x)). L’inclusion réciproque est facile
a établir : quel que soit le point y de r Y r(x)), 8(y) € r’l(r(g)) = G(l’l,g) et
doncy € G, (17, y), 0ty estun point de r ! (r (x)) tel que §(y) = z;en vertudu
caractere étale du morphisme § : 20 — Spf(A°), x est 'unique point de r ' (r (x)
d’image z et I’on en conclut a I’appartenance de y a G, (17, x).

Nous avons ainsi démontré que 1’orbite de x sous Tg s’identifie a la fibre de
r: 2, =y~ Y(Vk) — 20 au-dessus de r(x).

La méme discussion que précédemment, en partant cette fois de la carte étale
y' 1 U — Z/, permet d’établit que I"orbite G,/ (17, x) est la fibre de I’application de
réduction 7’ : y’71 (V) = QB;7 — 2’ au-dessus du point 7’ (x), 20 étant ici le K°-
schéma formel Spf(B’°) de fibre générique le domaine K-affinoide y’fl(VK) =
M(B') de UK.

Il est maintenant aisé de conclure. Comme le morphisme y induit un homéo-
morphisme de S(U) = y~(&(Z)) sur &(Z), le domaine affinoide y~I(V) =
y ! (pgl (pz(2))) de U= coincide avec pal (pu(x)); on a de méme

Y~ V) =py ()
et donc
Y~ (Vi) =y VBIK =y T (MBK =y (Vi).
Les K°-schémas formels 20 et 20 sont par conséquent identiques et
Gy(17.x) = G,r(17. x).

Seconde étape. Soit ¢ I’automorphisme de ‘IE défini par

~

Il est clair que ¢ (1) = 1 et, comme tout automorphisme analytique d’un polydisque
ouvert fixant 1’ origine préserve le rayon des polydisques fermés ([1], Lemma 6.4.4),
nous obtenons les égalités

¢(Gk (1)) = Gk (1)
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puis
Hy,(t,x) =H,/ (¢, x)
pour tout ¢ € [0, 1.

Théoreme 3.26. I/ existe une application
H: [0, 1] x X2 — X~

et une seule satisfaisant a la condition suivante : quelle que soit la carte étale
y : U — Zsur X, H envoie [0, 1] x U= dans U= et sa restriction a [0, 1] x U=
est I’homotopie H,, de la proposition 3.23.

C’est une application continue telle que, pour tout point x € X3

- H@O, x) =x;

- H(,x) =px(x);
— si x appartient a S(X), H(t, x) = x pour tout t € [0, 1].

Démonstration. Cet énoncé la conjonction du lemme 3.24 et de la Proposition
3.25.

Corollaire 3.27. Soit Xo — X un plongement toroidal simple et soit X le complété
formel de X le long du fermé X — X.

(1) La rétraction px : X3 > & (X) envoie I'ouvert X, sur le polyédre conique
épointé

6(X) = G(X:) Nx, =6(X) - ril(X(O)),

ot X désigne I’ensemble des points génériques de X.
(2) L’homotopie H : [0, 1] x X2 — X7 stabilise I'ouvert X, de X7 et elle induit
une homotopie H : [0, 1] x X;, — X, contractant X, sur G(X).

Démonstration. (1) Larétraction px de X2 sur & (X) envoie p~ ! (Xo) sur So(X)
et px! (r 1 (X@)) = r~1(Xp). Comme X, = p~' (Xo) N (X= — r~' (X)),

px(X,) = So(X) —r XD = &X) N p~ ' (Xo) - &X) Nr(Xp)
=6(X)NX,

(2) Par construction, chacune des applications H(z, -) stabilise les fibres de p et r
lorsque ¢ appartient a [0, 1[. Ces applications préservent donc X, et, comme
tel est également le cas de H(1, -) = px d’apres ce qui précede, ’homotopie H
stabilise X,,. L’application H : [0, 1] x X;, — X, contracte X, sur le polyedre
conique épointé H(1, X,) = Go(X) — r~1(X©).
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3.3. Extension : plongements toroidaux généraux

(3.3.1) Les résultats que 1’on vient d’établir au sujet des plongements toroidaux
simples valent en toute généralité et leur extension est quasi immédiate.

Lemme 3.28. Soit Uy < U un plongement toroidal simple et soit v : V — U un
morphisme étale.

(1) L’immersion ouverte v='(Ug) <> V est un plongement toroidal simple,
S(V) = v~ (&) et le diagramme

H
0,1] x V3 —— y3

| l”

0,1] x U2 — U=,

Hy

dans lequel Hy et Hy sont les applications décrites au théoreme 3.26, est
commutatif.

(2) Quels que soient les points & € EU) et ¢ € B(V) tels que v(¢) = &,
Iapplication v réalise un homéomorphisme de S(V(¢)) sur G(U(§)). En
particulier, 'application de E(V(¢)) dans E(U(§)) induite par v est bijective.

Démonstration. (1) Le morphisme v : V — U étant ouvert — car de présentation
finie et plat — la densité de 1’ouvert Uy de U implique celle de I"ouvert v—! (Ug) de
V et I’immersion ouverte v (Up) <> V est trivialement un plongement toroidal
simple.

Quelle que soit la carte étale y : U’ — Zsur U, y o v : y_l(U') — Z estune
carte étale sur V. L’identité G(V) = v~!(&(U)) vient de ce que

_ hu| _ _ 1,
V)M 'Y =60 ' UN) =eon '©@) =v 'y ©@)
=v (B
(Proposition 3.7). D’ autre part, il existe en vertu du Lemme 3.19 une unique action
m: T xU — U (resp. m’ : T x v 1({U) - v~1(U")) du tore formel T sur U’
(resp. sur v~1(U")) relevant son action sur la variété torique Z via le morphisme
y (resp. y o v). Toujours en vertu du Lemme 3.19, il existe une unique action

m” : T x v H(U") - v~ (U’) relevant m via le morphisme v ; comme m” reléve
également m, m” = m’ et le diagramme

/

T x v (U) T L (U)

MXul l”

Tx U U’

est commutatif.
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I1 découle de la définition des applications H,, et Hy, ., que la commutativité du
diagramme précédent implique celle du diagramme

H/

yov

0, 1[xv " HU") — v=}U")

iml l

[0,1[xU’

Hy

et ’on conclut alors en invoquant la définition et la continuité des applications Hy
et Hy (Théoréeme 3.26).

(2) Soity : U — Zune carte étale sur U telle que & € U’. Les morphismes y et
y o v induisant respectivement des homéomorphismes de S(U(£)) et de G(V(¢))
sur S(Z(y (§)) (Proposition 3.7), le morphisme v réalise un homéomorphisme de
S(V(£)) sur S(U(§)).

Il découle d’autre part de la Proposition 3.15 que I’application de Go(V(¢))
sur Go(U(&)) induite par v est un morphisme de cdnes rationnels ; elle définit par
conséquent une bijection de I’ensemble des faces de Go(V(¢)) sur I’ensemble des
faces de G(U(&)), ce qui signifie précisément que I’application v : E(V({)) —
E(U(£)) est bijective (Proposition 3.15).

Proposition 3.29. Soit Xg — X un plon%ement toroidal. 1l existe une application
continue et une seule Hx : [0,1] x X= — X2 qui satisfasse a la condition
suivante : quels que soient I’ouvert U C X et le morphisme étale § : V. — U tel
que 'immersion ouverte §~'(Xo) < V soit un plongement toroidal simple, Hx
stabilise U= et le diagramme

H
0,1 x V2 — y3

| s

0,1] x U2 —— U=,

Hx
dans lequel Hy est ’application construite au Théoreme 3.26, est commutatif.

Démonstration. L’unicité d’une telle application est évidente puisque, par hypo-
these, X est recouvert par des ouverts U qui sont le but de morphismes étales et
surjectifs § : V — U tels que les immersions ouvertes & ~1(X() = V soient des
plongements toroidaux simples.

Considérons un ouvert U de X et deux morphismes étales et surjectifs § : V —
U,8 : V' — Utels que les immersions ouvertes § " (Xo) < Vet 8 1(Xg) = V'
soient des plongements toroidaux simples.

Posons V' =V xy Vet Vj = prfl(Vo) = pr;l(Vé). L’ immersion ouverte
Vi < V" est un plongement toroidal simple et, en vertu du lemme précédent, le
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diagramme

0,1] x V2

[0,1] x V2 Hyr 0,1] x V3

HV’ Hy
/ \
V/:l V:l
est commutatif.

Etant donnés deux points y € V2 et vy € V'~ tels que 8(y) = &8 (y"), il existe

V//:l

un point z € V= tel que pry(z) =y, pra(z) = y" et ’on a alors

(6 oHv)(t, y) = (8 opry o Hy»)(2, 2)
=00 pr, o Hy») (¢, 2)
= (8" o Hy/) (1, ).

En prenant V' = V, nous en déduisons tout d’abord que 1’application § o Hy se
factorise a travers la fleche id x § : [0, 1] x V2 - [0, 1] x U:l, I’application obtenue
Hs : [0, 1] x U= — U= étant automatiquement continue puisque tous les espaces
topologiques en jeu sont compacts. Nous obtenons ensuite que les applications Hg
et Hy coincident, ce qui acheve la démonstration.

Corollaire 3.30. (1) L’application px = Hx(1, ) : X2 — X est une rétraction
de X2 sur un sous-espace fermé S(X) de X2 on pose Gp(X) = 6X) N
P~ (Xo).

(2) Lapplication Hx est une homotopie reliant Hx (0, -) = idya a px tout en
fixant chaque point de &(X).

(3) Soit X le complété formel de X le long du fermé X — Xo. L’application Hyx
stabilise ’ouvert X, de X3 et ‘application induite

Hx: [0, 1] x X, = X,
contracte X, sur
S(X) =6X)NX, =6¢(X) —r {(X),
oit X désigne I’ensemble des points génériques de X.

Démonstration. Ce corollaire est une conséquence immédiate de la Proposition
3.29 et des assertions analogues pour les plongements toroidaux simples (Théoréeme
3.26 et Corollaire 3.27).

(3.3.2) Il nous reste a décrire le sous-espace fermé S (X) de X
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Proposition 3.31. Soit U C X un ouvert et soit § : V. — U un morphisme étale
et surjectif tel que 871 (Xo) < V soit un plongement toroidal simple. Posons
V' =V xyVerVy =V xyV =V xy Vo. L'immersion ouverte Vi, — V'
est un plongement toroidal simple, chacune des projections canoniques pry, pr, :
V2 5 V2 envoie SV sur &(V) et le diagramme

SV~ (V) — - &(U)

est exact dans la catégorie des espaces topologiques.

Démonstration. Les deux projections canoniques pry, pr, : V. — V sont étales
etil découle du Lemme 3.28 que I’immersion ouverte Vi, < V' est un plongement
toroidal simple ; en outre, S(V') = prl_1 (&(V)) =pr, 1(G(V)).

Le diagramme

pry

S(V') — 7 (V) —— &(U)

_—
pra

est exact dans la catégorie des ensembles :

— TP’application § est surjective puisque, par définition, S(U) = §(&(V));

— étant donnés deux points x1, x> € &(V) tels que §(x1) = §(x2), il existe un
point x € V' 2 tel que pry(x) = xp, pro(x) = x2 et un tel point appartient
nécessairement a S(V') = prf1 (&(V)).

L’exactitude du diagramme précédent dans la catégorie des espaces topolo-
giques découle immédiatement de la continuité de I’application § : V=2 > U2et
la compacité des espaces topologiques G (V) et S(U).

Corollaire 3.32. Soit U C X un ouvert et soit § : V. — U un morphisme étale et
surjectif tel que 81 (Xo) <> V soit un plongement toroidal simple.

(1) Quels que soient les points & € E(U) et ¢ € E(V) tels que §(¢) = &,
Uapplication § : &(V) — 6&(U) réalise un homéomorphisme de G(V) N
r=1&) sur SU) NrlE).

(2) L’espace topologique & (U) s’obtient a partir de S(V) en identifiant les cones
compactifiés S(V(L')) et S(V(¢")) tels que §(¢') = 8(¢"). Plus précisément :
quels que soient les points ', " € BE(V) tels que §(¢") = 8§(¢"), il existe un
point ¢ € (V') tel que pri(¢) = ¢/, pry(¢) = ¢” et I'on identifie les cones
compactifiés S(V(Z")) et S(V(¢")) via les homéomorphismes

pry pra

S(V(() == &(V'(¢()) —= &(V({")).

Cette identification ne dépend pas du choix du point ¢.
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Démonstration. (1) Quitte a restreindre U et V, il est loisible de supposer que
¢ est 'unique point dans E(V) tel que §(¢) = &, auquel cas la surjectivité de
I’application § : (V) Nr~1(¢) — SU)N r~1(&) est évidente. Pour établir qu’il
s’agit d’un homéomorphisme, il suffit de prouver que cette application est injective.

Considérons deux points y, y’ dans G(V) N r~1(¢) tels que 8(y) = 8(y).
Il existe, en vertu de la proposition précédente, un point z dans S(V’) tel que
pri(z) = y et pry(z) = y'. Le point ¢’ = r(z) de E(V') est tel que pry(¢’) =
pry(¢’) = ¢.D’apres le Lemme 3.28, les projections canoniques pry, pry : V. — V
induisent toutes deux des homéomorphismes de G(V’(¢”)) sur §(V(¢)), donc de
SV)Nr= () sur §(V)Nr~1(¢), etil suffit pour conclure de savoir que les deux
applications pry, pr, : S(V'(¢")) — &(V(¢)) coincident; c’est ce qu’affirme la
premiere assertion du Lemme 3.33 ci-dessous.

(2) Etant donnés deux points ¢’, ¢” dans E(V) tels que §(¢') = 8(¢”), I'exis-
tence d’un point ¢ dans E(V’) vérifiant pry(¢) = ¢’ et pry(¢) = ¢” est triviale.

Supposons que ¢ et ) soient deux points dans E (V') tels que pr; (¢) = pry(n) =
¢ etpry(Z) = pra(n) = ¢”. Soit V' =V xy V xy V et soient pry,, prys et pryz
(resp. pry, pry et pr3) les trois projections canoniques de V” sur V' (resp. sur V).
Le diagramme

Pry2
V// - > V/

Priz l l pry

VvV —
pry

étant manifestement cartésien, il existe un point 77 dans Z(V”) tel que pry, () = ¢
et prj3() = n; on aen outre proprip(7) = pry(¢) = pra(n) = propry3(7),
soit encore pry(w) = pr3(m). En vertu de la seconde assertion du Lemme 3.33
ci-dessous, cette derniere observation implique 1’identité des homéomorphismes
de S(V" (7)) sur 6(V(¢”)) induits par pr,pry, et propr;3. Les homéomorphismes
pripry; et prypryz de S(V”(xr)) sur S(V(¢')) étant égaux par constructions, le
diagramme

S(V(¢")

est commutatif et il en découle que les deux homéomorphismes de S(V(¢')) sur
S(V(¢")) associés aux points ¢ et n de V' coincident.
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Lemme 3.33. Soit U C X un ouvert et soit § : V. — U un morphisme étale tel que
Iimmersion ouverte v='(Xg) < V soit un plongement toroidal simple. On pose
V =VxyVetV' =V xyVxyV.

(1) Quel que soit le point ¢ € E(V') tel que pri(¢) = pry(¢) = &, pr; et pry
induisent la méme application de S(V'(¢)) dans S(V(§)).

(2) Quels que soient le point ¢ € E(V") et i, j € {1,2,3} tels que pr;({) =
prj(¢) = & pr; et pr; induisent la méme application de S(NV" (7)) dans
S(V()).

Démonstration. (1) Chacune des applications pry, pr, : So(V/'(¢)) — So(V(§))
est un homéomorphisme (Lemme 3.28) et un morphisme de cdnes rationnels (Pro-
position 3.15). L’assertion a démontrer étant triviale si ces cones sont de dimension
nulle, nous supposons dans ce qui suit qu’ils sont de dimension supérieure a 1. Sous
cette hypothese, les deux applications considérées coincident si et seulement si tel
est le cas de leurs restrictions a chaque face unidimensionnelle de Go(V'(£)) ; ¢ est
ce que nous allons vérifier.

Observons tout d’abord que pr, et pr, envoient chacune des faces de Go(V'(¢))
sur la méme face de & (V(£)), ou, de maniere équivalente, que pr; et pr, induisent
la méme application de E(V'(¢)) dans E(V(§)) (Proposition 3.15). Soit en effet
n une générisation de £ dans E(V(§)). Comme pr({) = pry(¢) = &, ¢ appartient
au fermé {n} xy {n} de V’. 1l existe alors une générisation 77 de ¢ dans F telle que
pr; () = n et, le morphisme pr, étant quasi fini, pr, () = 1. On établit ainsi que
les applications pry, pr, : E(V'(¢)) — E(V(§)) coincident sur un sous-ensemble
¥ de E(V'()) tel que pri(X) = E(V(§)) et la conclusion découle de la bijectivité
de ces applications (Lemme 3.28).

Achevons maintenant la démonstration. Soit " un point dans E(V’(¢)) cor-
respondant a une face unidimensionnelle de Sy(V’(¢)) et soit  son image dans
E(V(&)). Les anneaux locaux Oy v et Oy, sont des anneaux de valuation dis-
crete et les faces de Go(V'(2)) et Sp(V(§)) associées a i’ et n sont les images
respectives des applications i,y : ¢ > 17 ety ot > 17040 de 10, 1] dans
MOy ) et M(Oy ). Les morphismes pry et pr; étant étales,

l?’] = prl o ln/ = pr2 [¢] ln’

et cette identité prouve que pr; et pr, ont la méme restriction a chaque face unidi-
mensionnelle de Sy (V'(¢)).
(2) La seconde assertion se démontre exactement comme la premiere.

4. Application aux diviseurs a croisements normaux

Dans ce dernier chapitre, les résultats obtenus jusqu’ici sur les espaces de
Berkovich associés aux plongements toroidaux sont appliqués a la détermination
explicite du type d’homotopie de la fibre générique X, du complété formel X d’un
k-schéma localement algébrique X le long d’un diviseur a croisements normaux.
La formulation toroidale de cette derniere situation nécessite de supposer que le
corps k soit parfait.
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4.1. Le complexe d’incidence d’un diviseur a croisements normaux

(4.1.1) On désigne par A la catégorie dont les objets sont les ensembles [n] =
{0,...,n},n € N, et dont les fleches [n] — [m] sont les applications croissantes.
Par définition, un ensemble simplicial est un foncteur de la catégorie A°P dans celle
des ensembles et un morphisme (ou une application simpliciale) entre ensembles
simplicaux est un morphisme de foncteurs. Si A est un ensemble simplicial et n est
un entier naturel, les éléments de 1’ensemble A([n]) sont les n-simplexes de A.

Etant donné un ensemble ordonné I, on désigne par Ay I’ensemble simplicial
tel que A1([n]) soit, pour tout n € N, I’ensemble des applications croissantes de
[n] dans 1.

(4.1.2) Un diviseur D sur un schéma X est, par convention, un diviseur de
Cartier et I’on désigne par Supp(D) son support.

Définition 4.1. Un diviseur D sur un schéma localement noethérien X est dit a
croisements normaux simples s’il existe en tout point x de Supp(D) un systeme
régulier de parametres (21, . . ., Zg) dans I’anneau local Ox , et des entiers naturels

Ni,...,Ny tels que : D, = div(zll\Il .. .zgd).

Définition 4.2. Un diviseur D sur un schéma localement noethérien X est dit a
croisements normaux s’il existe en tout point x de Supp(D) un voisinage ouvert
U de x et un morphisme étale surjectif § : V — U tel que le diviseur §*D soit a
croisements normaux simples.

Remarque 4.3. Dans la définition précédente, le schéma X est régulier en tout point
du support Supp(D) de D; si ce schéma est excellent, il existe donc un voisinage
ouvert U de Supp(D) qui est régulier.

(4.1.3) Nous définissons maintenant le complexe d’incidence d’un diviseur a
croisements normaux, en commengant par le cas simple.

Définition et Proposition 4.4. Soient X un schéma localement noethérien excellent
et D un diviseur a croisements normaux simples sur X.

(1) La suite (Xp),eN de sous-ensembles de X définie par
Xo = X — Supp(D) et, pour toutn > 0, X,41 = Rég(X_n — X))

est une stratification de X en sous-espaces localement fermés. Quel que soit
le point x de Supp(D), on note WV (D; x) I’ensemble des points génériques de
Supp(D) qui sont des générisations de x.

Ayant muni l’ensemble XEO) des points génériques de Supp(D) d’un ordre total,
on désigne par A(D; x) I’ensemble simplicial Ay p.y).

(2) Quels que soient les points x, y € X, onnote «x — y » la relation de spéciali-
sation'y € {x} et ’onvoit ainsi X comme une petite catégorie dont Supp(D) est
une sous-catégorie pleine. Si x — y, l'inclusion évidente ¥ (D; x) C W(D; y)
donne lieu a une application simpliciale A(D; x) — A(D; y); on dispose
donc d’un foncteur A(D;-) de Supp(D) dans la catégorie des ensembles
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3)
“

simpliciaux. Par définition, le complexe d’incidence du diviseur a croisements
normaux simples D est I’ensemble simplicial

AD) = h_r)n A(D; ).
Supp(D)

A isomorphisme canonique prés, cet ensemble simplicial est indépendant du
choix d’un ordre total sur XEO).

Pour tout entier naturel q, les q-simplexes non dégénérés de A(D) corres-
pondent biunivoquement aux points génériques de X4 1.

Quel que soit le morphisme étale et surjectif § : X' — X, D' = 8§~ (D) est un
diviseur a croisements normaux simples sur X', 81 (X,,) = X/, pour tout entier
naturel n et § induit un morphisme d’ensembles simpliciaux [8] : A(D') —
A (D) satisfaisant a la propriété suivante : pour tous points x' € Supp(D’) et
x € Supp(D) tels que §(x") = x, [8] induit un isomorphisme du sous-ensemble
A, x') de A(D') sur le sous-ensemble simplicial A(D; x) de A(D).

Démonstration. (1) Pour tout n > 0, le sous-schéma fermé réduit X,, de X est

(@3]

3)

excellent et X,, est ’ouvert dense de ses points réguliers. L hypothese que D
soit a croisements normaux implique en outre immédiatement que

Xot1 = Xy — Xn = Xy — Rég(X,,)

soit purement de codimension un dans X;,.

Si < et <’ sont deux ordres totaux sur Xgo), il existe pour tout point x de
Supp(D) une permutation u, et une seule de I’ensemble fini W (D; x) trans-
formant < en <’. Ces permutations sont trivialement compatibles avec la
relation de spécialisation ; elles se recollent donc en une permutation u de Xg())
définissant un isomorphisme de 1’ensemble ordonné (X§0)’ <) sur
I’ensemble ordonné (Xio), <).

Quel que soit I’entier naturel g, I’ensemble des g-simplexes non dégénérés de
A (D) estlaréunion des g-simplexes non dégénérés des ensembles simpliciaux
A(D; x) vus comme sous-ensembles simpliciaux de A (D).

Etant donnés un point x dans Supp(D), un systéme régulier de paramétres
(z1,-..,zq) dans Ox . et des entiers naturels Ny, ..., Ny tels que D, =
div(zll\Il ...zy" ), désignons par I le sous-ensemble non vide de {1, ..., d}
constitué des indices i tels que N; > 1. Pour toute partie non vide I de 1, le
fermé Zy = V(z; i € ') de Spec(Ox ¢) est irréductible (car régulier), de
codimension Card(I") dans X, et on vérifie par récurrence sur 1’entier naturel
n que ’application

C — C N Spec(Ox )

réalise une bijection de I’ensemble des composantes connexes de X, aux-
quelles le point x est adhérent sur 1’ensemble des fermés Zy, ou I’ est une
partie de I de cardinal n. D’autre part, W (D; x) est, par définition, I’ensemble
des points génériques des fermés Zy;y, i € I, et les g-simplexes non dégénérés
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de I’ensemble simplicial A(D; x) = Ay (p.x) sont canoniquement en bijec-
tion avec les parties a ¢ 4 1 éléments de 1’ensemble W (D; x). On voit donc
que, pour tout entier naturel g, les g-simplexes non dégénérés de A(D; x)
correspondent biunivoquement aux points génériques de X, dont x est une
spécialisation.

(4) Le diviseur D’ est a croisements normaux simples sur X’ car, quel que soit le
point x” de X’ d’image x dans X et quel que soit le systtme régulier de para-
metres (z1, ..., zg) dans Ox , tel que D, = div(zf/1 ) ..zgd), @),z =
(6%z1, ..., 8%z4) est un systeme régulier de paramétres dans Ox y et D;, =
div(z/lNl ... z;lN"). Les identités X/, = §~!(X,,) découlent imméditement du
fait que le morphisme § est étale et deIégalité X{; = Xo. Enfin, quels que soient
les points x” € Supp(D’) et x € Supp(D) tels que §(x’) = x, le morphisme
8 induit naturellement une application bijective ¥(D'; x') — W (D, x), donc
un isomorphisme d’ensembles simpliciaux [8],» : A(D’; x’) — A(D; x).
Les isomorphismes [§], sont trivialement compatibles aux spécialisations et
donnent donc naissance 2 un morphisme [§] : A(D") — A(D) satisfaisant a
la condition annoncée.

Remarque 4.5. Considérons la stratification

SuppD) = | J X,

n€N>0

et désignons par E(D) ’ensemble des points génériques des strates. Etant donné
un point x dans X, n > 1, il existe un unique point y dans Z(D) tel que x € {y};
Pinclusion W (D; y) C W(D; x) est alors une égalité et 1’application canonique
AD; y) - A(D; x) est donc un isomomorphisme. Cette observation permet de
remplacer Supp(D) par E (D) dans la définition de A(D) :

A(D) = lim A(D; )
W (D)

(4.1.4) Passons maintenant au cas d’un diviseur a croisements normaux quel-
conque.

Définition et Proposition 4.6. Soient X un schéma localement noethérien excellent
et D un diviseur a croisements normaux sur X.

(1) La suite (Xp),eN de sous-ensembles de X définie par
Xo = X — Supp(D) et, pour toutn > 0, X,41 = Rég(X_,, — X))

est une stratification de X en sous-espaces localement fermés.
Soit § : X' — X un morphisme étale surjectif tel que D' = §~1(D) soit un
diviseur a croisements normaux simples et soit D" I’image réciproque de D
sur X" =X xx X'

(2) LediviseurD" est a croisements normaux simples et, quel que soit le point x" de
X" tel que pr(x"") = pry(x”), les applications [pr,], [pry] : A(D”) — A(D')
coincident sur le sous-ensemble simplicial A(D"; x") de A(D").
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(3) L’égalisateur du diagramme

[pry]
AD") 7 AD)

[pro]

est un ensemble simplicial ne dépendant pas, a un morphisme canonique pres,
du choix du morphisme 8. C’est par définition le complexe d’intersection du
diviseur a croisements normaux D, noté A(D).

(4) Pour tout entier naturel g, les q-simplexes non dégénérées de A(D) corres-
pondent biunivoquement aux points génériques de X, 1.

Démonstration. (1) Cette assertion est évidente.

(2) Lediviseur D” est a croisements normaux simples car ¢’est 1’image réciproque
du diviseur a croisements normaux simples D’ par le morphisme étale pr.
Soit x” un point de X" tel que pr;(x”) = pr,(x”) = x’. Etant donné un
systeme régulier de paramétres (zp,...,zq) dans Ox/ v tel que Dy =
div(zi™ ... z,N9), Ny, ..., Ny € N, W(D’; x’) est canoniquement isomorphe
a I’ensemble simplicial Ay, I désignant I’ensemble des indices i € {1, ..., d}
tels que N; > 0. Les d-uplets (z11,...,214) = (prle,...,pr’fzd) et
(z215---»204) = (prgzl, ol prgzd) sont des systemes réguliers de

N . N,
paramétres dans I’anneau local Oxr ,» et D" = d1v(z11\111 ) =

div(zle1 ...z?j ). L’ensemble simplicial W (D”; x”") est canoniquement iso-
morphe & A et les applications de W(D”; x”') dans W (D'; x”) induites par pr,
et pr, correspondent toutes deux a I’application identique de I ; elles coincident
donc.

(3) Soient §; : X| — Xetd : X, — X deux morphismes étales surjectifs,
D' = 81_1(D) et D), = 82_1(D). Posons X} = X xx X} et désignons par
m X5y — X etm @ Xj — X, les deux projections canoniques, qui sont
surjectives. Le diviseur D} = 7, 1(D’l) =, 1(D’2) sur X5 est a croisements
normaux simples.
Le diagramme suivant (i = 1, 2)

[pry]

s q3
A(Ds) A(D5) — Ag

_

[Pr2]
[74] l [7i] l
[prs] 4

AD;) 7 AD;) — A,
[prq]

dans lequel les lignes sont exactes, est commutatif et il existe donc une fleche
o : Az — A; le complétant. Nous allons construire une fleche dans 1’autre
sens en nous appuyant sur la derniere assertion de la Proposition 4.4.
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Etant donnés un point x de X! et deux points y, y" de X} tels que 7;(y) =
7;(y") = x, considérons un point 7" dans X4 tel que pr{(z’) = y, pry(z') =y’
et soit z son image dans X'. L’application [7;] induit des isomorphismes ¢y,
et go; des sous-ensemble simpliciaux A(D}; y) et A(D}; y") de A(Dj) sur
A(D}; x). En vertu du point 2, les restrictions des applications [pr;] et [pr;] a
A(DY; z) induisent le méme isomorphisme sur A(D;; x) ; viala commutativité
du diagramme précédent, on en conclut a Iégalité des applications g3 o ¢ !
etgzo <p\71 de A(D}; x) dans Aj3. On vérifie ensuite que 1’application obtenue
ne dépeﬁd pas du choix du point " dans X5 en introduisant le schéma X’ xx
X/ xx X} et en invoquant de nouveau le point 2). Ceci implique en particulier
la compatibilité des différents morphismes A(D;; x) —> A3, x € Xl’ ainsi
définis, lesquels se recollent donc en un morphisme g : A(D)) — A3. 1l
découle de nouveau du point 2) que les deux fleches B o [pry], B o [prs] :
A(D!) — Aj coincident, de sorte que 8 se factorise a travers ¢ et induit par
suite un morphisme S : A; — Aj. Il s’agit trivialement de 1’isomorphisme
réciproque de «.

(4) Quel que soit I’entier naturel g, I’ensemble des g-simplexes non dégénérés
de A(D”) (resp. de A(D')) est naturellement en bijection avec I’ensemble
X" ;Oll (resp. X’ EIOJ)FI) des points génériques de la strate X7 (resp. X[ . )
de X” (resp. de X’). Vu la définition de ’ensemble simplicial A(D), il en
découle que I’ensemble de ses g-simplexes non dégénérés est en bijection
avec I’ensemble X((]Oi | des points génériques de la strate X,y de X car le
diagramme naturel

pry
(0) —— (0) > v (0)
X”q+1 — qu+1 Xq+1

Pro

est exact.

4.2. Généralisation d’un théoreme de D. Stepanov

(4.2.1) Nous démontrons finalement les deux théorémes énoncés dans 1’introduc-
tion.

Proposition 4.7. Soient X un schéma localement algébrique sur un corps parfait k,
D un diviseur a croisements normaux sur X et X le complété formel de X le long du
fermé Supp(D). En se restreignant au besoin a un voisinage de Supp(D), on peut
supposer que le schéma X est régulier; I’immersion ouverte X — Supp(D) — X
est alors un plongement toroidal et le polyédre conique épointé So(X)* = S(X)N
Xy, construit au cours de la Sect. 3.3 du chapitre précédent, est canoniquement
homéomorphe a l’espace topologique | A(D)|x]0, 4+o00].

Démonstration. Leschéma X étant excellent et régulier en chaque point du support
de D, il existe un voisinage ouvert régulier de Supp(D) dans X. Cela permet de
supposer que X est un schéma régulier.
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Soit 8 : X’ — X un morphisme étale et surjectif tel que D’ = §~! (D) soit un
diviseur a croisements normaux simples.
Etant donnés un point fermé x dans X’ et un systtme régulier de paramétres

(21, ..., 2zq) dans Oy, tel que D), = div(zll\l‘ ...zgd), Ni,...,Ny € N, il existe
un voisinage ouvert connexe U de x dans X' tel que zy,...,z4 € Ox/(U) et
Dy = div(zll\Il ...z?"). Désignons par I ’ensemble des indices i € {1, ..., n}

tels que N; > 0 et par J son complémentaire. Le morphisme y : U — AZ =
Spec(k[Ty, ..., T4]) défini par
Zi sii el
zi+1 siiel
(i € {1,...,n}) est étale au point x ([9], Chap. IV, Corollaire 17.15.4). Quitte a
restreindre U, on peut supposer que y est étale en tout point et que les sections z; + 1,
i € J, sont inversibles sur U. Sous ces conditions, I’ouvert U N (X’ — Supp(D"))
est I’image réciproque par y de I'ouvert {T| # 0,..., T, # 0} C Af, lequel
est I’orbite ouverte de 1’espace affine Az vu comme variété torique via 1’action
canonique de Gm,‘f.

Si maintenant y est un point quelconque dans X', considérons un point fermé
x dans la strate contenant y et sur lequel ce dernier se spécialise. Tout ouvert U
de X’ contenant x et tout morphisme étale y : U — AZ défini comme ci-dessus
constituent une carte étale sur X" au voisinage de y. L’ immersion X’ —Supp(D’) <
X’ est donc un plongement toroidal simple et la décomposition

X' =Jx,

neN

YT =

de la Définition 4.4, dans laquelle X{; = X' — Supp(D’), est la stratification ca-
nonique de X'. Cela établit que I’immersion ouverte X’ — Supp(D’) < X’ est un
plongement toroidal simple et que la stratification précédente est la stratification
canonique de X’. L’immersion ouverte X — Supp(D) < X est par conséquent un
plongement toroidal.

Soit de nouveau x un point fermé de X;, g > 1. Utilisant les notations
introduites au début de cette démonstration, I’ensemble I est de cardinal ¢ + 1
et la trace sur U de la strate contenant x est le sous-espace localement fermé
{zi =0,i el; z; #0, j € J}, de sorte que y(x) est un point fermé du
sous-espace fermé {T; = 0, i € I} de I’ouvert invariant {T; # 0, j € J} C A‘,f.
En vertu de la Proposition 3.7, I’application

h=(=loglzil,..., —log|zl) : p' (Xp) N U= — R
réalise un isomorphisme du cone S (U) sur le cone simplicial
{(t1,....ta) eRY|1; =0, jeTet; >0, i el}

ne dépendant pas du choix des paramétres z;. L application 2! induit donc un
homéomorphisme du g-simplexe standard

AD: 0 = {1t €RE [ D =11, =0, j €]

1<i<d
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sur le sous-espace fermé
So(U) N {0 = 1)

du cone Go(U) C So(X').

11 découle directement de la définition du polyeédre conique So(X’) que les dif-
férentes applications i, : |A(D’; x)| — Go(X) N {ID*| = 1} se recollent en un
homéomorphisme canonique i de la réalisation géométrique |A(D’)| du complexe
d’incidence de D’ sur le sous-espace fermé So(X’) N {|D*4| = 1} du polyedre
conique épointé So(X')*, et ceci de telle sorte que I’application j’ : |A(D’)| —
So(X)*/R~p, composée de i par la projection canonique, soit un homéomor-
phisme. Nous obtenons ainsi un homéomorphisme canonique (j’ _1, D)) de
SoXH*=6X)HnN %;7 sur |A(D)|x]0, +o0l.

Enfin, le foncteur de réalisation géométrique commutant aux limites inductives,
I’homéomorphisme canonique j : |A(D)| = S¢(X') /R descend en un homéo-
morphisme j : |[A(D)|] — Go(X)/R~q en vertu des Propositions 3.29 et 4.6, et
I’application (j~!, [D"d|) est un homéomorphisme de So(X)* = &(X) N X, sur
|A(D)|x]0, +ool.

Avec les hypotheses et les notations de la proposition précédente, on note & (X)
la trace de X, C X7 surle sous-espace fermé G (X) de X3.L endomorphisme px
de X stabilise le sous-espace ouvert X; et induit donc un endomorphisme de ce
dernier, noté px, qui réalise une rétraction de X, sur &(X). Tant &G(X) que px
ne dépendent que du schéma formel X, et non du choix d’un voisinage régulier
Supp(D) dans X.

Théoreme 4.8. Soit X un schéma localement algébrique sur un corps parfait k et

soit Y un sous-schéma fermé de X. Etant donnés deux morphismes fi : X| — X,

fr: Xo — Xtels que les conditions suivantes soient vérifiées pour touti € {1,2}:

— le morphisme f; est propre et il réalise un isomorphisme de X; — fi_1 (Y) sur
X-Y;

— le sous-schéma fermé fi_1 (Y) de X; est un diviseur a croisements normaux;

les espaces topologiques | A( fl_1 (Y))] et |A( fz_l (Y))| sont homotopes.

Démonstration. Désignons respectivement par X, X et X5 les complétés formels
de X, X; et Xz le long de Y, f;'(Y) et £5 ' (Y). Les morphismes f; : X1 — X et

f> : X2 — X induisent des isomorphismes sur les fibres génériques (Proposition
1.11); d’apres le Théoreme 3.26 et la Proposition 4.7, les applications continues

Px, 0 fr, 0 fly 1 G(X1) —> 6(X2)
et
Px, © fi,) © frn: 6(X2) > S(X))

sont alors des équivalences d’homotopie réciproques et, vu la proposition précé-
dente, les espaces topologiques | A( ffl(Y))| et |A( f{l (Y))| sont canoniquement
homotopes.
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Corollaire 4.9. Soit X un schéma localement algébrique sur un corps k de carac-
téristique nulle et soit Y un sous-schéma fermé Y de X tel que 'ouvert X — Y soit
dense et régulier. Désignant par X le complété formel de X le long de Y, I’espace
topologique sous-jacent a la fibre générique X, de X a le type d’homotopie d’un
CW-complexe.

Démonstration. Appliquant les deux théorémes principaux établis par Hironaka
dans [10], il existe un Idéal sur X de support contenu dans Y et dont I’éclatement
f X' — Xesttel que f~'(Y) soit un diviseur & croisements normaux simples. Le
morphisme f étant propre et induisant un isomorphisme de X' — f~1(Y) sur X —Y,
il donne lieu a un isomorphisme de .’{;7 sur X, ; la conclusion en découle puisque
I’espace topologique sous-jacent a .’{;7 a le type d’homotopie d’'un CW-complexe.

(4.2.2) De méme que le Théoreme 4.8 peut se déduire du théoreme de factorisa-
tion faible des applications birationnelles lorsque ce dernier est établi (c’est-a-dire
sile corps k est de caractéristique nulle, [13]), il découle de ce méme théoreme que,
pour tout schéma localement algébrique et lisse X sur un corps de caractéristique
nulle, le type d’homotopie du CW-complexe associé a une compactification lisse
X <> X dont le bord est un diviseur a croisements normaux est indépendant de
la compactification considérée. On déduit aisément des résultats du chapitre 3 une
généralisation de cette assertion.

Théoreme 4.10. Soit X un schéma localement algébrique et régulier sur un corps
parfait. Etant données deux compactifications régulieres X — X| et X < X
de X dont les bords Dy et Dy sont des diviseurs a croisements normaux, les CW-
complexes |A(Dy)| et | A(Dy)| sont canoniquement homotopes.

Démonstration. Le CW-complexe |A(D;)| a le méme type d’homotopie que
I’espace topologique sous-jacent a I’espace k-analytique X; ;, fibre générique du
k-schéma formel X; = (X;)p, (Corollaire 3.30).

Par définition, X;, est I’espace k-analytique induit par X;2 sur Iouvert
rl._1 D) — D,-:l, r; désignant I’application de réduction de Xi:l sur E. Le théo-
réeme découle ainsi des observations suivantes : Xl-:l — D,: est I'ouvert X?" de

X = Xi:l — cette égalité découle de la propreté de X; en vertu de la Proposition
1.10 —et X; 73 — ;7 1(Dy) = ;' (X) = X2, de sorte que

ri '(Dp) — D7 = (X7 - X Nx™
= X" — X2,
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