Algébre approfondie - Automne 2007 ENS-Lyon

ALGEBRE COMMUTATIVE | : CORRIGE

Exercice 1— Si un idéal bilatére: de M, (k) est non nul, il contient une matrice M de rang 1. Il existe des

matrices PQ € GLy(k) telles que PMQ=J, = g 8 eta contient donc J On en déduit que contient la

matrice élémentairef = J E;1, puis chacune des matriceg £ T1jE11T1i, 1 <i < n, ou Ty; désigne la matrice
transposant les coordonnées d’indice$ 1, et donc finalement la matrice identitéd 3; E;i. Les seuls idéaux
bilatéres de I'anneau Mk) sont donc{0} et My (k).

Exercice 2— 1. (i) Quels que soierd,b € A,
a+b=(a+b)?> =a®+ab+ba+b®=a+b+ab+ba doncab+ba=0

et
2a=(a+1)?—(a®+1)=(a+1)—(a+1) =0

donc I'anneau A est de caractéristique 2 (i.e. 'homomanmiei canoniqu& — A se factorise paZ — [F») et
il est commutatif &b = ab+ 2ba= ba).

(i) Si 'anneau booléien A est intégre, I'identit? —a = a(a— 1) = 0 impliquea= 0 oua= 1 et donc A
est le corpsF, (’lhomomorphisme canoniqué, — A est un isomorphisme). Quel que soient alors I'anneau
booléien A et I'idéal premiep de A, A/p est un anneau booléien intégre, donc un corpsest par conséquent
maximal.

(iii) 1l suffit de vérifier que l'idéal Aa+ Ab engendré par deux élémemtd de A est principal. Tel est bien
le cas en vertu des identités= a(a+ b+ ab) etb(a+ b+ ab) : Aa+ Ab est I'idéal principal engendré par
a+b+ab.

2. Quelle que soit la partie F de E, on désigne ygafapplication

1 sixeF

E—1F2 X'_){ 0 six¢F

(fonction caractéristique de F)
et on vérifie immédiatement que I'applicatign— xr de 'ensembleZ?(E) des parties de E dans I'ensemble
Hom(E, F») des applications de E daffis est une bijection satisfaisant aux conditions suivantes :

XFF = XFXFP e X(Fur)—(FnF) = XF+ XF

pour toutes parties ,F de E. Les lois de compositions définies s#(E) ne sont donc autres que celles

provenant de la structure naturelle Bg-algebre sur HorfE, ;) via cette bijection. En particulier, comme

Hom(E, F») est un anneau booléien, il en est de méme p@(E) muni de la structure d’anneau considérée.
3. (i) Quels que soient I'élémerft de A et I'idéal premierp € SpedA), l'identité f(f — 1) = 0 implique

f(f—1) e p,doncf e pouf—1ep,etcesdeux derniéres conditions s’excluent mutuelleqeisgue 1 p.

En d’autres termes : chaque idéal premier est contenu dassulrdes ouverts 0 — 1),D(f) de Spe¢A),

donc

Spe¢A) = D(f)UD(f —1), D(f)ND(f—1) =0

et D(f) est une bien partie ouverte et fermée de $pgc

(i) Soit Y une partie ouverte et fermée de SpeE Comme les ouverts principaux engendrent la topologie
de Spe(A) (cf. exercice 7, 1), il existe une famillgfi }ic; d’éléments de A telle que I'ouvert Y soit la réunion
des O f;). Comme Y est fermé,

(Spe¢A) —Y) u| JD(fi)
iel

est un recouvrement ouvert de I'espace topologique @peae dernier étant quasi-compact (cf. exercice 7,
1), il existe un sous-ensemble fini J de | tel que Y soit recdwpar les ouverts [Xf;), j € J, et il reste a vérifier



que toute réunion finie d’ouverts principaux est un ouveriggpal. Il suffit de traiter le cas de deux ouverts
D(a),D(b), qui découle immédiatement de la question 1. (iii) :

Spe¢A) — (D(@)UD(b) = (Spe¢A)—D(a))N (Spe¢A) —D(b))
= V(Aa)nV(Ab)
= V(A(a+b+ab))
= Spe¢A)—D(a+b+ab)

etdonc Oa) UuD(b) = D(a+ b+ ab).

(iii) L'espace topologique Sp¢a) étant quasi-compact, il s'agit de voir qu'il est séparénEtlonnésp, p’
deux idéaux premiers distincts A, il existe un élémerde A appartenant @ mais pas & ; on a alorg € D(f)
etp’ ¢ D(f), doncp € D(f) etp’ € D(f — 1), et D(f),D(f —1) sont ainsi des voisinages disjoints glg’
respectivement.

Exercice 3— Commencgons par une observation préliminaire : tout homphisme d’anneauy : A — B
donne naturellement naissance a des homomorphismes dianne

Mn(A) = Mn(B), (M) — (¢(mj)), et AlTI—B[T], 3 aT"— 5 ¢(an)T",

que I'on convient de désigner également par la lgitr®uels que soient la matrice MIMp(A) et le polyndme
Pe A[T],

Xoom) = 9 (Xm) et ¢(P(M)) = ¢(P)((M)).

Soit M € Mp(A). Quels que soient le corps K et 'homomorphisme d’anneggpui — K,

¢ (Xm(M)) = Xpm)(¢(M)) =0

en vertu du théoreme de Hamilton-Cayley usuel dapék\; les coefficients de la matricgy (M) ont ainsi
une image nulle par tout homomorphisme de A dans un corpst Bguivalent de dire que les coefficients
de xm(M) appartiennent a l'intersection de tous les idéaux prenderé (Y et ce sont donc des éléments
nilpotents : en effet, I'intersection des idéaux premiexd'@neau A est I'idéal, appeldlradical de A et noté
2M(A), constitué des éléments nilpotents d€?A A ce stade, nous ne pouvons conclure a la nullitg@éev)
seulement si I'anneau A esiduit, c'est-a-dire s'il ne contient pas d’élément nilpotent maih

Introduisons maintenant 'anneaw A Z[(Tij )1<i j<n] des polyndbmes a coefficients ddhen les indétermi-
nés T ; et la matrice M = (Tij) € Mp(Ao). L'anneau A étant réduit (pour le démontrer, on peut par exemple
invoquer les questions 1. (ii) et 2 de I'exercice 4), on dédaice qui précéde l'identité

XMO(MO) =0

dans M(Ap).

()|_es conditions suivantes sont équivalentes pour tout éléange A :

— quels que soient le corps K et 'lhomomorphisgneA — K, ¢(a) =0;

— aappartient a tous les idéaux premiers de A.

La premiére implique la seconde car le noyau d’'un homomeméide A dans un corps est un idéal premier de A ; la secondiyirepl
la premiére car, pour tout idéal premjede A, 'anneau intégre A s’injecte dans son corps des fraction®)

(2voir par exempléentroduction to Commutative Algebri. F. Atiyah and I. G. MacDonald, Addison-Wesley Pub.C@6Q), Chap.1,
Proposition 1.8.



Soit alors¢ 'uniqgue homomorphisme degdans A tel quep (Tij) = mj pour tousi, j € {1,...,n} &; on
aM=¢(Mp) etdonc
Xm (M) = Xpmo) (9 (Mo)) = ¢ (Xmo(Mo)) = ¢(0) = 0.

Soit Ne Mp(A). Sila matrice N est nilpotentggny = T" pour tout homomorphismg de A dans un corps
et donc les coefficients non dominants du polydxresont des éléments nilpotents de A. Réciproquement, si
cette derniére condition est vérifiée? Bist une somme d’éléments nilpotents de la sous-A-algebhké,de&)
engendrée par N ; comme cette algébre est commutative,&asritk nilpotents en constituent un idéal et N
est donc une matrice nilpotenité

Exercice 4— 1. (i) Quel que soit le corps K, K]* = K*. En raisonnant comme dans I'exercice précédent, on
en déduit I'inclusion

AT c{ag+aT+...+anT" |ap € A* et ay,...,a, € N(A)}.

L'inclusion réciproque découle immédiatement du fait cilems tout anneau B,4b est inversible sb est un
élément nilpotent de B(1+b)~1 = 1+ 5,.1(—1)"b" (la somme est finie).

(i) Le radical (ouradical de Jacobsond’'un anneau B est par défintion I'intersection des idéauximaux
de B; c’est un idéal, not#&(B), que I'on peut également caractérisé de la maniére suitnte

M(B) = {beB | pourtoutxe B, 1+ xbe B*}.

Linclusion 91(B) C 2R(B) est tautologique.
Dans le cas qui nous intéresse, on dispose des inclusiotsnées :

NA)T]={ao+aT+...+aT" | ao,...,a, € N(A)} € N(A[T]) € R(A[T))

ainsi que de l'inclusion

R(A[T]) C N(A)[T]
en vertu de la caractérisation que I'on vient de mentionneradliical d'un anneau et de la détermination de
A[T]* &ala question précédente. Nous avons donc :

N(A[T]) = R(A[T]) = NA)(T].

(i) Soit f =ap+a1T+...+a,T" un diviseur de zéro dans[A et soitg=by+ b1 T +...+ b, T" de degré
minimal parmi les éléments non nuls dé¢TAtels quefg = 0 (il existe par hypothése). Onaaby, = 0, donc
ang = 0 par minimalité ; il en découle les égalités

0=fg=(f—aT")g+a.T'g=(f —a,T")g,
donca,_1bm = 0 puisa, 19 = 0 par minimalité. En poursuivant le raisonnement ainsi adoon obtient
a,g= 0 pour touti € {0,...,n} et le coefficienby, deg, non nul par hypothése, répond a la questibpf = 0.

2. Supposons tout d’abord que I'ensemble | soit fini. En raismt par récurrence sur le cardinal de |, on
déduit immédiatement de la question 1 les propriétés siasate 'anneau B- A[{Ti}iqcl] :

N(B) =R(B) = N(A)[{Tilia], B* =A"+9(B)

(3Les anneaux de polyndmes satisfont & une propriété uniletpe les caractérise. Quels que soient 'anneau (nonsséement

commutatif) B et 'ensemble I, on désigne paf’B'ensemble des applications de | dans Bsipport fini(i.e. s'annulant en dehors
d’'un sous-ensemble fini de ). Etant donné un anneau A (noassaoement commutatif) A, 'anneay(&;)ic|] des polynémes
a coefficients dans A en la famille d'indétermin€@ }ic, satisfait alors a la condition suivante : quel que soit lal@ehre (non

nécessairement commutative) B, I'application

Homa _aig (A[(Tici].B) = B, ¢ — (¢(Ti))ic
réalise une bijection, le membre de gauche étant I'enseddsddomomorphismes de A-algébres d€TR)ic(] dans B. Cette propriété
caractérise I'anneau[KT;)ici] @ un isomorphisme unique prés : si C est une A-algebre datistza la méme condition, il existe un
isomorphisme et un seul dg|fT;);<] sur C qui soit compatible (en un sens évident) avec cetteaigtégle vérifier!). Une référence
possible Les formalismes fondamentaux de I'algébre commutalivE. Lafon, Hermann (1998).
(“Prendre garde que les élément nilpotents ¢éAV ne constituent évidemment pas un idéal dgM) dés quen > 2. Contre-exemple

00 1 0
®)\oir par exemple Atiyah - MacDonald, Chap.1, Propositic 1.

(n=2) : les matrice< 01 ) et( 00 ) sont nilpotentes mais Ieursomr{eg é ) ne I'est pas puisqu’elle est inversible !



et un élémenf de B est diviseur de zéro si et seulement s'il existeA non nul tel queaf = 0.
Pour traiter le cas d'un ensemble | quelconque, il suffit dearguer que toute famille finie de polyndmes
dans A{T; }ic1] est contenue dans un sous-annea{ilj\} jcj] avec I | fini et d'utiliser les résultats préecédents.

Exercice 5— 1. Rappel : étant donné un anneau A, on désigne par|A’anneau deséries formelles
coefficients dans A en I'indéterminée T il s’agit des expi@ss
L

neN

aveca, € A, la structure d’anneau étant définie par

(Z anT”> + (Z bnT”> = Z (an+bn)T" et <Z anT”> (Z bnT”> = Z < Z apbq> ™.
neN neN neN neN neN neN \ p,geN, p+g=n

Observation préliminaire : I'élément-1T de A[[T]] est inversible, d'invers§ .y T" (vérification imme-
diate).

Soit f € A[[T]] une série formelle dont le terme initiay = f(0) s’annule. On a alor$P € TPA[[T]] pour
tout entier naturep et il existe donc une unique série formefie A[[T]] telle que

g=f+f2+... 4+ P mod. TPHIA[[T]]

pour tout entier naturep : le coefficient de T dansg est simplement la somme des coefficients eddns
f,f2,..., f". En d'autre termes, I'expressidfy,cy f" définit (malgré les apparences...) un élément {&)A a
savoirg. L'identité
(1-flg=1
est immédiate : quel que soit en effet I'entier natyrel
(1-f)g = (1—H)(A+f+ 24+ fP) mod. TPTA[[T]]
= 1mod. PHA[[T]]

etdonc(l1—-f)g—1=0.

On déduit de ce qui précéde linclusionA- TA[[T]] C A[[T]]* : si en effetf est une série formelle dont le
terme constanf (0) est inversible dans A, il suffit d’écriré sous la formef = f(0) — (f(0) — f) = f(0)[1—
f(0)~1(f(0) — f)] = f(0)(1—h) avech(0) = 0 pour voir qu'elle est inversible. Linclusion réciproqest
immédiate et donc AT]]* = A + TA[[T]].

En utilisant la caractérisation du radical de Jacobsonealépp la question 1. (ii) de I'exercice précédent, il
vient :

RA[T]) = {feA[[T]]|1+gf € A[[T]]", pour toutg € A[[T]]}
= {feA[[T]]|1+af(0) € A*, pourtoutac A}
= {feA[[T]] f(0) e RA)}-

2. Sil'anneau A est intégre, il en est de méme de I'annefli]}A(vérification facile : considérer le pre-
mier coefficient non nul dans, g et fg). Quel que soit I'idéal premies de A, I'hnomomorphisme canonique
Al[T]] — (A/p)[[T]] défini par la réduction des coefficients modyla pour noyau I'idéal de AT]] engendré
parp ; comme I'anneau d’arrivée est integpé\[[T]] est un idéal premier de[[N]]. En utilisant le fait que le nil-
radical d’'un anneau est précisément l'intersection dedsssuix premiers, nous déduisons de ces observations
l'inclusion

NA[THC () pA[T]] =NA)T].
peSpecA)

Cette inclusion peut étre stricte. Considérons par exefftgsleeau A, quotient de I'anneau de polyndmes
Z[(Tn)nen| par l'idéal qu’engendrentgl Th, n > 1, et T, Ty, N # m; si I'on désigne pat, I'image de T, dans
A, alorst! = 0 pour toutn > 1 ettyty = O pour tous entiers, m distincts. La série formellé = 3.yt T" est
a coefficients nilpotents mais elle n’est pas nilpotenteféas 5, thT"P n’est nulle pour aucun entigr> 1

puisquet), ; # 0 dans A.



Remarque — Il est facile de vérifier que l'inclusio®(A[[T]]) C D1(A)[[T]] est une égalité s'il existe un
entier naturelN tel que & = 0 pour tout élément a d&t(A); c’est en particulier le cas si l'idéadt(A) est
engendré par un nombre fini d’éléments.

3. Etant donné un idéal maximalde A, l'idéal (m,T) de A[[T]] est le noyau de 'nomomorphisme surjectif
A[[T]] = A/m, f — f(0) mod.m; c’est donc un idéal maximal. Cela permet de définir une agfitin

Max(A) — Max(A[[T]]), m+— (m,T)

qui est manifestement injective.

Comme I'élément L fT de A[T]] est inversible quel que soft dans A[T]] en vertu de la question (i), T
appartient au radical de[]] et donc a chaque idéal maximal d¢/H]. Soitm’ un idéal maximal de AT]]|
et soitm = ANm’; si un élément de A n'appartient pas @, il existe un élément de A/[T]] tel queaf =
1 mod.m’ puisque A[T]]/m’ est un corps ; comme & m’, cette égalité est équivalenta&(0) = 1 mod.m’ ou
encore &af(0) = 1 mod.m, et cette derniére montre que/# est un corps. L'idéah = m’NA de A est ainsi
maximal et, commen’ = (m’NA,T), 'application considérée est surjective, donc bijective

Exercice 6— Etant donnés un anneau A et un idéal premide A, on désigne pa«(p) le corps des fractions
de I'anneau integre A.

0. Complément : idéaux premiers d'un localisgoient A un anneau et S une partie multiplicative de A.
L’homomorphisme canoniqug : A — S~*A induit une applicatiorfis : Spe¢S~*A) — Spec¢A), envoyant un
idéal premier de S A sur l'idéal premieriglq de A (cet idéal est premier puisque I'anneau quotieﬁgﬁq
s'injecte dans I'anneau intégre 8\ /q).

L'application @i réalise une bijection sur le sous-ensemble de @peconstitué des idéaux premigrge
A ne rencontrant pas S.

— Lapplication?is est injective : étant donné un idéal premiedle A, q est I'idéal de S*A engendré par
I'idéal premierp = iglq de A. L'inclusionpS~1A C q est en effet évidente ; réciproquement, étant donné
un élémenb degq, il existe des élémentsde S eta de A tels qués(s)b = is(a) et doncb = is(s) tis(a)
appartient a I'idéal de S-(A) engendré paigq.

— L'image de I'applicatiorfis est 'ensemble des idéaux premiers de A ne rencontrant p8sgSest un
idéal premier de S'A, is(S)Nq = 0 puisqueis(S) C (STA)* et donc Sig'(q) = 0. Réciprogquement,
sip est un idéal premier de A ne rencontrant pas S, ’lhomomanghisanonique A- K (p) envoie S dans
K(p)* etil se factorise donc a travers la fledge I’'homomorphisme obtenuSA — k(p) a pour noyau
un idéal premier de S'1(A) et on vérifie immédiatement l'identité=ig*(q).

Consequenceétant donné un idéal premigrde A, les idéaux premiers du localisg Ae A relativement a

la partie multiplicative A-p sont les idéauxA, engendrés par les idéaux premigrde A ne rencontrant pas

A —p, c'est-a-dire les idéaux premiegsde A contenus dans En particulier, 4 est un anneau local d'ideal
maximalpA, ; en outre, 'homomorphisme canonique-AA,, induit un homomorphisme A — A, /pA, qui

est injectif en vertu de la discussion précédente ; celgiecprolonge donc en un homomorphisme du corps
des fractions (p) de I'anneau intégre A dans le corps g/pA, et, comme tout élément de,A’écrit sous la
formes laavecsc A —p etac A, cet homomorphisme est un isomorphisme. (Voir aussi lstipe5. (i) de
I'exercice 7).

1. Soitp un nombre premier et soit A Zp,, I'anneau obtenu en localisafitrelativement a l'ideal premier
PZ; A s'identifie canoniquement au sous-anneawdeonstitué des fraction$ aveca, b € Z etb # 0 premier
a p. Les idéaux premiers de A sont I'idé@d) et I'idéal engendré pap; par suite, si I'on inverse dans A
(c'est-a-dire siI'on localise A relativement a la partieltiplicative des puissances ¢, on obtient un anneau
dont(0) est le seul idéal premier. L’anneaq%ﬁ}‘ est donc un corps, en l'occuren@e

2. Quel que soit la partie multiplicative S de A, le noyau dethomorphismés : A — SA est l'idéal
constitué des élémengsde A tels quesa= 0 pour un certain élémestde S. Si un élémerd de A appartient
au noyau de I'application canonique-A [ycspega) Ap, NOUS en déduisons que l'idéatnulateurdea

Ann(a) = {xe A | xa= 0}

n’est contenu dans aucun idéal premier de A; il en découlg®na A et donca= 0.



On déduit immédiatement de l'injectivite de I'applicati®n— [,cspe¢a)Ap que I'anneau A est réduit si
chacun de ses localisés Pest. Réciproquement, si I'anneau A est réduit, alorsrieau S*A est réduit quelle
que soit la partie multiplicative S de A : soit en effet S~*A un élément nilpotent et écrivons-le sous la forme
x=slaavecac Aetse S;on aalors @ x"=s"a", donca” = 0 dans S'A, ce qui signifie qu'il existe
s € Stel quesa” =0 dans A; on a alorss'a)” = 0, doncs'a = 0 puisque A est réduit, et finalementa=0
dans S*A.

3. Supposons que I'anneau A soit intégre. Quelle que soiataepmultiplicative S de A, & A — {0} et
donc I’'homomorphisme canonique-A K se factorise donc a traveis: A — S~*A. Lhomomorphisme obtenu
de S1A dans K est évidemment injectif et il identifie donc 'anneBttA avec un sous-anneau du corps des
fractions K de A.

Linclusion A C Npemaxa) Am €t triviale. Soit réciproquemertun élément de K appartenant a chacun des
localisés A,, m € Max(A), et soito = {bec A | bxc A} I'idéal des dénominateurs deDire quex appartient au
localisé A, équivaut a dire qu’on peut I'écrire sous la forme- s"taavecs € A —m eta € A ou, de maniére
équivalente, que rencontre A— m. L'idéal 0 n’est par conséquent contenu dans aucun idéal maximal de A,
donco =AetxeA.

4. (i) Vérification immédiate.

(i) Etant donnée une partie multiplicative S de A, le noyaultiomomorphisme canonique A S™'A
est 'ensemble des élémerdsie A pour lesquels il existe€ S tel quesa= 0. Lorsque S= & est la partie
multiplicative des éléments réguliers de A, cette derni@mdition impliguea = 0 et 'lhomomorphisme A-

S, *A est donc injectif.

(iii) Si S est une partie multiplicative de A telle que I'homorphisme canoniquig : A — S~*A soit injectif,

S est composée d’éléments réguliers de A : en effetesh était un diviseur de zéro dans A, il existerait un
élment non nubk de A tel quesa= 0 et alorsis(a) = is(s) tis(sa) = 0.

Exercice 7— 0. Etant donné un élémeriitde A, on note Df) le sous-ensemble de SgAG constitué des
idéaux premierp de A ne contenant pak Il s’agit d'une partie ouverte puisque son complémentagele
fermé V(A f) des idéaux premiers de A contenant I'idédl.A.es ouverts de Spé&) de cette forme sont dits
principauxet il est facile de voir gu’ils engendrent la topologie de §pe : en effet, quel que soit I'ouvert U
deSpecA), il existe un idéah de A tel que Speg@) —U =V (a) et donc

U Sped¢A) —V(a)
= SpecA)— [ V(Af)

fea

— Ub(f).

fea

Notons également le fait suivant : quel que soit I'idéade A, I'application?p : Spe¢A/a) — SpecA)
associée a la projection canonigpeA — A/a réalise un homéomorphisme de S@eta) sur le fermé \a)
de Spe(A). Cette application est en effet continue, injective d'imaja) (car I'applicationq — p~(q) réalise
une bijection entre 'ensemble des idéaux premiers de & I'ensemble des idéaux premiers de A contenant
a) et fermée, cafp(V (b)) = V(p~1(b)) pour tout idéab de A/a. Cas particulier : comme le nilradicét(A)
est l'intersection des idéaux premiers de A (voir la questiode I'exercice 3), VW1(A)) = Spe¢A) et la
projection canonique A- A= A /9M(A) induit donc un homéomorphisme entre SEEY) et SpecA);
ainsi, il est toujours possible de se ramener au cas d'unaanAeréduit lorsqu’on étudie les propriété de
I'espace toplogique Spés).

1. Etant donnée une famill; )ic; d’éléments de A, les ouverts principaux ) recouvrent Spe@) si et
seulement s'il existe pour tout idéal prempatie A un élémenitde | tel quef; ¢ p, donc si et seulement si I'idéal
Yiel Afi de A engendré par lef est égal a I'idéal trivial A. Cette derniere condition équiva 1c y;Af;, et
cela a lieu si et seulement s'il existe une partie finie J densiajue des elémenty de A, j € J, tels que
1=%je19if)-

Il est maintenant facile d’établir que I'espace topologigl= SpecA ) est quasi-compact. Soit = {U; }i¢
un recouvrement ouvert de X ; chacun des ouvertétant lui-méme recouvert par des ouverts principaux, il
existe une famillg /),y d’éléments de A donnant lieu & un recouvrement ou{®itf,)},c. de X raffinant



7 . D'aprés ce que I'on vient de voir, il existe un sous-enseniisli J de L tel que les ouverts(l), j € J,
recouvrent X, et on extrait donc un sous-recouvrement firizden choisissant une applicatian J— | telle
que IX(fj) C Uy pour toutj € J.

2. Quel que soit I'idéal premigr de A, I'adhérence du point dans Spe@) est le fermeé \{p). En effet,
le fermé Mp) de Spe€A) contient tautologiquement le poiptet est contenu dans tout fermédy contenant
p car alorsa C p et donc Mp) C V(a). Observer en particulier que, puisquépy contient tous les idéaux
maximaux de A contenamt un idéal premiep de A définit un point fermé de Spg¥) si et seulement s'il est
maximal.

Tous les points d’un espace topologique séparé (au sensuelbtéf) sont fermés; si I'espace topologique
SpedA) est séparé, tous les idéaux premiers de A sont donc maxirBagposons réciproquement que tous
les idéaux premiers de I'anneau A soient maximaux et vésfopre I'espace topologique SPAg est sépare.
Comme on I'a observé a la question 0, nous pouvons supposeiaqueau A est réduit; c’est ce que nous
faisons. Etant donnés deux points distinatsn’ € SpecA), considérons un élémefitde A appartenant &’
mais pas an; puisque tous les idéaux premiers de A sont maximaux, l'an®g, possede un unique idéal
premier, en 'occurencalA,,,. L'anneau A, étant en outre réduitpA,, = 91(An) = (0) et tout élément non nul
de A, est inversible ; cet anneau est par conséquent un corps. Ednappartient an’, f = 0 dans Ay et il
existe donc un élémentde A—m’ tel que fg = 0. On obtient ainsi des voisinageg D et D(g) dem etm’
respectivement tels que(lD) N D(g) = D(fg) = D(0) = 0 et on en conclut que I'espace topologique $pgc
est séparé.

3. On vérifie immédiatement que la projection canonique A4 = A/91(A) induit une bijection entre les
éléments idempotents et, puisque les espaces topologipessh ) et Spe¢A™) sont homéomorphes, nous
pouvons supposer que I'anneau A est réduit ; c'est ce quefamoms.

Quel que soit I'élément idempoteatde A, I'ouvert principal De) de Spe¢A) est fermé : I'identitée(e—

1) = 0 implique en effet que les idéaux premiers conteeatnt exactement ceux ne contenant@ad, donc
Spec¢A) —D(e) = V(e) = D(e—1). Noter que les idempotents triviaux O et 1 définissent res@egent les
parties ouvertes et fermées 0 et Spec

Soit réciproquement U une partie ouverte et fermée de (Bpeet soienta,b des idéaux de A tels que
U=V(a) et Spe¢A) — —U =V (b). Comme a+b) = V(a)NV(b) est vide, I'idéala + b n'est contenu
dans aucun idéal premier de A et dan¢ b = A. Soienta,b € A tels quea+b = 1; comme (a) C V(Aa)
et V(b) C V(Ab), V(Aab) = V(Aa) UV (Ab) = Spec¢A) et doncab € 91(A) = {0} puisque I'anneau A a été
supposé réduit. L'élémeitde A est alors idempotent et, comme on I'a vu, §pgcest la réunion des fermés
disjoints V(Aa) et V(Ab); il en découle que les inclusions(¥) C V(Aa) et V(b) C V(Ab) sont en fait des
égalités et donc &= V(a) = D(b).

4. (i) Un espace topologique séparé (au sens de Hausddriifjéehictible si et seulement s'il est réduit a un
point. Tout espace ponctuel est en effet trivialement gghrsi X est un espace topologique séparé contenant
deux points distincts,y, X n'est pas irréductible puisqu’il est la réeunion des fesms@icts X— Vy et X—Vy,
ou Vy etVy sont des voisinages ouverts disjointsxde y respectivement.

(if) Lespace topologique Spé&) est irréductible si et seulement si, pour tous idéatixde A, la condition
Spe¢A) = V(a) UV (b) impliqgue V(a) = Spec¢A) ou V(b) = Spe¢A). Comme a) UV (b) = V(ab), la
condition précédente est equivalentebaC 91(A) et Spe¢A) est donc irréductible si et seulement si cela a lieu
uniqguement lorsque C 9t(A) ou b C 9N(A). En considérant des idéaux principaux, on voit inmédiatéme
gu’une condition nécessaire est que I'id8HIA) soit premier ; cette condition est en fait suffisante cad, 8i
sont deux idéaux de A non contenus dah@\ ), il existe des éléments de a etb de b d'images non nulles
dans A/91(A) ; cet anneau étant intégre, le prodaiitest non nul dans At(A) et doncab n’est pas contenu
dansft(A).

Plus généralement, étant donné un idéde A, le fermé \(a) de Spe€A) est irréductible si et seulement
si la raciner(a) dea, intersection des idéaux premiers de A contenauast un idéal premier. Il suffit en effet
d'utiliser le fait que a) est homéomorphe a Spgéc/a) et d’appliquer le résultat précédent a I'annegln A
en observant quga) est I'image réciproque du nilradical de/Apar la projection canonique de A sur/é

(i) Lanneau A= Q[Tl,Tz,Tg,]/(T% —T,T3,T1T3— T1) est réduit mais il n’est pas intégre car, en notant
respectivemertt, t, etts les images de i T, et Tz dans At; # 0 ett; # 0 maist; — 1 # 0 maist; (t3 — 1) =0;
d’'aprés ce qui précéde, I'espace topologique: Bped¢A) n'est pas irréductible.



Le fermé V(Tf —T,T3,T1T3—Ty) est la réunion de trois fermés stricts non vides :

V(T2 —ToT3, TiTa—T1) = V(T2—ToT3, T1)UV(T3—ToT3, Tz —1)
= V(ToT3,T1)UV(T3 =Ty, T3—1)
= V(T2 T)UV(T3, T1)UV((T2 =Ty, T3—1)

et il est facile de vérifier que ces fermés sont irréductibles

5. (i) L'application? : Spe¢A,) — Spe¢A) induit une injection continue d'image I'ensemble des idéau
premiers de A contenus dapgcf. question 0). Il s’agit en fait d’'un homéomorphisme som gmage car, pour
tousac A, s€ A —p, l'image de I'ouvert principal Ds 1a) de Spe¢A,) est I'ouvert principal Da) de Spe¢A)
(cela découle directement des observations de la quegtitiréste donc a voir qu’un idéal premigide A est
contenu dang si et seulement s'il appartient a I'intersection des vaiges ouverts dedans Spe@); q C p
si et seulement si A-p C A —q, donc si et seulement $i¢ q pour tout élémenf de A—p ou, encore, si et
seulement si appartient & tous les ouverts principaukf f € A —p; comme ceux-ci constituent une base
de voisinages dp dans Spe@ ), I'assertion est vérifiee.

(ii) En vertu des observations de la question 0, on voit gsédéaux premiers de 'anne@B /pB),, localisé
de B/pB par rapport & la partie multiplicativ(A —p), sont précisément les idéaux premiers de B contgrant
et ne rencontrant pas(A —p), c’est-a-dire les idéaux premiersle B tels que C ¢ ~1(q) et¢ ~L(q)N(A—p) =
0 ; ce sont donc précisément les idéaux premjets B tels quée (q) = ¢ ~1(q) = p et on conclut en invoquant
de nouveau la question 0.

(i) Quel que soit I'élémentf de A, 'homomorphisme canonique A A[T]/(fT — 1) se factorise a tra-
vers la fleche A— A[f~1] puisquef est inversible dans I'annead®/(fT — 1). On construit une fléche dans
I'autre sens en utilisant la propriété universelle des anrele polyndmes : il existe en effet un unique homo-
morphisme A-linéaire de [X] dans Af~1] envoyant T sur I'inverse dé dans Af~1] et celui-ci se factorise
manifestement par I'anneau quotienfTd/ (fT — 1). Les deux homomorphismes ainsi obtenus enfrie 4 et
A[T]/(fT —1) sont des isomorphismes réciproques.

En utilisant la question 0, nous obtenons ainsi que I'appbo associée a 'homomorphisme canonique
A — AI[T]/(fT — 1) induit un homéomorphisme du ferm& ¥ — 1) de Spe¢A[T]) sur I'ouvert principal
D(f) de Spe€A). On observe en particulier que I'application entre les Bps@ssociée a un homomorphisme
d’anneaux n’envoie pas nécessairement une partie fermémsyartie fermée.

Exercice 8— 1. (i) = (ii). Soit p un idéal premier de A et soit un élément de A-p. Lintersection du
fermé Mp) et de l'ouvert Of) dans Spe@ ) est une partie localement fermée et non vide (on aurait sinon
V(p) C V(Af), c’est-a-direp € V(AT), ce qui équivaut a A C p et contredirait I'nypothesé ¢ p). Il existe
donc un point fermé de Spgk) contenu dans ) N D(f), c’est-a-dire un idéal maximal de A contenaret
ne contenant pas, et I'idéal premiemp est ainsi I'intersection des idéaux maximaux le contenant.

(i) = (iii). Soit a un idéal de A et soip: A — A/a la projection canonique. Lidégd—1(DM(A/a)) de
A est l'intersection des idéaux premiers de A contenatdndis que l'idéalp=1(9(A/a)) est l'intersection
des idéaux maximaux de A contenantsi tout idéal premier de A est l'intersection des idéaux imaxix le
contenantp1(N(A/a)) = p~1(R(A/a)) et donc(A/a) = R(A/a).

(i) = (i). Soit Y une partie localement fermée non vide de $pecll s’agit de I'intersection d’un fermé
V(a) et d'un ouvert de Spéd\) et, puisque les ouverts principaux constituent une base depblogie de
SpecA), il existe un élément de A tel que Y = V(a) ND(f) soit non vide et contenu dans Y. Il existe
par hypothese un idéal premigrde A contenanti mais non parf et il s'agit de justifier qu’il existe un
idéal maximal de A satifaisant a ces conditions. Par coatstry, 'image f de f dans I'anneau quotient /A
n'appartient pas au nilradical de/A; si ce dernier coincide avec le radical dgsAil existe un idéal maximal
de A/a ne contenant pas, c’est-a-dire un idéal maximal de A contenannais nonf.

2. Un anneau local A est un anneau de Jacobson si et seulensamt spectre est réduit a un point ou,
de maniére équivalente, si et seulement si I'anne&figst un corps. La condition est évidemment suffisante,
puisqu’alors tout idéal premier est maximal ; cette conditest €également nécessaire car, si Sdpgcontient
deux points distincts, I'idéal maximal de A est I'unique qidiermé de Spd@ ) et son complémentaire est une
partie ouverte non vide ne contenant aucun point fermé ;ddition (i) est alors en défaut et 'anneau A n’est
pas de Jacobson.



3. Un corps est trivialement un anneau de Jacobson. L'anAessat un anneau de Jacobson car (0), son
seul idéal premier non maximal, est l'intersection desudéaaximaux deZ. Le méme argument prouve que
I'anneauk|T] des polynémes en une indéterminée a coefficients dans uslkcegt un anneau de Jacobson.

4. Quel que soit le fermé F de X, la condition (i) garantit quesE I'adhérence de [ Xq dans X. Il en
découle immédiatement que, pour tous ferm&s He X, les conditions X= FUF (resp. F= X; F' = X) et
Xo = (FNXp)N(F NXp) (resp. F1Xp = Xp; resp. FNXo = Xp) sont équivalentes et I'espace topologiqug X
est irréductible si et seulement si I'espace topologiquéast.

Exercice 9— Nous admettons ici I'assertion suivante, qui sera dérderdans la feuille d’'exercices 3 : étant
donné un homomorphisme d’anneaux-AB, I'ensemble des éléments de B qui sont racine d’'un polynéme
unitaire de AT] constituent un sous-anneau de B.

1. (i) Supposons que A soit engendrée comiadgebre par un génératetyr Le k-homomorphismeu :
K[T] — A est surjectif et, comme A est un corps, son noyaast un idéal maximal dk[T]; A est donc de la
formek[T]/(f), f € k[T] irréductible, et c’est bien une extension algébriqué.de

(i) Si t; est algébrique sut, il engendre un sous-corfst; ) de A et A est alors une algébre de type fini sur
k(t1) engendrée pas,...,t,. En raisonnant par récurrence sLINOUS pouvons supposer que tous les éléments
de A sont algébriques sur le corgf;); ils seront alors algébriques skipuisquek(t;) est une extension
algébrique dd. Sit; est transcendant, ce que nous supposerons dans ce qui ssituAe algebre de type fini
sur le corp(t;) ~ k(T) engendrée pds, ... ,t, et, en raisonnant de nouveau par récurrence sur le nombre de
générateurs de A, nous pouvons en outre supposep quet, sont algébriques sik(t; ).

(i) Par hypothéset, est racine d’'un polyndme unitaire @K(t1)[T] de degréd > 1. Sig(t1) € Kt1]
est un multiple commun des dénominateurs des coefficien®, @@= g(t;)?P(g(t;)*T) est un polynéme
unitaire & coefficients darigt;] qui annuleg(t;)t,. En procédant de méme aveg...,t, et en considérant
le produit des polyndmes obtenus, nous obtenons I'existefien élément non nuf(t;) de k[t;] tel que
f(ty)to,..., f(t1)ty annulent des polyndémes unitaires klg][T]. Par hypothése, tout élémeatde A s'écrit
sous la forme Hy,...,t,) avec Fe K[Ty,..., Ty]; si 'entier naturel N est suffisamment grarfdt;)Na s'écrit
ainsi sous la forme @, f(t1)to, ..., f(t1)tn) avec Ge K[T4,...,Tp] et appartient ainsi & la soksalgébre de
A engendrée paf (t1)tp,..., f(t1)tn; comme ces derniers sont racines de polyndmes non nkjtder], le
résultat mentionné au début permet de conclure qu'il enessi@me pouf (t;)Na.

(iv) On rappelle qué; est supposé transcendant sur le cdepde sorte que le corps A contient le corps
k(t;) des fractions rationnelles ¢n L'observation du point (iii) s’applique en particulier>aglémentsa(t;)
dek(ty) : il existe pour toute fraction rationnelbgt;) un entier N et des polyndmea®(ts),. .., Pm-1(t1) € K[t1]
tels que

(f(t)Na)™+ pm-1(t) (f(t)Na)™ 2+ ...+ po(t1) = O.
Soit alorsq(ty) € k[t1] un polyndme premier &(t1) ; appliquée &= 1/q(t1), la condition précédente s’écrit la
forme f(t;)M +q(t)r(t1) = 0 avec M> 1, r(t;) € K[t1] et conduit donc & une contradiction. L'élémente A
est donc algébrique siuret la conclusion découle du point (ii).

2. Supposons que le corjssoit algébriqguement clos. Etant donné un idéal maximale k[Ty,..., Ty,
le quotientk|T1,...,T,]/m est unek-algébre de type fini et un corps; en vertu de la question gesté,
I’'hnomomorphisme canonique— K[T1,...,Ty]/m est un isomorphisme puisquesst algébriquement clos et il
existe donc des élémertts. .. ,t, dek tels queT—t; € m pour touti ; comme l'idéal(T; —ts,...,Tn—t,) est
maximal, nous obtenons finalement= (T; —t3,...,Tn —ty). En tenant compte de l'identification canonique
k" =Homy(K[T1,...,Ty],k), cette observation peut se reformuler sous la forme s@vdtpplication

Homy(K[T1,...,Tn],k) — Speck[Ty,...,Tn]), u— Ker(u),

réalise une bijection de 'ensemble des homomorphismésalgébres dé&(Ty,..., Ty dansk sur 'ensemble
des idéaux maximaux d€Ty,..., Ty

Soit plus généralement A utkealgebre de type fini. En écrivant A sous la forkj€s, ..., T,]/J, 'ensemble
Homy(A,Kk) s’identifie au sous-ensemble de HgkiT1,...,Ty],k) constitué dek-homomorphismes tels
queJ C Ker(u) et, comme les idéaux maximaux de A sont précisément lesxdéanimaux dek[Ty, ..., Ty
contenant, ce qui précede établit que I'application

Hom (A k) — SpedA)
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réalise une bijection de I'ensemble dekomomorphismes de A dalssur I'ensemble des idéaux maximaux
de A.

L'idéal (T2 — 2) deQ[T] est maximal mais il n’est pas le noyau d’'un homomorphispig] — Q.

4. (i) Soitm un idéal maximal de B et sqit=2 ¢ (m) = ¢ —%(m). Le corps B'm est une extension algébrique
dek dans laquelle se plonge kaalgébre A'p ; tout élémenk de A/p satisfait donc & une condition de la forme
X" 4an X" 14 ... +ag=0aveca, 1,...,8 € k. Comme l'anneau Ap est intégre, on peut suppossy# 0
six # 0 et il suffit d’écrire cette identité sous la formex” — 1+ a,_1X""2+ ... +a3) = —ap pour en déduire
quex est inversible dans A six # 0. Lanneau A'p est donc un corps et I'idéalest maximal.

(i) Comme tout quotient d’'un anneau de Jacobson est un ardedacobson en vertu de la caractérisation
1 (iii) de I'exercice 8, il suffit de vérifier que A K[T ..., T,] est un anneau de Jacobson ; nous utiliserons pour
cela la caractérisation 1 (ii) de ce méme exercice. Soit fat efun idéal de A etf un élément de A dont
limage f dans A/a n'est pas nilpotente (ce qui veut dire gfi@’appartient pas a la racin¢a) dea). L'ouvert

Y =D(f)=V(a)ND(f) de V(a) est une partie localement fermée de pgcnon vide en vertu du choix de

et homéomorphe au spectre de I'anneau-AA /a)[T 1] = (A/a)[T)/(FT—1) = A[T]/(aA[T]+ (fT— 1)) via
I'application associée a ’lhomomorphisme canoniquéA — A’. Comme I'anneau An’est pas nul (puisque
son spectre est non vide), il posséde un idéal maximet? j (m) est donc un idéal maximal de A contenu dans
Y en vertu de (i). Cela prouve que A est un anneau de Jacobson.

5. Considérons de nouveau un corps algébriguemenkabsoita un idéal dek[Ty,..., Ty

— Sil'idéal a est strict, il est contenu dans un idéal maxima: (T —ty,..., Tn—ty) dek[Tq,..., Ty etl
existe dondty, ... ,t,) € k" tels quef (ty,...,t,) = O pour toutf € a.

— Soit f un polynéme s’annulant identiquement sur I'ensemble)V\ k" des zéros de. Cette hypo-
thése signifie exactement gueappartient a tous les idéaux maximaux &y, ..., Ty contenanta;
commek[T,...,Ty] est un anneau de Jacobsdrappartient par conséquent a tous les idéaux premiers de
K[T1,...,Tp] contenant et il existe donc une puissance flappartenant a.

Remarque- Les deux propriétés que I'on vient de démontrer constitdlassiquement lthéoréme des zérae
Hilbert et le contenu mathématigue de ce dernier est dordafoentalement le fait que l&salgébres de type
fini sur un corps sont des anneaux de Jacobson, associé &tgpties explicite de leurs idéaux maximaux.

6. Soit A un anneau de Jacobson et soit B une A-algébre de tyfe'ést-a-dire un quotient d’un anneau de
polyndmes ATj,...,Ty]). On suppose B 0 et on notep : A — B 'homomorphisme canonique ; nous allons
vérifier que B est encore un anneau de Jacobson.

(i) Soit m un idéal maximal de B et sojt =2 ¢ (m) = ¢ ~1(m). Lhomomorphisme de A dans le corps
B/m induit un plongement du corps des fractiong) de A/p dans B'm. Comme B est une algébre de type
fini sur A, B/m est une algébre de type fini sur A et donc &(p) ; il s’agit donc d’'une extension algébrique
dek(p) et nous en déduisons que tout élément denBst annulé par un polyndme unitaire a coefficients dans
K(p). Soientxy, ..., X, des générateurs de/BB comme A-algébre. En raisonnant comme a la question 1 (iii), 0
justifie gqu’il existe un élément de A/p tel quefxy, ..., fx, soient racines de polyndmes unitaires a coefficients
dans A/p. Puisquexy, . .., X, engendrent Bm comme A-algébre, il s’en suit qu'il existe pour chaque élétxe
de B/m un entier naturel N tel quéNx soit racine d’un polyndéme unitaire a coefficients dang Ade maniére
équivalente, chaque élément dénBest racine d’un polyndme unitaire a coefficients dahgp)[f~1]. On en
déduit comme en 4 (i) que ce dernier anneau est un corps eficaement la qu'intervient I'hypothése que
A est un anneau de Jacobson. Puisqlie-A /p est également un anneau de Jacobson, I'ouvert non \ifle D
de SpecA /p) contient un point fermé ; en d’autres termes, il existe ualidéaximal de Ap ne contenant pas
f. Comme(A /p)[f 1] est un corpsm engendre I'idéal nul dans I'anneau local{®é/p)[f 1] et ceci implique
m = 0 puisque I'anneau A est un anneau intégre. La conclusion est immédiate : I'id@hlde A/p étant
maximal, cet anneau est un corps et l'idgae A est maximal.

(ii) A lissue de la question précédente, la démonstratiofiait que toute algébre de type fini sur un anneau
de Jacobson est un anneau de Jacobson est exactement la neédams le cas particulier ou A est un corps
(question 4. (ii)).

7. CommeZ est un anneau de Jacobson, toftalgébre de type fini est un anneau de Jacobson. Appli-
cation immédiate : une famillef;)ic; de polyndmes dan&[T,...,Tn] engendre un idéal strict si et seule-
ment s'il existe un idéal maximah deZ[T,..., Ty contenant ces polyndmes ; I'image wepar I'application
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Spe¢Z[T1,...,Tn]) — Spe€Z) associée a ’lhomomorphisme canonigue- Z [Ty, ..., Ty] étant un idéal maxi-
mal deZ en vertu de la question 6, il est équivalent de demander existe un nombre premigrtel que lesf;
soient contenus dans un idéal maximalZj@, ..., Ty, c’est-a-dire un idéal maximal d&,[T1,..., Ty] conte-
nant lesf, mod p; comme I'annealfp[Ty, ..., Ty]/m est une extension finie d&, en vertu de la question 1,
nous en concluons finalement que feengendrent un idéal strict d8T+,..., T, si et seulement s'il existe un
nombre premiep tel que lesf; aient un zéro commun dans un corps fini de caractéristigue

Exercice 10— 1. Puisque le corpk est algébriquement clos, ¥k) = k" s'identifie canoniquement avec
I'ensemble X% des idéaux maximaux de(Tij)1<i j<n]. Lensemble Fdes matrices de rang au plugst I'in-
tersection de ¥ et du fermé Y de X= Speck(Tij]) que définit I'idéal engendré par les déterminants mineurs

d’'ordrer ; c’est donc un fermé pour la topologie de Zariski ki

Une matrice Me M (k) est de rang au pluse {0,....,n} si et seulement s'il existe des matrice Q= M, (k)
Il O
0 0 ]
défini par la condition suivante : quel que soiengj € {1,...,n}, ¢(Tpq) estle polyndbme en les variablés;
et (Ujj) donnant le coefficients d'indicgp,q) de la matrice(S;j)J (Uij) (en guise d’exemple, pour= 2 et
r=2:¢(T11) = S11U11+ S12U21, ¢(T12) = S11U12+ S12U2; etc.). L'application associée

%¢ : Speck[S;j, Uij]) — Speak[Tij])

envoie un idéal maximal sur un idéal maximal (cf. exercice4f),, identifiant ceux-ci aux éléments de
Mn(k) x Mn(k) = k"™ x k™ et de My(k) = k" respectivement, lhomomorphisme est construit de teltespe
249 (P,Q) = PJQ pour toutes matrices,R € Mp(k). Une application continue surjective envoyant automati-
guement un espace irréductible sur un espace irréduclibleification est immédiate), Fest ainsi un fermé
irréductible de M(k).

2) SoitA € Z[T;;] le déterminant de la matriodij) € Mn(Z[Tjj]) et soitk un corps algébriquement clos.
Identifiant M(k) = k™ et I'ensemble X% des idéaux maximaux deTij], Fn_1 = XoNV(A) et le fermé (A)
de Spe¢k[T;;]) est donc irréductible en vertu de la question 4 de I'exer8ice

Pour en conclure que le polynéndeest irréductible, il suffirait de savoir que I'idéal qu'il gendre est
premier : une identitd = fg avecf,g € k[T;;] impliquerait en effetf € (A) oug e (A) puisA(1—-Fg) =0
ouA(1—- fG) =0 et doncg € K[Tj;]* ou f € k[Tj;]*; a priori, on sait seulement que la racin@) = {f
K[Tij] | 3n>1, f" € (A)} de (A) est un idéal premier.Pour conclure, on peut utiliser le dai¢ I'anneau
k[Ti;] estfactoriel, c’est-a-dire que tout polyndbme s’écrit d'une maniére end’ seule comme un produit de
polynémes irréductiblest(A) est alors I'idéal principal engendré par le produit des pdiges irréductibles
distincts apparaissant dans la décompositiod,d® est par conséquent une puissaneeme d’'un polynéme
irréductible et on vérifie directement que cela est impdssecn > 2.

telles que M= PJQ, ou J est la matric > Soit¢ 'homomorphisme d'anneauxT;;] — K[S;,U;;




