Algébre approfondie - Automne 2007 ENS-Lyon

ALGEBRE COMMUTATIVE Il : CORRIGE

Exercice 1(Localisation des modulgs— 1) Si(M’,A’) et(M”,A") sont deux couples satisfaisant a la propriété
universelle considérée, on tire de cette derniére descapipins S1A-linéaires¢ : M’ — M” ety : M" — M’,
uniguement définies et telles que
A//:¢OA/ et A/:wo)\//
(prendre successivement pour N les& modules M et M”). Vu les identités
(Wod)oA'=A"=idwoA" et (po)oA” =A",

on déduit de nouveau de la propriété universelle ¢luad = idy, ¢ o = idy» et nous avons ainsi établi que
les S"A-modules sont isomorphes via un isomorphisme uniqueméerciné (en 'occurrence).

La technique de construction de I'anneau de fraction$ASpermet de construire un coupl& 1M, A)
satisfaisant & la propriété universelle : on définit/@ comme le quotient de I'ensemble MS par la relation
d’équivalence

(m,s) ~ (M,9) < (3t € S, t(Sm—sni) =0),

muni de la structure de groupe abélien définie[pars)] + [(n,s)] = [(Sm+sni,ss)], 0= [(0,1)] et dont on
fait un S"*A-module en posar(a,s)].[(m,s)] = [(ams$)]; I'application A-linéaireA : M — S~IM est enfin
définie en envoyanh € M sur[(m, 1)]. On note généralement sous forme fractionndila classg(m,s)] d’'un
couple(m,s) € M x S.

Il est a peu prés immédiat de vérifier que I'on a bien cons#inisi une solution au probléeme universel que
I'on a considéré.

Etant donnés des A-modules MV et M”, il découle immédiatement de la propriété universelle aiéra
sant les modules localisés que toute application A-lieéairM’ — M induit une application S*A-linéaire
S IM’ — S IM, notée S'f ou simplementf si cela ne préte pas & confusion, uniquement caractérisée pa
I'identité S~1f o Ay = Am o f. Du point de vue de la construction des modules de fractiolrs’qn a adop-
tée, S1f envoie[(m,s)] sur[(f(m),s)]. Enfin, quelles que soient les applications A-linéaifedM’ — M et
g:M — M”, S (gcircf) = (S 1g)o(S1f).
2) La localisation des modules transforme les suites examtesuites exactes (on dit que le foncteur de

localisation esexac) : étant donnée une suite exacte de A-modudes—= N/ —— N d N” 0,la

suite de S1A-modules

0—> S IN —%> S IN — > S IN' — 0

est exacte. La vérification en est aisée : par exemple, fignde en SN s’obtient en observant qu’un élément
x de SIN appartient au noyau g&si et seulement si=n/savecn € N etsc S tels qug(n)/s= 0, condition
équivalente a I'existence de= S tel quet3(n) = 0; commetB(n) = B(tn), ceci équivaut encore a l'existence
den’ € N’ tel quetn = a ('), c’est-a-dire tel qua =n/s= a(n')/ts.

Ce que I'on vient de dire prouve que, pour tout A-module M at sbus-module N de M,

— SN est un sous-module de8v ;

— l'application S*A-linéaire canonique StM — S~1(M/N), provenant de la projection M- M /N, induit

un isomorphisme de $M/S~IN sur S1(M/N)

3) Supposons que M soit un A-module de type fini et soient. ., x, des générateurs de M. La condition
S~IM = 0 implique I'existence, pour toltc {1,...,n}, d'un élémens de S tel quesx; = O et il suffit de poser
S=S1...S pour obtenir un élément de S annulant chacun des générateiset donc annulant M.

4) Soitmun élément de M dont les images dans chacun des localigéshhulle n = idéal maximal de A).
Considérons Bnnulateurde m, c’est-a-dire I'idéal Anfim) de A constitué de tous lesc A tels queam= 0.
L'hypothese que I'on a faite sum garantit Anrim) N (A —m) # 0 pour tout idéal maximah de A; on a donc
Ann(m) =Aetm=0.



Exercice 2— 1) On fois que I'on a observé que les élémefitst f; de A sont inversibles dans[f; f;) =],
c’est une simple application de la propriété universellacirisant la localisation.

2) Limplication (i) == (ii) est immédiate puisque les imagesrdeet m; dans M(f; f;)~1] coincident avec
celle dem.

Pour établir I'implication réciproque, on commence parisinan sous-ensemblini J de | tel lesf;, j € J,
engendrent 'idéal unité de A. Etant donné& J, écrivonsm sous la formefi‘”rﬁ avecrie Netm € M;
comme J est fini, on peut supposer tousrje&gaux r; = r. Quels que soierit j € J, la conditiorm; /1 =m; /1
dans M(fi fj) 1] se traduit par I'existence d’un entier natusgltel que( f; f;)%i (i, — f{i)=0; on peutde
nouveau supposer tous lgségaux s; = s. Nous avons donc

fil’-i-s fJSmJ — fJ!’-i-S fisr'hi

pour tous, j € J.

Les eélémentd;, j € J, engendrant I'idéal unité de A, il en est de méme des élé’rrffrﬁ, j € J (observer
gu’aucun idéal maximal de A ne peut tous les contenir) etidtexdonc des eléments de A tels que =
a0 fj”s. Posons alore= ¥ j.;g; fiM; ; c’est un élément de M. Quel que sbit J,

fiS-‘rrm — ZJngIF+SfJSmJ

_ ZJgJ fr+5f

= (ZJQJ fs+r> fim = £y
etdoncm/1 = "M = m dans M1

Il reste a vérifier que I'élémenmh de M que I'on vient de construire est d'image dans I\/[f(l] pour tout
i €l et qu'il est uniquement déterminé. Ces deux résultatsulénbdu fait suivant : quelle que soit la famille
(hy)ren d’éléments de A engendrant I'idéal unité, 'homomorphisraronique M— [ycaA M [h;l] estinjectif.
Vérification : il existe un sous-ensemble filg deA tel que leshy, A € Ag, engendrent I'idéal unité ; she M
est d'image nulle dans chacun de#Wll], A € Mo, il existe un entier naturel tel queh} m= 0 pour toutA € Ag
et, la famille(h(}),ca, €ngendrant également l'idéal unitd=1.m= 0.

Ce que nous venons de voir établit clairement l'unicité é&thentmde M d'imagem; dans I\/[fj‘l] pour

tout j € J. Cela garantit queny est I'image dem dans I\/[fi‘l] pour touti € | : il suffit en effet d’observer que
les f;, j € J, engendrent Iidéal unité de{# '] et quem/1 etm /1 coincident dans §f; ;) 1] = M[f;][f; ]
pour toutj € J.

3) On considére maintenant une algébre de type fini sur urs @ggbriquement clds Etant donnée une
fonction réguliéref sur Spe€A), il existe par hypothése un recouvrement de $fg¢par des ouverts U tels
que flunmaxa) = 51/5 aveca,b € A et B(m) # 0 pour toutm € U N Max(A) ; quitte a raffiner le recouvrement,
on peut supposer qu'il est constitué d’ouverts principaugk; Ri € |, car ces derniers engendrent la topologie
de Spe¢A). Un élémenb de A tel queb(m) # 0 pour toutm € D(h;) "Max(A) est inversible dans I'anneau
A[h~Y car D(hy) s'identifie canoniquement & Sgédh)) ; 'hypothése peut donc se reformuler ainsi : il existe
des élémenth; de A ainsi que des élémentsde Alh Y], i € |, tels que la restriction dé & D(hj) N Max(A)
soit la fonctionf; pour touti € I.

Quels que soient j € I, f; et f; définissent la méme fonction sur(iR) N D(h;) N Max(A); de maniere
équivalente, 'image dd; — f; dans A(hih;j) 1] est contenue dans tous les idéaux maximaux de cet anneau.
Comme ce dernier est ukealgeébre de type fini, donc un anneau de Jacobfenf; appartient a tous les idéaux
premiersde Al(hih;)~1] et est donc nilpotent. Nous obtenons ainsi I'identitéfidet f; dans(A /9)[(h hjl)] et
nous sommes donc dans les conditions d’'application de kstigne2) : il existe un élémertde A dont I'image
dans(A/M)[f 1] = A[f1]/7 coincide avec celle d& pour touti € |, c’est-a-dire tel qua = f.

L’homomorphisme A— Z%(A), a— ainduit donc un isomorphisme de/At surZ(A).

Exercice 3— 1) L'implication (ii) = (i) est claire.



Supposons réciproquement que=MuM et soientxy, ..., X, des générateurs de M. Il existe par hypothése
des eléments;; dea tels quex; = 3 1<j<n&jX pour toutj € {1,...,n}; posanta; = §; — &j, ces conditions
s’écrivent sous la formg i<, &% = 0 (1 < j <n). Les relations de Cramer fournissent une matfigg) a
coefficients dans A telle que

(bij ) (a) = det(@j)!n
et, posant = det(&; ), nous obtenons finalemeax = 0 pour touti € {1,...,n}.

En développana = det(ai’j ), on constate qu'’il s’agit d’'un élément de A tel qaie- 1 € a; a est d’autre part

un annulateur de M puisqu’il annule un systéme de générateur

Remarque : cet énoncé généralise le lemme de Nakayamapqguetfouve en prenant poux un anneau local
et poura son idéal maximal.

2) Le module M étant de type fini sur A, il existe par hypothésentier naturet > 1 et une suite exacte de
A-modules A — M — 0. Cette suite reste exacte aprés localisatiop @ri. exercice 1), fournissant ainsi une
suite exacte de Amodules

(Ap)' = (A")y =M, =0
et, par réduction modulpA,, une suite exacte de(p)-espaces vectoriels

K(p)" = (Ap)"(p) = M(p) =0,
ce qui montre que Kb) est unk (p)-espace vectoriel de dimension finie.

Nous allons maintenant verifier que la fonctidnSpec¢A) — Z, p — dim,,)M(p) estsemi-continue supé-
rieurement elle ne peut quéécroitreau voisinage d’'un point.

Considérons en effet un poiptdans Spe@ ) et posons = d(p). Partant d’'un isomorphismedek (p)" sur
M(p), un relévement arbitraire deen une application A-linéaire : A}, — M, est surjectif en vertu du lemme
de Nakayama. Notar(ey, ..., ) la base canonique d@&,)", il existe un élémenf de A—p tel queu'(e)
s'écrive sous la forme'(g) = f~tm avecm € M (1 <i <), ce qui permet de définir une applicatioffA?]-
linéaireu” de A[f 1" dans Mf 1] (nous sommes passés d’une situaponctuellg au pointp, & une situation
locale, sur I'ouvert I f)) redonnant/ par localisation ep. Le conoyau N de&” est un Af~1]-module de type
fini (car quotient du Af ~1]-module de type fini NIif 1)) et, la localisation préservant les suites exactgsedt
le conoyau de/, & savoir 0; il existe par conséquent un éléngede A/f 1] —p tel quegN = 0. Ecrivantg
sous la formef ~"a et posanh = af, nous venons de vérifier que la suite dgaA]-modules

A" = Mh 1 =0,

déduite deu” par localisation, est exacte ; elle reste exacte par latalis en tout poinyy de D(h), ce qui
impliqgued(q) <r en ces points, et il reste & observer qué)Best un voisinage ouvert gepuisqueh € A —p.

3) Soit M un A-module de type fini et saitun endomorphismsurjectif de M. On fait de M un AT]-module
en posant Tm= u(m) pour toutm € M. La surjectivité deu se alors traduit par I'égalité M (T)M et il existe
donc un polynémd < K[T] tel quefM =0 etf = 1 mod(T) (cf. 1). Etant alors donng € M tel queu(m) =0,
f.m=met doncm= 0; I'applicationu est un isomorphisme.

Exercice 4— 1) Il suffit de considérer la suite exacte
O—-MNN—-M®N—-M+N — 0,

d’en déduire que le A-module I N est de type fini et d'observer que M et N sont des quotients deNv

2) Si l'idéal a de A est de type fini, il suffit de considérer un épimorphismie-Aa pour obtenir une
présentation finie A— A du module Ala.
Supposons réciproquement qu@afsoit un A-module de présentation finie et considérons urte swacte

de A-modules
u

An

AM Ala 0.
Etant donné un élémenrg de A" tel quev(xo) = 1, il est facile de vérifier que la suite de A-modules

AMgA Y Ang A Y

Ala 0,



dans laquelle les applications linéaitéetV sont définies par (y,a) = (u(y) — ax, a) etV (x,a) = v(x) +al,
est encore exacte ; ce qu'on a gagné, c’est que le généfiatieud/a est 'image paw’ d’un élément de la base
canonique de Ad A.

Le choix de relévements dée; ), ..., v(e,) dans A permet de définir une application A-linédird"®A —
A relevantv et envoyane,, 1 sur 1 (canv/(en, 1) = 1). Désignant pap la projection canonique de A sur/A,
potoU =V oUu =0; l'applications=tou est donc a valeurs dans I'idéal Cette application est surjective :

a=at(en+1) =t(aen1)
pour touta € A car v(en; 1) = 1 et, sia appartient au, ag,;1 est dans I'image de’ puisquev(ag, 1) =

pt(ae,+1) = p(a) = 0. Ceci prouve que l'idéal est de type fini.
u 4
ATpA ——A"DA Ala 0

N

A——0

!

a——0

(ii) Etant donnés une suite exacte de A-modules

/ f 9 1
0 M M M 0

ainsi que des présentations

Am Y an Yy 0 et AP pa Yoy 0

de M et M, on vérifie sans difficulté que I'on obtient une présentation

AMHAP — >~ ANG AT M — 0
de M en définissant les applications linéaivest v comme suit :
— Vjan = foV etvjaq estun relevement d& aM;
— Uam est 'applicationu’ composée par l'injection canonique dé dans A'@¢ A9 etujas est 'application
u” composée par I'injection canonique dé dans A'@ A9,

Exercice 5(Module des différentiell¢s— 1) On vérifie sans difficulté que, si,D’ sont deux A-dérivations de
B dans un B-module M, I'application A-linéaire BbD’ : B — M en est encore une pour tooie B.

2) Etant donnée une dérivationd®Dera (B, M), f o D est une application A-linéaire de B dans tdlle que
(foD)(b'b") = f(WD(") +b'D(b")) =b'(f o D)(b”) +b"(f o D)(b)
pour toust/, b’ € B ; c’est donc une A-dérivation de B dans.M
3) S'il existe, le couple{Qé/A, dg/a) st unique a isomorphisme unique pres (la démonstratida ggme

que pour la question 1 du premier exercice) ; il reste donacamstruire.
Soit L le B-module libre de base B :
L=PBe

beB
et soit R le sous-module engendré par les éléments de la forme

€ by = €+ €y, €ab = A&, &y = bay +b'ey
avecac A, b,b' € B.On posefzé/A =L /R eton notedg , 'application canonique de B dam%/A envoyant
b sur la classe dg, ; c’est clairement une A-dérivation.
Etant donné un B-module M, nous avons fait tout ce qu'il faj@ur que la correspondance— Uodg/a

identifie les applications B-linéaires G%/A dans M aux applications A-linéaires de B dans M satisfaiadat
condition de Leibniz.



4) Soient S une partie multiplicative de B et M un’8-module. Lhomomorphisme canonique-B S™1B
induit par composition une application Rg6B,M) — Dera(B,M). Cette application est injective : si®
Dera(S™1B,M) s’annule identiquement sur B, lidentité=0D(1) = D(ss'!) = sD(s™1) +s71D(s) implique
D(s!) = —s72D(s) = 0 pour touts € S et D est identiquement nulle. Cette application est stiwgec etant
donnee une A-dérivation D de B dans M, on prolonge D en uneriatédn D de S 1B dans M en posant
D(s tb) = —bs2D(s) + s !D(b) pour tousb € B, s€ S.

En composant I'homomorphisme canonique-B51B par la dérivatiords- 15/A, ON Obtient une A-dérivation
de B dans le S'B- moduIeQé 1B/A qui se factorise a travedg 4 en une application B-linéaire d:éB/A dans
Qé,lB/A (cf. question précédente), puis en une applicatiotBSinéairer : s—lgé/A — QL 15/ €N Vertu de la
propriété universelle caractérisant la localisation dedutes. Pour établir queest un isomorphisme, il suffit
d’observer que, quel que soit le B-module M, I'application qu’elle induit

Dera(S B, M) = Homg 15(Qg 154, M) — Homg 154 (S Q5 4, M) = Dera (B, M)

n‘est autre que la restriction & B des A-dérivations déBSdans M ; comme on a vérifié qu'il s’agit d’'une
bijection, 1 est un isomorphisme.

5) (i) L'application dc/a o p est une A-dérivation de B darﬁC/A, il existe donc une unique application
B-linéaire y : QB/A — Qé/A telle que dedc/p o p= Yodg/a. CommeL/J(JQB/A) =TJP(Q B/A) = 0, cette
application se factorise en outre en une application CalreajeQB/A/JQB/A danch/A

(i) 1l découle directement de la régle de Leibniz que le noga I'application A-linéaire d& dansQC/A
induite pary odga contientJ?. L'application obtenue : J/32 — Qé/A est C= B/J-linéaire car

5(bB) = bd(B)+BS(b) =bd(B)

pourtousbe B, B €T

(iii) Soit M un C-module et considérons la suite obtenue guligpant le foncteur Ho(-,M) a la suite de
C-modules

j/:j'z —_— Q]B'/A/JQ B/A —> QC/A —0 ;
vu la question 3, il s’agit de la suite de C-modules
0— Dera(C,M) —% Dera (B,MY —22 Home(3/32,M),

ou Den (B,M)’ désigne le sous-module de R€B,M) constitué des A-dérivations de B dans M s’annulant
identiquement sub. L'exactitude de cette suite de C-module se vérifiant imiet&daent, nous en déduisons
quel la suite initiale

3/32—>Q]B'/A/JQ B/A —>QC/A —0

est exacte.
6) Soit | un ensemble et soitB A[(T;)ic1]. Quel que soit le B-module M, I'application

Dera(B,M) — M', D+ (i — D(T))

est une bijection en vertu de l'identité
< 0P
40T
pour tout P< B, conséquence directe de la relatlon de Leibniz (P ne faisdéervenir qu’'un nombre fini
d’'indéterminées, les dérivées partielles sont nulles poeisque tout € | et le terme de droite est donc bien
défini).

Comme

D(P) = > ==D(Ti)

Homg(B),M) =M",



nous en déduisons que l'unique application B-linéaifé B Qf  envoyante surdg a (Ti) pour touti € | est
un isomorphisme du B-module libre de base |
B" =PBe
iel
SUrQg a.-

7) En vertu des questions 5 etsﬁé/A est le quotient du C-module libre

QE/A/jQE/A = @CdC/A (Ti)
i€l

par le sous-module engendré pardgs ), f € J; commed(f) n'est autre que la classe dgya(f),

5(f) = %%dmm

pour toutf € J et I'assertion est démontrée.

8) On a respectivement

ol _ BdT, & BdT, ol _ _ BdTi&BdT,
B/A T B((1+3T2)dT, — 2TodT,)’ ~B/A "~ B(2T1dT1 — 3TodTy)’

Ce qu'il faut observer ici, c’est le phénomeéne suivant : €tomné un corps K étendant A et un homo-
morphismex : B = A[T1,T2]/(f) — K, le point (xg,%2) = (X(T1),X(T2)) de K? appartient a la courbe définie
par I'équationf = 0 et c’est un poinsingulier de celle-ci — c’est-a-dire un point en lequel les deux désvé
partielles def s’annulent — si et seulement si le K-espace vect@@)A ®p.x K est de dimension strictement
supérieure a 1 (la dimension de la courbe).

et Qg = BdT1®BdT,.

Exercice 6 (Modules projectifs, injectijs— 1) Le foncteur Hom(M,.) est exact s'il transforme toute suite
exacte de A-modules en une suite exacte. Il suffit de vériékr gour les suites exactesurtescar toute suite
exacte

fn1 fn

Mn-1 Mhp M1
peut se représenter sous la forme d’un diagramme de sudetesxcourtes

fn—l

Mn_l |m(fn_1) - 0
|
0 —— ker(fy) My im(f,) —0
0—— ker( fn+1) M n+1

dans lequel les fleches verticales sont des isomorphismes.
u \'

Quelle gue soit la suite exacte courte de A-modues— N’ N N/ 0, la suite (de
groupes abéliens ou de A-modules, cela revient au méme)

0 —— Homa (M, N) —> Homa (M, N) —=> Homa (M,N")

est exacte ; par suite, le foncteur HR(M,.) est exact si et seulement si, pour toute application A-lieéa
surjective N— N”, chaque application A-linéaire de M dan$ Bk reléve en une application A-linéaire de M
dans N :

N—N'——=0

M



2. Il est clair que tout A-module libre est automatiguemewjqztif ; en fait, les A-modules projectifs sont
exactement ceux pouvant se réaliser comme facteur directA¥module libre.

Soit L un A-module libre et soit M un facteur direct de L, c'@stire un quotient de L tel que la projection
canoniquep : L — M admette unesection sEtant données une application A-linéaire surjectivél — N” et
une application A-linéairer : M — N”, a o p se releve em’ : L — N et I'applicationa’ os: M — N relévea.

Soit réciproquement M un A-module projectif et soit L le A-dude libre de base M : k= @,y Aem. L'ap-
plication A-linéaire de L dans M définie en envoyantsur m étant tautologiqguement surjective, la projectivité
de M garantit I'existence d’'une sectisnM — L et M est donc bien facteur direct d’'un A-module libre.

3. (i) = (ii). Lorsque A est un anneau local, un A-module de type fini $l grojectif si et seulement s’il
est libre ; vu la question précédente, il revient au méme ieglie tout A-module de type fini est libre s'il est
facteur direct d’'un A-module libre.

Notonsm l'idéal maximal de A et considérons une application A-linéaurjectivep : A" — M admettant
une sectiors. Choisissons d’autre part une application A-linéaréA™ — M induisant un isomorphisme apres
réduction modulan ; cette application est surjective en vertu du lemme de Nakay ce qui permet de relever
p en une application A-linéaira : A" — A™. Appliguant de nouveau le lemme de Nakayamagso q est
en endomorphisme surjectif de"A il s’agit alors automatiqguement d’uautomorphismécf. exercice 3, 3),
I'application g est par conséquent un isomorphisme et M est donc bien un Adebbre.

Remarque : étant donné un module libre de rang¥insur un anneau locah\, la démonstration précédente
établit que toute partie d® se réduisant en une base modulo 'idéal maximal est autguatnent une base
deM.

(i) = (i) Le groupe abélien Hog{M,N) des applications A-linéaires entre deux A-modules M et N
est naturellement muni d'une structure de A-module si 'esegau)(x) = a(u(x)) pour tousa € A, u €
Homa (M, N) etx € M. Etant donnée une partie multipicative S de A, I'applicatcanonique de Hog{M,N)
dans Hong 14 (S™IM, S~ IN) est A-linéaire et induit donc une application'®-linéaire

I : S"tHoma (M, N) — Homg 15 (S7*M,S7IN)

(cf. exercice 1). Lorsque le A-module M est de type fini, il elstir quer estinjective : étant donnés une
application A-linéaireu € Homa (M, N) etse S, la conditioni (s~u) signifie que I'application S'A-linéaire
induite paru est nulle et il existe donc pour chagues M unt € S tel quetu(m) = 0 ; supposer M de type fini
permet de choisir € S indépendamment de et cela implique la nullité da dans S*Homa (M, N).

Si I'on suppose en outre que I'anneau A asethérien il est facile de voir qua est surjective, c'est-a-
dire que toute application $A-linéairev: S~*M — SN peut s’écrire sous la forme= s lu avecsc S et
u € Homa (M, N). Considérons en effet une application A-linéaire sunyecti: A" — M et désignons pag,

1 <i <n, les éléments de la base canonique 8eikexiste un élémente S tel quey; = tu(p(e)) appartienne
a N pour touti, ce qui permet de définir une application A-linéaire A" — N en posantu(g) = v;. Par
construction, cette application envoie le sous-modulé®ede A" sur un sous-module de N d'image nulle
dans S!N. Supposer A noethérien garantit que le modulg esoit de type fini, de sorte qu'il existe un
élément’ de S tel que’li(ker(p)) = 0 et donc que I'application A-linéaitéld: A" — N se factorise a travens
en une application A-linéaire dede M dans N. Commevo p = (i ettt’'vo p=t'i= uo p, nous en déduisons
finalement I'identitév = s~1u avecs = tt'.

Sous I'hypothése additionnelle que I'anneau A est noathéil est maintenant aisé d’établir I'implication
(i) = (i). Considérons en effet des A-modules N, & une application A-linéaire surjectine: N — N”.
Soit Q le conoyau de 'application A-linéaire HartM,N) — Homa (M,N”), u+— vou. Via les identifications
canoniques Hop(M,N), = Homa, (M, N,) et Hom (M,N"), = Homa, (M, Ny) pour tout idéal premiep
de A, la condition (ii) implique Q= 0 pour toutp et donc Q= 0.

(if) = (iii). Ici encore, il est nécessaire de supposer A noethérie

Etant donnés un idéal premigide A et un isomorphisme : A — My, il existeg € A —p tel quefu(e) €
M pour touti, ce qui permet de définir une applicatiorjgAl]-linéaire Ag=1|" — M[g~!] induisantu par
localisation erp. Le noyau N et le conoyau Q de cette application sont dgsA-modules tels que N=Q, =
0. Comme M est de type fini, il en est de méme dggM] et donc de Q tandis que N est de type fini grace
a I'hypothése noethérienne faite sur A; nous en déduisensstence d’'un élémerft de A tel quef ¢ A—p
et fN = gQ = 0, donc tel que Nif ~1] soit libre. Nous avons ainsi établi I'existence d’un reaament de



SpecA) par des ouverts principaux(D) tels que le Af ~1]-module M f 1] soit libre, recouvrement que I'on
peut supposer fini en vertu de la quasi-compacité de(®pec

(iiiy = (ii). Cette implication est immédiate : tout idéal prempede A est contenu dans I'un des ouverts
principaux X f;) et le A,-module M, localisé de Mf;~1] enp, est libre.

4. Etant donné que tout A-module libre est projectif, I'ésige d’une résolution projective pour tout A-
module est une conséquence immédiate du fait que tout A-lmadd un quotient d’'un A-module libre (cf.
question 2).

5. La démonstration est analogue a celle de la question 1.

6. (i) Soient A un anneau intégre et M un A-module injectifaitdonnéa € A — {0}, la surjectivité de
I'endomorphisme de multiplication parsur M s’obtient aisément en considérant l'injection-AA, X — ax:
un élémenim de M donne naissance a une application A-linéaire de A danevdyant 1 sum et I'existence
d’un prolongement est équivalente a I'existencertie M tel guem= an.

(ii) Soient A un anneau principal et M un A-module divisibletant donnés un A-module N et un sous-
module N de N, soitu une application A-linéaire de’Nlans M. Quel que soit I'élémemrtde N n’appartenant
pas a N, il existe par hypothésé € A tel que {a € A | axe N’} soit I'idéal Af de A. Sif =0, il suffit
d’envoyerx sur 0 pour prolongen au sous-module N-Ax = N'@& Ax de N ; sinon, la divisibilité de M garantit
I'existence d’un élémenntel queu(fx) = fmet I'application A-linéaire de N& Ax dans M envoyanh + ax
suru(n) +am se factorise a travers la projectiort &Ax — N’ 4+ Ax pour définir un prolongement deau
sous-module N+ Ax.

Il reste a appliquer le lemme de Zorn pour conclure que liappbn u se prolonge a N : I'ensemble des
sous-modules de N contenant & auquel I'application A-linéaire sur prolonge est noneviet inductif (la
réunion d’'une famille totalement ordonnée de tels sousutesdsatisfait encore a cette condition), donc admet
un élément maximal N; ce dernier est nécessairement égal a N en vertu de ce geigéc

(ii) LanneauZ étant principal, I&Z-moduleQ/Z est injectif car il est divisible.

Quel que soit I'entier natured > 2, I'unique application linéair&. — Q/Z envoyant 1 sur% induit une
application linéaire non nulle d&/nZ dansQ/Z. Par suite, étant donné wmodule non nul M, il existe une
application linéaire non null®l — Q/Z : quel que soit en effet € M non nul, le sous-module de M engendré
parx est isomorphe & ou aZ/nZ avecn > 2; il existe donc une application linéaire non nulle de dans
Q/Z et celle-ci se prolonge a M puisq@/Z est unZ-module injectif.




