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ALGÈBRE COMMUTATIVE II : CORRIGÉ

Exercice 1(Localisation des modules) — 1) Si(M′,λ ′) et(M′′,λ ′′) sont deux couples satisfaisant à la propriété
universelle considérée, on tire de cette dernière des applications S−1A-linéairesϕ : M′ → M′′ et ψ : M′′ → M′,
uniquement définies et telles que

λ ′′ = ϕ ◦λ ′ et λ ′ = ψ ◦λ ′′

(prendre successivement pour N les S−1A modules M′ et M′′). Vu les identités

(ψ ◦ϕ)◦λ ′ = λ ′ = idM′ ◦λ ′ et (ϕ ◦ψ)◦λ ′′ = λ ′′,

on déduit de nouveau de la propriété universelle queψ ◦ϕ = idM′ , ϕ ◦ψ = idM′′ et nous avons ainsi établi que
les S−1A-modules sont isomorphes via un isomorphisme uniquement déterminé (en l’occurrenceϕ).

La technique de construction de l’anneau de fractions S−1A permet de construire un couple(S−1M,λ )
satisfaisant à la propriété universelle : on définit S−1M comme le quotient de l’ensemble M×S par la relation
d’équivalence

(m,s) ∼ (m′,s′) ⇐⇒ (∃t ∈ S, t(s′m−sm′) = 0),

muni de la structure de groupe abélien définie par[(m,s)]+ [(m′,s′)] = [(s′m+sm′,ss′)], 0= [(0,1)] et dont on
fait un S−1A-module en posant[(a,s)].[(m,s′)] = [(am,ss′)] ; l’application A-linéaireλ : M → S−1M est enfin
définie en envoyantm∈ M sur [(m,1)]. On note généralement sous forme fractionnairem

s la classe[(m,s)] d’un
couple(m,s) ∈ M ×S.

Il est à peu près immédiat de vérifier que l’on a bien construitainsi une solution au problème universel que
l’on a considéré.

Étant donnés des A-modules M′, M et M′′, il découle immédiatement de la propriété universelle caractéri-
sant les modules localisés que toute application A-linéaire f : M′ → M induit une application S−1A-linéaire
S−1M′ → S−1M, notée S−1 f ou simplementf si cela ne prête pas à confusion, uniquement caractérisée par
l’identité S−1 f ◦λM′ = λM ◦ f . Du point de vue de la construction des modules de fractions que l’on a adop-
tée, S−1 f envoie[(m,s)] sur [( f (m),s)]. Enfin , quelles que soient les applications A-linéairesf : M′ → M et
g : M → M′′, S−1(g circ f) = (S−1g)◦ (S−1 f ).

2) La localisation des modules transforme les suites exactes en suites exactes (on dit que le foncteur de

localisation estexact) : étant donnée une suite exacte de A-modules0 // N′ α // N
β // N′′ // 0 , la

suite de S−1A-modules

0 // S−1N′ α // S−1N
β // S−1N′′ // 0

est exacte. La vérification en est aisée : par exemple, l’exactitude en S−1N s’obtient en observant qu’un élément
x de S−1N appartient au noyau deβ si et seulement six= n/savecn∈N ets∈S tels queβ (n)/s= 0, condition
équivalente à l’existence det ∈ S tel quetβ (n) = 0 ; commetβ (n) = β (tn), ceci équivaut encore à l’existence
den′ ∈ N′ tel quetn = α(n′), c’est-à-dire tel quex = n/s= α(n′)/ts.

Ce que l’on vient de dire prouve que, pour tout A-module M et tout sous-module N de M,
– S−1N est un sous-module de S−1M ;
– l’application S−1A-linéaire canonique S−1M → S−1(M/N), provenant de la projection M→ M/N, induit

un isomorphisme de S−1M/S−1N sur S−1(M/N)

3) Supposons que M soit un A-module de type fini et soientx1, . . . ,xn des générateurs de M. La condition
S−1M = 0 implique l’existence, pour touti ∈ {1, . . . ,n}, d’un élémentsi de S tel quesixi = 0 et il suffit de poser
s= s1 . . .sn pour obtenir un élément de S annulant chacun des générateursde M et donc annulant M.

4) Soitmun élément de M dont les images dans chacun des localisés Mm est nulle (m = idéal maximal de A).
Considérons l’annulateurdem, c’est-à-dire l’idéal Ann(m) de A constitué de tous lesa∈ A tels queam= 0.
L’hypothèse que l’on a faite surm garantit Ann(m)∩ (A −m) 6= /0 pour tout idéal maximalm de A ; on a donc
Ann(m) = A et m= 0.
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Exercice 2— 1) On fois que l’on a observé que les élémentsfi et f j de A sont inversibles dans A[( fi f j)
−1],

c’est une simple application de la propriété universelle caractérisant la localisation.

2) L’implication (i) =⇒ (ii) est immédiate puisque les images demi et mj dans M[( fi f j)
−1] coïncident avec

celle dem.
Pour établir l’implication réciproque, on commence par choisir un sous-ensemblefini J de I tel lesf j , j ∈ J,

engendrent l’idéal unité de A. Étant donnéi ∈ J, écrivonsmi sous la formef−r i
i m̃i avecr i ∈ N et m̃i ∈ M ;

comme J est fini, on peut supposer tous lesr i égaux :r i = r. Quels que soienti, j ∈ J, la conditionmi/1 = mj/1
dans M[( fi f j)

−1] se traduit par l’existence d’un entier naturelsi j tel que( fi f j)
si j ( f r

i m̃j − f r
j m̃i) = 0 ; on peut de

nouveau supposer tous lessi j égaux :si j = s. Nous avons donc

f r+s
i f s

j m̃j = f r+s
j f s

i m̃i

pour tousi, j ∈ J.
Les élémentsf j , j ∈ J, engendrant l’idéal unité de A, il en est de même des éléments f r+s

j , j ∈ J (observer
qu’aucun idéal maximal de A ne peut tous les contenir) et il existe donc des élémentsg j de A tels que 1=
∑ j∈Jg j f r+s

j . Posons alorsm= ∑ j∈Jg j f s
j m̃j ; c’est un élément de M. Quel que soiti ∈ J,

f s+r
i m = ∑

j∈J

g j f r+s
i f s

j m̃j

= ∑
j∈J

g j f r+s
j f s

i m̃i

=

(

∑
j∈J

g j f s+r
j

)

f s
i m̃i = f s

i m̃i

et doncm/1 = f−r
i m̃i = mi dans M[ f−1

i ].
Il reste à vérifier que l’élémentm de M que l’on vient de construire est d’imagemi dans M[ f−1

i ] pour tout
i ∈ I et qu’il est uniquement déterminé. Ces deux résultats découlent du fait suivant : quelle que soit la famille
(hλ )λ∈Λ d’éléments de A engendrant l’idéal unité, l’homomorphismecanonique M→ ∏λ∈Λ M[h−1

λ ] estinjectif.
Vérification : il existe un sous-ensemble finiΛ0 deΛ tel que leshλ , λ ∈ Λ0, engendrent l’idéal unité ; sim∈ M
est d’image nulle dans chacun des M[h−1

λ ], λ ∈Λ0, il existe un entier natureln tel quehn
λ m= 0 pour toutλ ∈ Λ0

et, la famille(hn
λ )λ∈Λ0

engendrant également l’idéal unité,m= 1.m= 0.
Ce que nous venons de voir établit clairement l’unicité de l’élémentm de M d’imagemj dans M[ f−1

j ] pour

tout j ∈ J. Cela garantit quemi est l’image dem dans M[ f−1
i ] pour touti ∈ I : il suffit en effet d’observer que

les f j , j ∈ J, engendrent l’idéal unité de A[ f−1
i ] et quem/1 etmi/1 coïncident dans M[( fi f j)

−1] = M[ f−1
i ][ f−1

j ]
pour tout j ∈ J.

3) On considère maintenant une algèbre de type fini sur un corps algébriquement closk. Étant donnée une
fonction régulièref sur Spec(A), il existe par hypothèse un recouvrement de Spec(A) par des ouverts U tels
que f|U∩Max(A) = ã/b̃ aveca,b∈ A et b̃(m) 6= 0 pour toutm ∈ U∩Max(A) ; quitte à raffiner le recouvrement,
on peut supposer qu’il est constitué d’ouverts principaux D(hi), i ∈ I, car ces derniers engendrent la topologie
de Spec(A). Un élémentb de A tel queb̃(m) 6= 0 pour toutm ∈ D(hi)∩Max(A) est inversible dans l’anneau
A[h−1

i ] car D(hi) s’identifie canoniquement à Spec(A[h−1
i ]) ; l’hypothèse peut donc se reformuler ainsi : il existe

des élémentshi de A ainsi que des élémentsfi de A[h−1
i ], i ∈ I, tels que la restriction def à D(hi)∩Max(A)

soit la fonction f̃i pour touti ∈ I.
Quels que soienti, j ∈ I, fi et f j définissent la même fonction sur D(hi)∩D(h j)∩Max(A) ; de manière

équivalente, l’image defi − f j dans A[(hih j)
−1] est contenue dans tous les idéaux maximaux de cet anneau.

Comme ce dernier est unek-algèbre de type fini, donc un anneau de Jacobson,fi − f j appartient à tous les idéaux
premiersde A[(hih j)

−1] et est donc nilpotent. Nous obtenons ainsi l’identité defi et f j dans(A/N)[(hih
−1
j )] et

nous sommes donc dans les conditions d’application de la question 2) : il existe un élémenta de A dont l’image
dans(A/N)[ f−1

i ] = A[ f−1
i ]/N coïncide avec celle defi pour touti ∈ I, c’est-à-dire tel que ˜a = f .

L’homomorphisme A→ R(A), a 7→ ã induit donc un isomorphisme de A/N surR(A).

Exercice 3— 1) L’implication (ii) ⇒ (i) est claire.
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Supposons réciproquement que M= aM et soientx1, . . . ,xn des générateurs de M. Il existe par hypothèse
des élémentsai j dea tels quex j = ∑1≤i≤nai j xi pour tout j ∈ {1, . . . ,n} ; posanta′i j = δi j −ai j , ces conditions
s’écrivent sous la forme∑1≤i≤na′i j xi = 0 (1≤ j ≤ n). Les relations de Cramer fournissent une matrice(bi j ) à
coefficients dans A telle que

(bi j )(a
′
i j ) = det(a′i j )In

et, posanta = det(a′i j ), nous obtenons finalementaxi = 0 pour touti ∈ {1, . . . ,n}.
En développanta = det(a′i j ), on constate qu’il s’agit d’un élément de A tel quea−1∈ a ; a est d’autre part

un annulateur de M puisqu’il annule un système de générateurs.

Remarque : cet énoncé généralise le lemme de Nakayama, que l’on retrouve en prenant pourA un anneau local
et poura son idéal maximal.

2) Le module M étant de type fini sur A, il existe par hypothèse un entier naturelr ≥ 1 et une suite exacte de
A-modules Ar → M → 0. Cette suite reste exacte après localisation enp (cf. exercice 1), fournissant ainsi une
suite exacte de Ap-modules

(Ap)
r = (Ar)p → Mp → 0

et, par réduction modulopAp, une suite exacte deκ(p)-espaces vectoriels

κ(p)r = (Ap)
r(p) → M(p) → 0 ,

ce qui montre que M(p) est unκ(p)-espace vectoriel de dimension finie.

Nous allons maintenant vérifier que la fonctiond : Spec(A) → Z, p 7→ dimκ(p)M(p) estsemi-continue supé-
rieurement: elle ne peut quedécroîtreau voisinage d’un point.

Considérons en effet un pointp dans Spec(A) et posonsr = d(p). Partant d’un isomorphismeu deκ(p)r sur
M(p), un relèvement arbitraire deu en une application A-linéaireu′ : Ar

p → Mp est surjectif en vertu du lemme
de Nakayama. Notant(e1, . . . ,er) la base canonique de(Ap)

r , il existe un élémentf de A− p tel queu′(ei)
s’écrive sous la formeu′(ei) = f−1mi avecmi ∈ M (1 ≤ i ≤ r), ce qui permet de définir une application A[ f−1]-
linéaireu′′ de A[ f−1]r dans M[ f−1] (nous sommes passés d’une situationponctuelle, au pointp, à une situation
locale, sur l’ouvert D( f )) redonnantu′ par localisation enp. Le conoyau N deu′′ est un A[ f−1]-module de type
fini (car quotient du A[ f−1]-module de type fini M[ f−1]) et, la localisation préservant les suites exactes, Np est
le conoyau deu′, à savoir 0 ; il existe par conséquent un élémentg de A[ f−1]− p tel quegN = 0. Écrivantg
sous la formef−na et posanth = a f , nous venons de vérifier que la suite de A[h−1]-modules

A[h−1]r → M[h−1] → 0,

déduite deu′′ par localisation, est exacte ; elle reste exacte par localisation en tout pointq de D(h), ce qui
impliqued(q) ≤ r en ces points, et il reste à observer que D(h) est un voisinage ouvert dep puisqueh∈ A−p.

3) Soit M un A-module de type fini et soitu un endomorphismesurjectif de M. On fait de M un A[T]-module
en posant T.m= u(m) pour toutm∈ M. La surjectivité deu se alors traduit par l’égalité M= (T)M et il existe
donc un polynômef ∈K[T] tel que f M = 0 et f ≡ 1 mod(T) (cf. 1). Étant alors donném∈M tel queu(m) = 0,
f .m= m et doncm= 0 ; l’applicationu est un isomorphisme.

Exercice 4— 1) Il suffit de considérer la suite exacte

0→ M ∩N → M ⊕N → M +N → 0,

d’en déduire que le A-module M⊕N est de type fini et d’observer que M et N sont des quotients de M⊕N.

2) Si l’idéal a de A est de type fini, il suffit de considérer un épimorphisme An → a pour obtenir une
présentation finie An → A du module A/a.

Supposons réciproquement que A/a soit un A-module de présentation finie et considérons une suite exacte
de A-modules

An u // Am // A/a // 0.

Étant donné un élémentx0 de An tel quev(x0) = 1, il est facile de vérifier que la suite de A-modules

Am⊕A
u′ // An⊕A

v′ // A/a // 0 ,
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dans laquelle les applications linéairesu′ etv′ sont définies paru′(y,a) = (u(y)−ax0,a) etv′(x,a) = v(x)+a1,
est encore exacte ; ce qu’on a gagné, c’est que le générateur1 de A/a est l’image parv′ d’un élément de la base
canonique de An⊕A.

Le choix de relèvements dev(e1), . . . ,v(en) dans A permet de définir une application A-linéairet : An⊕A →
A relevantv′ et envoyanten+1 sur 1 (carv′(en+1) = 1). Désignant parp la projection canonique de A sur A/a,
p◦ t ◦u′ = v′ ◦u′ = 0 ; l’applications= t ◦u est donc à valeurs dans l’idéala. Cette application est surjective :

a = at(en+1) = t(aen+1)

pour touta ∈ A car v(en+1) = 1 et, si a appartient àa, aen+1 est dans l’image deu′ puisquev′(aen+1) =
pt(aen+1) = p(a) = 0. Ceci prouve que l’idéala est de type fini.

Am⊕A
u′ //

s

%%J

J

J

J

J

J

J

J

J

J

J

J

J

J

J

J

J

J

J

J

J

J

J

J

J

An⊕A
v′ //

t

$$H

H

H

H

H

H

H

H

H

H

A/a // 0

A

p

OO

// 0

a

OO

// 0

(ii) Étant donnés une suite exacte de A-modules

0 // M′
f // M

g // M′′ // 0

ainsi que des présentations

Am u′ // An v′ // M′ // 0 et Ap u′′ // Aq v′′ // M′′ // 0

de M′ et M′′, on vérifie sans difficulté que l’on obtient une présentation

Am⊕Ap u // An⊕Aq v // M // 0

de M en définissant les applications linéairesu etv comme suit :
– v|An = f ◦v′ etv|Aq est un relèvement dev′′ à M ;
– u|Am est l’applicationu′ composée par l’injection canonique de An dans An⊕Aq et u|Ap est l’application

u′′ composée par l’injection canonique de Aq dans An⊕Aq.

Exercice 5(Module des différentielles) — 1) On vérifie sans difficulté que, si D, D′ sont deux A-dérivations de
B dans un B-module M, l’application A-linéaire D+bD′ : B → M en est encore une pour toutb∈ B.

2) Étant donnée une dérivation D∈ DerA(B,M), f ◦D est une application A-linéaire de B dans M′ telle que

( f ◦D)(b′b′′) = f (b′D(b′′)+b′′D(b′)) = b′( f ◦D)(b′′)+b′′( f ◦D)(b′)

pour tousb′,b′′ ∈ B ; c’est donc une A-dérivation de B dans M′.

3) S’il existe, le couple(Ω1
B/A , dB/A) est unique à isomorphisme unique près (la démonstration estla même

que pour la question 1 du premier exercice) ; il reste donc à leconstruire.
Soit L le B-module libre de base B :

L =
⊕

b∈B

Beb

et soit R le sous-module engendré par les éléments de la forme

eb+b′ = eb +eb′ , eab = aeb, ebb′ = beb′ +b′eb

aveca∈ A, b,b′ ∈ B. On poseΩ1
B/A = L/R et on notedB/A l’application canonique de B dansΩ1

B/A envoyant
b sur la classe deeb ; c’est clairement une A-dérivation.

Étant donné un B-module M, nous avons fait tout ce qu’il fallait pour que la correspondanceu 7→ u◦dB/A

identifie les applications B-linéaires deΩ1
B/A dans M aux applications A-linéaires de B dans M satisfaisantà la

condition de Leibniz.
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4) Soient S une partie multiplicative de B et M un S−1B-module. L’homomorphisme canonique B→ S−1B
induit par composition une application DerA(S−1B,M) → DerA(B,M). Cette application est injective : si D∈
DerA(S−1B,M) s’annule identiquement sur B, l’identité 0= D(1) = D(ss−1) = sD(s−1)+ s−1D(s) implique
D(s−1) = −s−2D(s) = 0 pour touts∈ S et D est identiquement nulle. Cette application est surjective : étant
donnée une A-dérivation D de B dans M, on prolonge D en une A-dérivation D̃ de S−1B dans M en posant
D̃(s−1b) = −bs−2D(s)+s−1D(b) pour tousb∈ B, s∈ S.

En composant l’homomorphisme canonique B→S−1B par la dérivationdS−1B/A , on obtient une A-dérivation
de B dans le S−1B-moduleΩ1

S−1B/A qui se factorise à traversdB/A en une application B-linéaire deΩ1
B/A dans

Ω1
S−1B/A (cf. question précédente), puis en une application S−1B-linéaireι : S−1Ω1

B/A → Ω1
S−1B/A en vertu de la

propriété universelle caractérisant la localisation des modules. Pour établir queι est un isomorphisme, il suffit
d’observer que, quel que soit le S−1B-module M, l’application qu’elle induit

DerA(S−1B,M) = HomS−1B(Ω1
S−1B/A ,M) → HomS−1B/A(S−1Ω1

B/A ,M) = DerA(B,M)

n’est autre que la restriction à B des A-dérivations de S−1B dans M ; comme on a vérifié qu’il s’agit d’une
bijection,ι est un isomorphisme.

5) (i) L’application dC/A ◦ p est une A-dérivation de B dansΩ1
C/A ; il existe donc une unique application

B-linéaire ψ : Ω1
B/A → Ω1

C/A telle que dedC/A ◦ p = ψ ◦ dB/A . Commeψ(IΩ1
B/A) = Iψ(Ω1

B/A) = 0, cette

application se factorise en outre en une application C-linéaire deΩ1
B/A/IΩ1

B/A dansΩ1
C/A .

(ii) Il découle directement de la règle de Leibniz que le noyau de l’application A-linéaire deI dansΩ1
C/A

induite parψ ◦dB/A contientI2. L’application obtenueδ : I/I2 → Ω1
C/A est C= B/I-linéaire car

δ (bβ ) = bδ (β )+ βδ (b) = bδ (β )

pour tousb∈ B, β ∈ I.

(iii) Soit M un C-module et considérons la suite obtenue en appliquant le foncteur HomC(·,M) à la suite de
C-modules

I/I2 δ // Ω1
B/A/IΩ1

B/A
ψ // Ω1

C/A
// 0 ;

vu la question 3, il s’agit de la suite de C-modules

0 // DerA(C,M)
·◦ψ // DerA(B,M)′

·◦δ // HomC(I/I2,M),

où DerA(B,M)′ désigne le sous-module de DerA(B,M) constitué des A-dérivations de B dans M s’annulant
identiquement surI. L’exactitude de cette suite de C-module se vérifiant immédiatement, nous en déduisons
quel la suite initiale

I/I2 δ // Ω1
B/A/IΩ1

B/A
ψ // Ω1

C/A
// 0

est exacte.

6) Soit I un ensemble et soit B= A[(Ti)i∈I ]. Quel que soit le B-module M, l’application

DerA(B,M) → MI, D 7→ (i 7→ D(Ti))

est une bijection en vertu de l’identité

D(P) = ∑
i∈I

∂P
∂Ti

D(Ti)

pour tout P∈ B, conséquence directe de la relation de Leibniz (P ne faisant intervenir qu’un nombre fini
d’indéterminées, les dérivées partielles sont nulles pourpresque touti ∈ I et le terme de droite est donc bien
défini).

Comme

HomB(B(I),M) = MI,
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nous en déduisons que l’unique application B-linéaire B(I) → Ω1
B/A envoyantei surdB/A(Ti) pour touti ∈ I est

un isomorphisme du B-module libre de base I

B(I) =
⊕

i∈I

Bei

surΩ1
B/A .

7) En vertu des questions 5 et 6,Ω1
C/A est le quotient du C-module libre

Ω1
B/A/IΩ1

B/A =
⊕

i∈I

CdC/A(Ti)

par le sous-module engendré par lesδ ( f ), f ∈ I ; commeδ ( f ) n’est autre que la classe dedB/A( f ),

δ ( f ) = ∑
i∈I

∂ f
∂Ti

dC/A(Ti)

pour tout f ∈ I et l’assertion est démontrée.

8) On a respectivement

Ω1
B/A =

BdT1⊕BdT2

B((1+3T2
1)dT1−2T2dT2)

, Ω1
B/A =

BdT1⊕BdT2

B(2T1dT1−3T2dT2)
, et Ω1

B/A = BdT1⊕BdT2.

Ce qu’il faut observer ici, c’est le phénomène suivant : étant donné un corps K étendant A et un homo-
morphismex : B = A[T1,T2]/( f ) → K, le point (x1,x2) = (x(T1),x(T2)) de K2 appartient à la courbe définie
par l’équation f = 0 et c’est un pointsingulier de celle-ci – c’est-à-dire un point en lequel les deux dérivées
partielles def s’annulent – si et seulement si le K-espace vectorielΩ1

B/A ⊗B,x K est de dimension strictement
supérieure à 1 (la dimension de la courbe).

Exercice 6 (Modules projectifs, injectifs) — 1) Le foncteur HomA(M, .) est exact s’il transforme toute suite
exacte de A-modules en une suite exacte. Il suffit de vérifier cela pour les suites exactescourtescar toute suite
exacte

. . . // Mn−1
fn−1 // Mn

fn // Mn+1 // . . .

peut se représenter sous la forme d’un diagramme de suites exactes courtes

. . . // Mn−1
fn−1 // im( fn−1)

��

// 0

0 // ker( fn) // Mn
fn // im( fn)

��

// 0

0 // ker( fn+1) // Mn+1 // . . .

dans lequel les flèches verticales sont des isomorphismes.

Quelle que soit la suite exacte courte de A-modules0 // N′ u // N
v // N′′ // 0 , la suite (de

groupes abéliens ou de A-modules, cela revient au même)

0 // HomA(M,N′)
u◦· // HomA(M,N)

v◦· // HomA(M,N′′)

est exacte ; par suite, le foncteur HomA(M, .) est exact si et seulement si, pour toute application A-linéaire
surjective N→ N′′, chaque application A-linéaire de M dans N′′ se relève en une application A-linéaire de M
dans N :

N // N′′ // 0

M

OO``
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2. Il est clair que tout A-module libre est automatiquement projectif ; en fait, les A-modules projectifs sont
exactement ceux pouvant se réaliser comme facteur direct d’un A-module libre.

Soit L un A-module libre et soit M un facteur direct de L, c’est-à-dire un quotient de L tel que la projection
canoniquep : L → M admette unesection s. Étant données une application A-linéaire surjectivev : N → N′′ et
une application A-linéaireα : M → N′′, α ◦ p se relève enα ′ : L → N et l’applicationα ′ ◦s : M → N relèveα .

Soit réciproquement M un A-module projectif et soit L le A-module libre de base M : L=
⊕

m∈M Aem. L’ap-
plication A-linéaire de L dans M définie en envoyantem surmétant tautologiquement surjective, la projectivité
de M garantit l’existence d’une sections : M → L et M est donc bien facteur direct d’un A-module libre.

3. (i) ⇒ (ii). Lorsque A est un anneau local, un A-module de type fini M est projectif si et seulement s’il
est libre ; vu la question précédente, il revient au même de dire que tout A-module de type fini est libre s’il est
facteur direct d’un A-module libre.

Notonsm l’idéal maximal de A et considérons une application A-linéaire surjectivep : An → M admettant
une sections. Choisissons d’autre part une application A-linéaireq : Am→ M induisant un isomorphisme après
réduction modulom ; cette application est surjective en vertu du lemme de Nakayama, ce qui permet de relever
p en une application A-linéaireu : An → Am. Appliquant de nouveau le lemme de Nakayama,u◦ s◦ q est
en endomorphisme surjectif de Am ; il s’agit alors automatiquement d’unautomorphisme(cf. exercice 3, 3),
l’applicationq est par conséquent un isomorphisme et M est donc bien un A-module libre.
Remarque : étant donné un module libre de rang finiM sur un anneau localA, la démonstration précédente
établit que toute partie deM se réduisant en une base modulo l’idéal maximal est automatiquement une base
deM.

(ii) ⇒ (i) Le groupe abélien HomA(M,N) des applications A-linéaires entre deux A-modules M et N
est naturellement muni d’une structure de A-module si l’on pose (au)(x) = a(u(x)) pour tousa ∈ A, u ∈
HomA(M,N) etx∈ M. Étant donnée une partie multipicative S de A, l’application canonique de HomA(M,N)
dans HomS−1A(S−1M,S−1N) est A-linéaire et induit donc une application S−1A-linéaire

ι : S−1HomA(M,N) → HomS−1A(S−1M,S−1N)

(cf. exercice 1). Lorsque le A-module M est de type fini, il estclair que ι est injective : étant donnés une
application A-linéaireu∈ HomA(M,N) et s∈ S, la conditionι(s−1u) signifie que l’application S−1A-linéaire
induite paru est nulle et il existe donc pour chaquem∈ M un t ∈ S tel quetu(m) = 0 ; supposer M de type fini
permet de choisirt ∈ S indépendamment demet cela implique la nullité deu dans S−1HomA(M,N).

Si l’on suppose en outre que l’anneau A estnoethérien, il est facile de voir queι est surjective, c’est-à-
dire que toute application S−1A-linéaire v : S−1M → S−1N peut s’écrire sous la formev = s−1u avecs∈ S et
u∈ HomA(M,N). Considérons en effet une application A-linéaire surjective p : An → M et désignons parei ,
1≤ i ≤ n, les éléments de la base canonique de An ; il existe un élémentt ∈ S tel queyi = tu(p(ei)) appartienne
à N pour touti, ce qui permet de définir une application A-linéaire ˜u : An → N en posant ˜u(ei) = yi . Par
construction, cette application envoie le sous-module ker(p) de An sur un sous-module de N d’image nulle
dans S−1N. Supposer A noethérien garantit que le module ker(p) soit de type fini, de sorte qu’il existe un
élémentt ′ de S tel quet ′ũ(ker(p)) = 0 et donc que l’application A-linéairet ′ũ : An → N se factorise à traversp
en une application A-linéaire deu de M dans N. Commetv◦ p = ũ et tt ′v◦ p = t ′ũ = u◦ p, nous en déduisons
finalement l’identitév = s−1u avecs= tt ′.

Sous l’hypothèse additionnelle que l’anneau A est noethérien, il est maintenant aisé d’établir l’implication
(ii) ⇒ (i). Considérons en effet des A-modules N, N′ et une application A-linéaire surjectivev : N → N′′.
Soit Q le conoyau de l’application A-linéaire HomA(M,N) → HomA(M,N′′), u 7→ v◦u. Via les identifications
canoniques HomA(M,N)p = HomAp

(Mp,Np) et HomA(M,N′′)p = HomAp
(Mp,N′′

p) pour tout idéal premierp
de A, la condition (ii) implique Qp = 0 pour toutp et donc Q= 0.

(ii) ⇒ (iii). Ici encore, il est nécessaire de supposer A noethérien.
Étant donnés un idéal premierp de A et un isomorphismeu : An

p → Mp, il existeg∈ A −p tel que f u(ei) ∈

M pour tout i, ce qui permet de définir une application A[g−1]-linéaire A[g−1]n → M[g−1] induisantu par
localisation enp. Le noyau N et le conoyau Q de cette application sont des A[g−1]-modules tels que Np = Qp =
0. Comme M est de type fini, il en est de même de M[g−1] et donc de Q tandis que N est de type fini grâce
à l’hypothèse noethérienne faite sur A ; nous en déduisons l’existence d’un élémentf de A tel quef ∈ A − p

et f N = gQ = 0, donc tel que M[ f−1] soit libre. Nous avons ainsi établi l’existence d’un recouvrement de
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Spec(A) par des ouverts principaux D( f ) tels que le A[ f−1]-module M[ f−1] soit libre, recouvrement que l’on
peut supposer fini en vertu de la quasi-compacité de Spec(A).

(iii) ⇒ (ii). Cette implication est immédiate : tout idéal premierp de A est contenu dans l’un des ouverts
principaux D( fi) et le Ap-module Mp, localisé de M[ f−1

i ] enp, est libre.

4. Étant donné que tout A-module libre est projectif, l’existence d’une résolution projective pour tout A-
module est une conséquence immédiate du fait que tout A-module est un quotient d’un A-module libre (cf.
question 2).

5. La démonstration est analogue à celle de la question 1.

6. (i) Soient A un anneau intègre et M un A-module injectif. Étant donnéa ∈ A −{0}, la surjectivité de
l’endomorphisme de multiplication para sur M s’obtient aisément en considérant l’injection A→ A, x 7→ ax :
un élémentm de M donne naissance à une application A-linéaire de A dans M envoyant 1 surm et l’existence
d’un prolongement est équivalente à l’existence dem′ ∈ M tel quem= am′.

(ii) Soient A un anneau principal et M un A-module divisible.Étant donnés un A-module N et un sous-
module N′ de N, soitu une application A-linéaire de N′ dans M. Quel que soit l’élémentx de N n’appartenant
pas à N′, il existe par hypothèsef ∈ A tel que{a ∈ A | ax∈ N′} soit l’idéal A f de A. Si f = 0, il suffit
d’envoyerx sur 0 pour prolongeru au sous-module N′+Ax= N′⊕Ax de N ; sinon, la divisibilité de M garantit
l’existence d’un élémentm tel queu( f x) = f m et l’application A-linéaire de N′⊕Ax dans M envoyantn+ax
sur u(n) + am se factorise à travers la projection N′ ⊕Ax → N′ + Ax pour définir un prolongement deu au
sous-module N′ +Ax.

Il reste à appliquer le lemme de Zorn pour conclure que l’application u se prolonge à N : l’ensemble des
sous-modules de N contenant N′ et auquel l’application A-linéaire sur prolonge est non vide et inductif (la
réunion d’une famille totalement ordonnée de tels sous-modules satisfait encore à cette condition), donc admet
un élément maximal N′′ ; ce dernier est nécessairement égal à N en vertu de ce qui précède.

(iii) L’anneauZ étant principal, leZ-moduleQ/Z est injectif car il est divisible.
Quel que soit l’entier natureln ≥ 2, l’unique application linéaireZ → Q/Z envoyant 1 sur1n induit une

application linéaire non nulle deZ/nZ dansQ/Z. Par suite, étant donné unZ-module non nul M, il existe une
application linéaire non nulleM → Q/Z : quel que soit en effetx∈ M non nul, le sous-module de M engendré
par x est isomorphe àZ ou àZ/nZ avecn ≥ 2 ; il existe donc une application linéaire non nulle de Ax dans
Q/Z et celle-ci se prolonge à M puisqueQ/Z est unZ-module injectif.


