Algébre approfondie - Automne 2007 ENS-Lyon

ALGEBRE COMMUTATIVE I

Exercice 1(Anneaux noethériehs— Soit A un anneau noethérien.

1) Etant donné un idéal de A, démontrer qu'il existe des idéaux premigys.. ., p, de A tels que
p1...pn C J. En déduire que I'anneau A ne posséede qu’un nombre fini dixi@aemiersminimaux
(Indication pour la premiére questionconsidérer I'ensemble des idéaux de A ne vérifiant pas cette
propriété, vérifier qu’il posséde un élément maximal s'flresn vide et obtenir une contradiction.)

2) Soit M un A-module. Un idéal premigr de A est ditassociéa M s'il existe un élémerk de
M tel quep = Ann(x) = {a € A | ax= 0}. On note Asg(M) I'ensemble des idéaux premiers de A
associés a M.

(i) Démontrer que I'ensemble As&M) est vide si et seulement si MO0. (Indication: si M est non
nul, considérer un élément maximal de 'ensemble des iddauxde la forme Anfx), xe M —{0}.)

(if) Démontrer qu’un idéal premigr de A est associé a M si et seulement si I'idéal premiey de
A, est associé M.

(iii) Démontrer que la réunion des idéaux premiers assarikbest précisément I'ensemble des
élémentsa de A tels que 'homothétie M~ M, x— ax, ne soit pas injective.

(iv) Si M est de type fini, démontrer que l'intersection dedadx premiers associés a M est pré-
cisément I'ensemble des élémeatde A tels que 'homothétie M-~ M, x+— ax, soit nilpotente (on
pourra traiter d’abord la question 3...)

3) Démontrer que tout idéal premier minimal de A est assaci@-anodule A.

4) Soit M un A-module de type fini.

(i) Démontrer gu'il existe une suit®) =My C M1 C ... C My = M de sous-A-modules de M telle
que, pour tout € {1,...,n}, M;/M;_1 ~ A/p; avecp; C A premier.

(i) Démontrer que I'ensemblép,...,pn} contient tous les idéaux premiers associés delmdi{
cation: étant donng € Ass(M), localiser la suite des Mpar rapport &, en déduirey; C p pour un
certaini et conclure.)

Exercice 2(Intégralité) — Soient A un anneau et B une A-algébre. Un élémeté B est ditentier
sur A s'il existe un polyndmenitaire P € A[T] tel que Bx) = 0.

1) Démontrer que les trois conditions suivantes sont étgrit@s pour tout élémerntde B :

(i) x est entier sur A;

(ii) la sous-A-algébre de B engendrée paast un A-module de type fini;

(iii) il existe une sous-A-algébre C de B contenamui est un A-module de type fini.

(Indication: pour établir I'implication(iii ) = (i), choisir des générateuts...,t, de C, observer
qu'il existe des élémentg; € A, 1 <i,j <n, tels quext = ¥ 1< j<naijt; et verifier que, posant M-
(aji), x est une racine du polynéme @ét, — M) € A[T].)

2) En utilisant la question précédente, démontrer les deserons suivantes.

— L'ensemble des éléments de B entiers sur A est un sous+adecd.

— Soit A la sous-A-algebre de B constituée des éléments de B entiers ;sétant donnée une

B-algebre C, démontrer qu’'un élément de C est entier §8i ét seulement s'il est entier sur A.

3) Soit D un entier sans facteur carré et soit K le ca@g$]/(T? — D). Démontrer que le sous-
anneau de K formé des éléments entiersZsast
N/ {@} siD=1mod. 4;

— Z[V/D] sinon.



(Indication : démontrer qu’'un élémemt+bv/D de K, a,b € Q, est entier SuZ si et seulement si
2ac Z eta?—b?D = 0; observer que ces conditions impliquebte2Z et discuter selon la parité de
b/2.)

Exercice 3(Intégralité, suit¢ — Soit ¢ : A — B un homomorphisme faisant de B une A-algébre
entiére c'est-a-dire telle que tous les éléments de B soit entieAsu

1) Supposons que les anneaux A et B soient intégres et quadimorphismeg soit injectif.
Démontrer que A est un corps si et seulement si B est un corps.

2) Soientp, q deux idéaux premiers de A tels qpeC q. En utilisant la question précédente,
démontrer que que la fibre de I'applicati8p : Spe¢B) — SpedA) au-dessus du poinf est non
vide si elle est non vide au-dessus du p@nEn déduire que I'image de I'applicaticty est une
partie fermée de Spéa).

3) Supposons que 'homomorphisngesoit en outre injectif. Démontrer que I'applicatiGi :
Spe¢B) — Spec¢A) est surjective. ladication : quel que soit I'idéal premiep de A, vérifier que
I'anneau B est non nul; en déduire que la fibre de I'applicatfgnau-dessus de tout idéal premier
minimal de A est non vide et conclure a I'aide de la questigrt@dente.)

Exercice 4(Anneaux noethériehs— Soient A un anneau noethérien, B une A-algébre de typetfini e
G un groupe fini opérant sur B par A-automorphismes. Démplasedeux assertions suivantes :

(i) il existe des éléments G-invariants,...,b, de B tels que tout élément G-invariantde B
s’écrive sous la formbé = P(by, ..., by) avec Pe A[T1,...,Ty];

(i) il existe des polynbmes R...,Pyn dans ATy,..., T, tels que, pour tout polynéme
ReA[Tq,...,Tn,

(R(b17...7bn) = O) < R E A[Tl,...7Tn]P1+...+A[T17...,Tn]Pm.

(Indication : commencer par vérifier que tout éléméntle B est entier sur B (considérer le

polyndéme[qec(T —9g(b))) et en déduire qu'il existe une sous-A-algebre de type fini& B° telle

que B soit un module de type fini sup Bjustifier alors que 8 est un module de type fini surRet
conclure.)




