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ALGEBRE COMMUTATIVE |Il : CORRIGE

Exercice 1— Soit A un anneau noethérien. Notons que tout ensemble dendidéaux de A admet nécessai-
rement un élément maximal puisqu’il n’existe pas de chdimngtement croissante d’idéaux dans A...

1) Supposons gu'il existe un idéal de A ne contenant le ptatlaucune famille finie d’idéaux premiers et
soitJ maximal pour cette condition. Comnden’est manifestement pas un idéal premier, il existec A —73J
tels quexy € J et on obtient ainsi une contradiction puisque le produitidéaux(J + Ax) et (J+ Ay) est
contenu dan§ alors que chacun d’eux contient le produit d’'un nombre fird&aux premiers. Tout idéal de A
contient donc le produit d’'un nombre fini d'idéaux premiers.

Remarque : il découle immédiatement de cette observatiumgunneau noethérien ne contient qu'un nombre
fini d'idéaux premiers minimaux. Il existe en effet des idéa@xrsp,,...,p, dont le produit est contenu
(donc égal) a l'idéal nul; tout idéal premier d& contient par conséquent ce produit, ce qui implique gu’il
contient nécessairement I'un dgs(sinon I'anneauA /p contiendrait des éléments non nuls .x. , x, tels que
X1...%n = O et ne serait donc pas intégre...) et tout idéal prermenimal de A est donc I'un deg;.

2) (i) Soit M un A-module non nul et sojt un idéal de A de la forme Ar() avecx € M — {0}, maximal
pour cette condition. Quels que soienb € A tels queab € p, abx=0; sia¢ p, ax# 0 etb € Ann(ax) ;
comme Anrix) C Ann(ax), Ann(ax) = Ann(x) par maximalité et donb € p. L'ensemble Asg(M) des idéaux
premiers associés a un A-module M non nul est donc non vide.

(if) Siun idéal premiep de A est associé a un A-module M, il existe par hypothes# tel quep = Ann(X) ;
I'image dex dans A est alors non nulle et son annulateur est I'idéal premiexiimal) pA, de A,.

Considérons réciproquement un idéal preride A tel quepA,, soit associé a et soienxc A, sc A—p
tels quepA, = Ann(s1x). On vérifie sans difficulté que I'annulateur tledans A est contenp quel que
soitt € A —p et que chaque élément geest contenu dans Afftx) pour un certairt € A —p; il existe donc
s € A—ptel quep C Ann(tx) puisque I'idéab est de type fini ¢ = Ann(s'x) est ainsi un idéal premier associé
aM.

(iii) Lensemble des élémentsde A tels que I'homothétieM —=—~ M ne soit pas injective est précisément
la réunion des idéaux Arfr) de A lorsquex parcourt M— {x} ; ayant vérifié a la question 1 que tout élément
maximal parmi ces idéaux est un idéal premier associé a Magltsdonc également de la réunion des idéaux
premiers associés a M.

(iv) Si un élément de A définit une homothétie nilpotente sur M, il existe unemiitel quea” appartienne
a chacun des idéaux Afx), x € M — {0}, donc a chaque idéal premier associé a Ma eappartient ainsi a
I'intersection de ces derniers.

Pour établir que, réciproquement, 'homothéti#@ —>~ M induite par un élémena de A appartenant
a l'intersection des idéaux premiers associés de M esttailp@, on peut utiliser la suite de sous-modules
(0) =MoC M; C ... C M, =M construite ci-dessous a la question 4 annule par hypothese chacun des
quotients M/M;_; et sa puissance-eme annule par conséquent M.

3) Supposons A non nul et sqitun idéal premier minimal de A. L'anneau,&tant non nul, il possede un
idéal premier associé et ce ne peut étre gl puisque le spectre depAest réduit a cet idéal premier; vu la
question 2 (ii), nous en déduisons quest un idéal premier associé a A.

4) (i) Si M est non nul, il possede un idéal premier assggiét, six e M — {0} est tel que Anfx) = p1,
le sous-module M= Ax de M est isomorphe a 1. Si M1 = M, il n’y a plus rien a faire ; sinon, le méme
argument appliqué au A-module non nul/M; conduit & un sous-module Mle M contenant M et tel que
M2/M; soit isomorphe & /p», oup, est un idéal premier associé § M. En itérant cette construction, nous
obtenons une suite croissarid;)i>1 de sous-modules de M dont les quotients successifs sonbipbes a
A/p1, p1 € SpecA). Cette suite est stationnaire car M est un A-module noethdii est de type fini sur un
anneau noethérien) et, sil\i = Mp, alors AsgM /Mp) = 0 et donc M= M, en vertu de la question 1.



(i) Soit p un idéal premier associé a M et srit M — {0} tel quep = Ann(x). Notantr le plus petit entier
naturel tel quex € M, et désignant pax I'image dex dans M /M, _1, p est contenu dans I'annulateur XleOn
vérifie immédiatement qug est 'annulateur de tout élément non nul dégpAetp est donc contenu damps.
Remarque : en particulier, tot-module noethérien ne possede qu’un noniimied’idéaux premiers associés.

Exercice 2— 1) Etant donné un élémeride B, on désigne par[# la sous-A-algébre de B engendrée par
c’est I'image de I'uniqgue A-homomorphismelH — B envoyant T Suk.

() = (ii). Si x est entier sur A, il exista,_1,...,a9 € Atels que
X'+ (an )X ...+ d(a) =0
et il est clair que Ax] est engendré par4,...,x"~! en tant que A-module.

(ii) = (iii). Cette implication est triviale.

(iii) = (i). Soientty,...,t, des générateurs de C en tant que A-module. Il existe par hgpetdes éléments
aj de A tels quext; = 3¢ (a)ti (1 <i < n); les formules de Cramer fournissent dans ces conditioes un
matrice Qe Mp(A) telle que

QXIn— (¢ (aij))) = detlxln — (¢ (aj)))In
et I'élément dexl, — (¢ (a;))) de B annule donc le A-module C. On en déduit(&let— (¢ (aj))) = 0 car
1 € C et il suffit de développer ce déterminant pour obtenir ufetios de dépendance intégralexdsur A.

2) Soientx,y deux éléments de B entiers sur A. La sous-A-algébpeyhde B engendrée parety est un
A-module de type fini (sk ety sont annulés par des polynémes unitaires {Il§ Ae degrés respectifsetm,
Alx,y] est engendré en tant que A-module paxigs 0<i<n—1,0< j <m—1). Comme les élémentsty
etxy de B appartiennent ajAy], ils sont entiers sur A en vertu du critére (jii) de la questiwécédente.

L’'ensemble A des éléments de B entiers sur A est une sous-A-algébre depBad’ae qui précéde. Etant
donnée une B-algebre C, un élément de C entier sur A festiori entier sur A; réciproquement, si € C est
entier sur A, il existe par hyptohése des élémeafs,,...,a, de A tels quex’+a, x"1+4...+a;=0;la
sous-A-algébre de C engendrée pa,_4,...,a; est alors un A-module de type finieest donc entier sur A.

3) Commencons par deux rappels.

— Un élément deQ est entier SuZ si et seulement si € Z (vérification : sir"+a,_1r"*+...+a, =0,
écrirer sous la formea/b aveca € Z etb € Z — {0} premiers entre eux et observer que multiplier la
relation précédente paf permet d’obtenir qué divisea”, ce qui n’est possible que Bi= +1 puisquea
etb sont premiers entre eux).

— Soit D un entier naturel non nul sans facteur carré. Si I'ésighe par/D I'image de T dans I'anneau
quotient K= Q[T]/(T2—D), il découle directement de la division euclidienne que caideest isomorphe
a l'espace vectorie) © Q+/D muni de la structure d’anneau définie par

(a+bvD)(& +b'vD) = (ad +bbD) + (abl + ab)vD ;
il s’agit d'un corps puisque D n’est pas un carré d@ns
Soit Ok le sous-anneau de K constitué des éléments enties @kest lafermeture intégralele Z dans K).
|l est manifeste qu& contienty/D et donc 'annealZ[v/D] = Z @ Z+/D ; en outre, si D= 1 mod 4,\@“ est
également entier s puisqu'’il est annulé par le polyndme unitaire
1-D

T2-_T4+——
T

deZ[T] et 0 contient doncz[¥B+1].

Soit réciproquement = a+ by/D un élément de K entier si.
Sib=0,x=aestun élément d® entier surZ et doncx € Z.
Sib+#£0, le polyndbme

(T—(a+bvD))(T — (a—bvD)) = T2 — 2aT + (a® — b’D)

est irréductible suf) et divise donc tout polynéme d@[T] annulanta+ by/D. Il en découle qu’'un polyndéme
unitaire dan<Z[T] annulanta+ by/D annule égalemerd— b\/D et donca— by/D € ¢k. Nous en déduisons



que les nombres rationnels
2a= (a+bvD)+ (a—bvD) et a®>—b’D = (a+bvD)(a—bvD)

sont entiers suZ et donc sont des entiers.

Les conditions & € Z eta? — b?D € Z impliquent immédiatemer?b)?D € Z; comme il est sans facteur
carré, D ne peut compenser les facteurs premiers du dénemisale B et donc ® € Z. Si I'entier 2b est pair,
b e Z; cela entrain@? € Z et donca € Z, de sorte que € Z[v/D].

Si I'entier 2b est impair,(2b)? est congru & 1 modulo 4 et © (2a)? est donc un carré modulo 4, ce qui
impligue D=0 mod 4 ou D= 1 mod 4. Comme 4 ne divise pas D=1 mod 4 et

1++D

1++D
+\/_EZZ

a+bvD = (a—b) +(2b) 5

car la condition(2a)2 = 1 mod 4 implique 2= 1, 3 mod 4 et donc2— 2b = 0 mod 2.

Exercice 3— Soient A un anneau et B une A-algebre entiére ; on gatd — B ’'hnomomorphisme structural.

1) On suppose A et B integreg,injectif et on identifie A ave@ (A).
Si A est un corps, B est un corps : tout élémede B vérifie par hypothése une relation de la forme

X'+a_ X1+ 4a=0

aveca € A; si x est non nul, l'intégrité de B implique I'existence ¢ec {0,...,n— 1} tel quea, # 0 et
X(X""P 14 a, 1 x"P24 . +a,.1) = —ap; A étant un corpsa, est inversible et il en est de mémexe
Si B est un corps, A est un corps : tout élément nonarig A est inversible dans B et il existe une relation

@hH"+ap1@hH)" ... +a=0

aveca; € A; en multipliant cette derniére paPf~1, on obtienta™® ¢ A.

2) Soientp etq deux idéaux premiers de A tels qpe- q; on suppose gu'il existe un idéal premjgrde B
tel que?¢ (p’) = p et il s’agit de prouver qu'il existe un idéal premigrde B tel quéd (q') = g.

On verifie immédiatement que I'anneay &st entier sur 'anneau fet, le spectre de I'anneau, B'identi-
fiant a 'ensemble des idéaux premigfsle B tels qué'd (q') C q, il est loisible de supposer que 'anneau A
est local, d’'idéal maximaj ; c’est ce que nous faisons.

L'homomorphisme structura : A — B induit un homomorphisme injectif A — B/p’ faisant de Bp’ une
algébre entiére sur & (la vérification est immédiate). L'anneau localAn’est par hypothése pas un corps;
en vertu de la question précédentegpBn’en est pas un non plus et il existe donc un idéal premfiele B
contenanp’ et tel quetd (q') C q.

La conclusion découle maintenant d’'une application du lend Zorn. L'ensemble des idéaux premiers
de B tels quep 2 ¢(b) C q est non vide et inductif : la réunion d’'une famille strictamherdonnée de tels
idéaux satisfait encore a cette condition ; cet ensembleeadonc un élément maximélet on déduit de la
discussion qui précéde que nécessairergli) = q.

3) Prouvons enfin que I'image de I'applicatiBf : Spe¢B) — SpecA) est une partie fermée de Siag
et qu'il s’agit de tout Speg@ ) lorsqueg est injectif.

Traitons pour commencer le cas d’'un morphisme structurgjectif. Il n'y a rien a démontrer lorsque A0
car alors 0= 1 dans B, donc B= 0 et les deux ensembles Spag, Spe¢B) sont vides ; nous supposonsA0
dans ce qui suit. Quel que soit I'idéal premgede A, I'anneau est non nul Aet se plonge dans I'anneay B
ce dernier est donc également non nul et possede ainsi Urpré@aier, ce qui fournit un idéal premief de B
tel que?¢ (p’) C p. En particulier, nous obtenons ainsi que la fibre de I'apiin 2¢ est non vide au-dessus
de tout idéal premieminimalde A, et il découle alors de la question précédente qu'etla@svide au-dessus
detout point de Spe@\) puisque tout idéal premier de A contient un idéal premierimah.

Passons maintenant au cas général. Désignantlparoyau dep, il estimmédiat de vérifier que B est une
algébre entiere sur A et, la projection canoniqup: A — A/a induisant un homéomorphisme de Seta)



sur le fermé \(a) de Spe¢A), on tire du diagramme commutatif
Spe¢B)

)

SpecA /a) —~ SpedA)

que l'application?¢ envoie Spe@) sur V(a).

Exercice 4— L’assertion (i) revient a dire que 'annealBst une A-algébre de type fini et, si tel est le cas,
I'assertion (ii) découle directement du théoréme de stélae Hibert : toute algébre de type fini sur un anneau
noethérien est un anneau noethérien.

L'anneau B est entier sur la A-algébr& Bes éléments de B invariants sous G : quel que soit enteéfd,
le polyndme[qec(T — g(b)) est unitaire, annule B et est a coefficients dafspBisqu'il est manifestement
invariant sous I'action de G ; comme ce polyndme anbyleest entier sur B. Soientxy, . .., x, des générateurs
de B comme A-algébre ; notaniBa sous-A-algébre de Bengendrée par les coefficients de polyndmes uni-
taires annularnx,, ..., x,, il estimmédiat que B est un module de type fini sgr Banneau A étant noethérien,
il en est de méme de la A-algeébre de type figie® vertu du théoréme de Hilbert et tout sousBodule de B
est donc de type fini ; commeB- B®, cela s’applique en particulier Bt cet anneau est donc finalement une
algebre de type fini sur A, engendrée par des générateursAdaligbre B et un nombre fini de générateurs
de B° en tant que B-module.




