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ALGEBRE MULTILINEAIRE I

Exercice 1(Trace — Soient A un anneau et Nl deux A-modules libres de rang fini. On pose
MY = Homa (M,A) et on note(¢, x) I'évaluation d’une forme linéairg € MY sur un élémenx de
M.

1) Démontrer que I'application
MY x N — Homa(M,N), (¢, y) = (X (¢,X)y)

induit un isomorphisme du A-module M N sur le A-module Hora(M, N).

2) Soitu un élément de Hog(M, M) et soitu = ;¢ i ® X une représentation decomme somme
de tenseurs élémentaires dansd&h M. Démontrer que I'élémerg;c (¢i,X) de A ne dépend pas de
la représentation deque I'on considére ; c’est par définitiontiace de I'endomorphisme.

3) Soitu € Homa (M, M) un endomorphisme de M. Démontrer 'identité suivante :
det(Tidy —u) =T"+ Z 1)Ptr(APU)T" P,

oun=rg(M) et, pour tout, AP est 'endomorphisme du A-module libré’M induit paru. (Indica-
tion : on pourra développer
A"(Tidy — u) = det(Tidy — u)idanm
et observer que, $8)1<i<n €St une base de M et
APu= Z U‘].|e|>‘< X e

est la décomposition d&Pu relativement a la bagey) de/APE et a sa base duale(l{1,...,n}, Cardl) =
p, et, si I={iy,...ip} aveciy < ... <ip, & =&, A...A8,), 'endomorphismeAPuA A"Pidy de
A"M est 'nomothétie de rappottiy . py (1....p}-)

Exercice 2(Algébre symétriqye— Soient A un anneau et Ml deux A-modules.

1) Si NC M, démontrer que le noyau de 'homomorphisme canoniqud1$— S*(M/N) est
lidéal de S(M) engendré par N vu comme sous-ensemble’d®$= M.

2) Démontrer qu'il existe un isomorphisme canonique degebies
S*(M)®a S (N)SS*(M@N).

Exercice 3(Relations de GralRmahr— Soientk un corps et E urk-espace vectoriel de dimension
finie n. On désigne par El'espace vectoriel dual HoglE, k) et parA°E I'algebre extérieure de E. I
sera commode de convenir gl8E = 0 pour tout entieg < 0.

1) Démontrer gu'il existe un isomorphisme canonique
N (EV)= (/\‘E)
appliquantAP(E") sur(APE)". On identifie dans ce qui suit les espaces vectoie(&") et (A° E)v.
Un p-vecteurx € APE est ditdécomposable’il est de la formex; A ... AXp avecxy,...,Xp € E
linéairement indépendants. Tgovecteur est évidemment une sommepeleecteurs décomposables

et I'objet de cet exercice est d’obtenir une caractérigatiesp-vecteurs décomposables dakiiE ;
ce seront ceux satisfaisant atations de Gralmann



2) Etant donné ump-vecteurx € APE, vérifier qu'il existe un plus petit sous-espace vectdfiglie
E tel quex € APE; et justifier quex est décomposable si et seulement si(dig) = p. En déduire que
x est décomposable si et seulement si

Vy e Ex, xAy=0.

3) Soitw € AP(EY). Le produit extérieur paw est 'endomorphisme dA*(E") défini par¢ —
¢ A w; il applique A9(EY) dansAPHI(EY). Ayant identifié I'espace vectoriel E avec son bidual, on
appelleproduit intérieurpar w, et on notex — w J X, 'endomorphisme dé°E transposé du produit
extérieur paw. Notant(.,) le crochet de dualité, on a donc

(9.0 %) =(pAwX)

pour tousx € A°E, ¢ € A*(EY).

(i) Vérifier quew _ - appliqueAPIE dansA\‘E.

(i) Soit (& )1<i<n une base de E et sdi")1<i<n la base duale. Calculef _ ey pour toutes parties
[, Jde{1,...,n}.

4) Etant donné up-vecteurx dansAPE, démontrer que le sous-espace vectora&EE est 'image
de I'application linéaire

AP HEY) S AlE=E, w—wox

(Indication: introduire une base de E contenant une base.ds Hiliser la question précédente.)

5) Déduire de ce qui précede qu’'prvecteurx est décomposable si et seulement si

XA(waXx)=0
pour toutw € AP~(EY). Ayant introduit une basge)1<i<n de E, les din\P(E") = (,",) équations
XA (g 1X)=0, c{1,...,n} et Cardl)=p—1

caractérisant lep-vecteurs décomposables sontrelations de GraRmann

6) Expliciter les relations de GralBmann pout 4, p= 2 et vérifier gu’elles se raménent a l'unique
éguation quadratique

X12X34 — X13%24 + X14%230,

0U (X12,X13, X14, X23, X24,X34) SONt les coordonnées d’'un 2-vectewdans la bas¢e; A ey, e Aes e A
€1,6 A\ 63,6 A\ €4,63 A €4) deN’E.

7) Etantdonnép € {1,...,n}, on désigne paP(/APE) 'ensemble des droites vectorielles daxE
et parGry(E) 'ensemble des sous-espaces vectoriels de E de dimepsiéérifier que I'application

1: Grp(E) — P(APE),

definie en associant a Vect(xy,...,Xp) la droitek(xy A ... AXp) dansAPE, réalise une bijection
sur un sous-ensemble @&APE) défini par des équations homogénes quadratiques en toatreyst
de coordonnées déduit d’'une base de E.

Remarque ce qui précéde établit essentiellement qud; est un espace vectoriel de dimension
finie, 'ensembléGry(E) des sous-espaces vectorielsiige dimension g dim E posséde une struc-
ture naturelle de variété algébrique, obtenue en réaligang(E) comme une sous-variété algébrique
de I'espace projectiP(APE). L'ensembleGry(E) est lagrassmannienndes p-plans d& et I'appli-
cation 1T est classiquement appelpbngement de Plicker

Exercice 4(Déterminant — Soit A un anneau noethérien. On rappelle que, pour toad jdieemier
p de A, k(p) désigne le corps des fractions de I'anneaip A

1) Démontrer gue les deux conditions suivantes sont éguited pour tout A-module M de type
fini :

— pour tout idéal premigy de A, M, = M ®a A, est un A-module libre;



— il existe des éléments, ..., f, de A engendrant I'idéal unité et tels qug M = M @ A[f ]
soit un A f 1] pour touti € {1,...,n}.

Un A-module M satisfaisant aux deux conditions précédeestslitlocalement libre

2) Soit M un A-module de type fini localement libre. VérifieregM[p] = M ®a K (p) st un espace
vectoriel de dimension finie sw(p) pour tout idéal premiep de A et démontrer que la fonction
p — dim,(,)M[p] est localement constante sur S@eg (voir I'exercice 4 de la fiche 2). Lorsque
Spe¢A) est connexe, cette fonction est donc constante et sa vadepaedéfinition leang de M,
noté rgM).

3) On suppose que I'espace topologique $peest connexe. Etant donné un A-module M de type
fini et localement libre de rang démontrer qu&APM =0 sip>r + 1 et queA"™ est un A-module
localement libre de rang 1; on pose (dé¢) = A"M.

4) On suppose toujours que Sp&g est connexe. Etant donnée une suite exacte de A-modules de
type fini et localement libres

E: 0 M — M —E s 7 0,

démontrer qu'il existe un isomorphisme canonique
¢s : det(M’) ®a det(M”)= det(M)

tel quep (M A ... AN AN ANY,) = a (M) AL Ao (M) AMiA... Ampr pour tousy,...,m7, € M/,
my,....m, e M” etmy,...,m» € MavecB(m) =n¥, our’ =rg(M’), r =rg(M) etr” =log(M").




