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THEORIE DE GALOIS |

Exercice 1(Le théoréme de Chevalley-Warn)ag Soit K un corps fini de cardinal et de caractéris-
tique p. Etant donné un polyndmee K[Ty,..., Tp], on pose §f ) = T yckn f(X).
1. Calculer $T}*... Ty pour toutn-uplet (vy,...,vn) € N™.

2. Soientfy,..., f;, des polyndmes dans[Ky, ..., Tn| de degrés respectifyy, ..., dy et soit V I'en-
semble de leurs zéros communs dafis K

On posef =", (1— fiq*l). Calculer $f) en fonction de Car@/) et en déduire le théoréme de
Chevalley-Warning si dy + ... +dy < n, Card V) est divisible par p.

3. Déduire de ce qui précéde quedsit ...+ dm < n et si les polyndmed,..., f,, sont sans
termes constants, alors V contient un poirte K" distinct de0 = (0,...,0).

Exercice 2(Polynbmes cyclotomiques sur les corps jiris Soit K un corps fini de cardinaj et de
caractéristique et soitK une cloture algébrique de K.

On rappelle que, pour tout entier naturel 1, ®, € Z[T] désigne len-éme polyndme cycloto-
migue. Ses racines dans une cléture algébriqu@ dent les racineprimitives néme de I'unité.

1. Soientr > 0 etn > 1 des entiers naturels. 8iest premier &, démontrer que I'on &,y =
(®y)P " (P~1) dansF ,[T].

2. Soita un élément d& . Démontrer qu'il existe un plus petit entier natunet 1 tel quea™ =1,
vérifier quen est premier et établir que le degré de sur K est égal a I'ordre dg dans le groupe
(Z/nZ)*.

3. Soitn > 2 un entier premier d. Démontrer que le polyndm®, est séparable dans[K puis
déduire de la question précédente que tous les facteudsiatibles ded, dans KT| ont le méme
degré.

4. Démontrer que le polyndome*T- 1 est irréductible dan®[T] mais qu'il est réductible dans
Fp[T] pour tout nombre premige. Comment peut-on généraliser cette observation ?

Exercice 3— Soient K un corps et [K une extension algébrique séparable (ce qui signifie que tou
élément de L est racine d’'un polyndme séparable ddm§ K

Supposons qu'il existe un entier natungiel que tout élément de L soit de degré au pisir K;
démontrer que L est alors une extension finie de K de degréusm.pl

Exercice 4— Soit K le corps engendré s@ par les éléments/2 eti deC.

1. Montrer que K est de degré 4 sQret en donner un élément primitif dont on précisera le
polynéme minimal.

2. Démontrer que I'extension K) est galoisienne et que le groupe de Galois(GAQ) est iso-
morphe A7Z/27).

3. Dresser la liste des sous-corps de K.

Exercice 5— Soient K un corpsK une cloture algébrique de K ef/K une extension finie galoisienne
de K dan.

Etant donnés un élémextle L et un conjugu§ dex dansK (c’est-a-dire une racine du polyndme
minimal dex dansK), démontrer quey appartient a L et qu'il existe un élémeatde GalL /K) tel
queo(x) =y. Combien y a-t-il de telg ?



Exercice 6— Soient K un corpsK une cléture algébrique de K efK une extension finie galoisienne
de K dansK de groupe G. Soit H un sous-groupe de G et soit E™ 'extension de K dans L fixée
par H.

Démontrer que la cloture galoisienne de E dérest contenue dans L et déterminer le sous-groupe
de G lui correspondant.

Exercice 7— Soientk un corps, L=k(T1,...,Tp) le corps des fractions rationnelles emariables a
coefficients dank et soit K le sous-corps de L engendré kynar les fonctions symétriques élémen-
tairesX,,..., 2.

1. Démontrer que L est une extension galoisienne finie de Kalgog de Galois,.

2. Lorsque le corpk est de caractéristique 0, vérifier que-F2T, + ...+ nT, engendre L sur K.

3. Soitf € L et soit HC &, le sous-groupe fixant.Démontrer que I'extension K (f) est galoi-
sienne de groupe H.

4. Déduire de ce qui précede que toute fraction rationigeiie. ayant le méme stabilisateur qtdie

peut s’exprimer comme une fraction rationnellefeet en les¥4, ..., >,. Etudier 'exemple explicite
n= 3, f= T1To+ T3 etg= Ts.

Exercice 8(Lemme de Dedekidd— Soient G un groupek un corps efyi,...,g, des homomor-
phismes distincts de G dans le groupe multiplickatif

1. Démontrer quey, ..., g, sont linéairement indépendants &ur
(Indication : raisonner par I'absurde en considérant unéaten de dépendance linéaire ne faisant
intervenir aucun coefficient non njl.

2. Soit K un corps ewy,...,0, des homomorphismes distincts Helans K. Déduire de ce qui
précede quey,..., 0, sont linéairement indépendants sur K, puis gust de degré au moimssur
le sous-corps

kh={ack|oi(a)=...=an(a)}.

Exercice 9(Le théoréme de la base normple- Soit L/K une extension galoisienne finie de groupe
G. Nous allons démontrer qu'’il existe un élémentle L tel que lesL : K]-élémentso(a), o € G,
forment une base de L sur K.

1. Démontrer directement cette assertion lorsque le cornpst iKni.

2. Supposons maintenant que le corps K soit infini et>soit élément primitif de L de polyndme
minimal f € K[T]. Quel que soib € G, on pose

f
(T—0o(x)f'(a(x)
(i) Vérifier quey ;g Ry = 1 puis en déduire que

Ry2 =Ry (mod f)

Rg:

pour touto € G.

(if) Démontrer que le déterminant D de la matri@& o)) )cc2 €st un €lément de[T] tel que
D2=1(mod f).

(iii) Déduire de ce qui précede qu'il existe un élémgrde K tel que, posant = R;(y), L soit
linéairement engendré sur K par lg$a), o € G.




