Algébre approfondie - Automne 2007 ENS-Lyon

THEORIE DE GALOIS | - CORRIGE

Exercice 1— 1. Par définition méme,($) est un élément du corps fini K.
Considérons tout d’abord le cas d’'une variatie=(1).
—OnaS§l)=q=0.

— Le groupe multiplicatif K étant cyclique, il existé& € K* tel que

S(TV) — Z(XV — Z XV — z ZVi

XeK* 0<i<g-2

pour tout entier naturat > 1; on a donc

_Zv(@-1 .
S(TV): 116775\/ - 0 SIq—lJ(V
g-1 = -1 siqg—1jv.

Le cas général s’en déduit immédiatement :

S(TR.. T = § Xt...xn = Xt ... x| o= S(TY)...S(T'
1 n') x;nl Xn <X§K1> (ngn> ) )

B (=1)" siv; > 0etq—1|v; pour touti
0 sinon

2. Quel que soik € K",
f(x):{ 0 six¢Vv

1 sixeV
et donc $f) = CardV).
D’autre part, I'hypothése sur les degrés des polyndmésurnit I'inégalité

degf)< > (q—1)degfi) <(g—1)n
1<i<m
et donc, si I'on écritf sous la formey, cynay TV, @, = 0 pour tout multi-indicev tel que, pour tout, v >0
etq— 1jvi; vu la premiére question, ceci impliqué f3 = 0. Nous obtenons ainsi la congruence QEnd=
0 (modp).

Si les polynbmedf; sont sans termes constarfisgst un zéro commun et V est donc non vide. On a alors
CardV) > 2 en vertu de ce qui précéde, ce qui établit I'existence daintpx de K" — {0} dans V. En par-
ticulier : si fq,..., f,, sont des polynébmelsomogenesion constants tels que ddg) + ... +ded fy) < n, ils
possedent un zéro commun non trivial daiis(8u de maniere équivalente, le sous-ensemble de I'espaee pr
jectif P"(K) défini par I'annulation simultanée désestnon vidg.

Exercice 2— 1. Les polynémes cyclotomiqué € Z[T] sont irréductibles? et

T-1= |_| OR
din
pour tout entier natureh > 1. Dans tout ce qui suit, nous travaillons avec les rédustiondulop des poly-
ndmes cyclotomiques et allons étudier leur reductibiliteles extensions finies dg,.
Etant donné un entiem > 2 premier ap, le polyndme T — 1 deF,[T] est séparable suif, puisqu'il est
premier & son polynéme dérive"1 £ 0 dansFP[T]; il posséde dona racines distinctes dans une cléture

algébrique dé, et les polyndmes cyclotomiqu&d; et ®y associés a des diviseutistincts detd’ de N sont
par conséquent premiers entre eux dBpd|.

Wvoir I'exercice 2 de la fichd@héorie de Galois I



Vu llidentité TP" — 1= (T"— 1)P dansF,[T], les polyndmesp,4 et ® ont les mémes racines dans une
cléture algébrique dg,, pour toutd divisantn et tous deux sont par conséquent premiers aux polyn@mpgs
lorsqued’ est un diviseur de distinct ded. Vu cette observation, I'identité

(o) = o1 (f1e)

i|j)q>,0id — of

“L(p-1

implique

- . ~ 3 . I - ~ Y .
pour tout diviseud den, d’ou I'on tire @4 = dbg ) pour touti € {1,...,r} grace a un raisonnement par
récurrence élémentaire :

— comme®d Py = df (fairer = 1), Dpg = @ et 'assertion est établie poii= 1; |
— sidyg=®) PV pour 1< j <i—1, lidentité B ygPy1g... Py = DY implique dygdF
P D
et donc®y = D :

2. Tout élémentr deK ™ est contenu dans une extension finie de K et donc appartigmbape multiplicatif
d'un corps fini; il existe ainsi un plus petit entier naturek 1 tel quea” = 1. Cet entier est évidemment
premier ap puisque le groupe multiplicatif d'un corps fini de caractéque p est d'ordre premier a.

Etant donnée une extension finie L de K d&sontenanta, le groupe de Galois Gdl|K) est engendré
par 'automorphisme de Frobenius relatif-k L, x— x9. Le degré dex sur K est I'indice du stabilisateur de
a dans GalL|K) ; c’est donc le plus petit entiet tel queorqd = a, soit de manitére équivalente le plus petit
entierd tel quen|g® — 1 ou encore I'ordre dg dans le groupéZ/nZ)*.

3. Le polynbme®,, est séparable siif, lorsque I'entiern est premier car c'est un diviseur du polynéme

séparable T— 1. Deux racines du polyndnt, dansk ont évidemment le méme ordre dans le grotpe: en
effet, le polyndme T— 1 étant séparable, la situation est analogue a celle reweostirQ et la factorisation
T" — 1 = [gnPa impliqgue immediatement que les racines du polyndmedansK sont les¢ (n) éléments
d’ordren du groupe cycliqué .

Le degré d’un facteur irréductible de, ayant une racine dansK est le degré de I'extension (&) /K ;
d'aprés ce que I'on vient de dire, il découle directementadguestion précédente que ce degré est I'ordig de
dans le group€Z/nZ)* et c’est donc le méme pour tout facteur irréductible.

Conclusion : (i) Pour tout entier naturel r 1 premier & p, le polyndme cyclotomiqdg, est irréductible sur
K si et seulement si g engendre le grof@gnZ)* ; a contrario ce polynéme est scindé sig si et seulement
siq=1(mod n).

(i) Lorsque p> 3, @, est réductible suF, des que p divise n en vertu de la question

(iii) Pour tout entier impair n> 1, ®,, = ®, dansK|[T] si p= 2.

Le premier résultat permet de démontrer un cas particulighéoréme de la progession arithmétique de
Dirichlet — qui affirme que pour tous entiessb € Z — {0} premiers entre eux, la suite arithméticae bZ
contient une infinité de nombres premiers : quel que soititek > 1, un nombre premiep divisant®,(k!)
est

— congru a 1 modula car le polynémeb, posséde une racine dafg et donc est scindé daiiy[T] ;

— supérieur &+ 1 carp divise (k!)" — 1.

Commed,(k!) ¢ {—1,0,1} dés que I'entiek est suffisamment grand, il existe donc une infinité de nombres
premiers congrus a 1 modufo

4. D'apres ce qui précede, le polyndme cyclotomigueest réductible sufF, pour tout nombre premiep
dés que le group€Z/nZ)* n'estpascyclique, ce qui est le cas si et seulememtgi{1,2 4} et sinn’est pas de
la forme Zp¥ avece € {0,1} etv > 1. Ceci fournit une infinité de polynémes irréductibles dafiE devenant
réductibles dan®'p[T] pour chaque nombre premipr, tel est le cas par exemple du polyndnfeTl = dg.

-1 _ q)gi

Exercice 3— Si [L : K] > n, il existe une extension finie’kle K dans L telle qu¢K’ : K] > n; comme L/K
est séparable, il en est de méme dé¢KKet le théoréme de I'élément primitif garantit alors I'exeisce d’'un
élémentx de L tel que K= K(x) ; on aboutit ainsi a une contradiction puisque urxtest de degréK’ : K] > n
sur K.



Exercice 4— 1. On a[K : Q] = [K: Q(v/2)][Q(v/2) : Q] et [Q(v/2) : Q] = 2, [K: Q(v/2] = 2 (le polynédme
T2 41 est irréductible su(v/2) C R), donc[K : Q] = 4. L'élémenty/2+i de K est primitif car il est annulé
par le polynéme

(T—(V24+D)(T—(V2=D)(T+(V2+)(T+ (V2—i)) =T*—8T?+9,

qui est irréductible suf puisqu’aucun de ses facteurs de degré 1 ou 2 sur K n'appaatien
2. LextensionQ(v/2) /Q est galoisienne et G&(+/2)/Q) est le groupe cyclique d’ordre 2 engendré par le
Q-automorphisme

Q(v2) - Q(v2), a+bv2—a—bv2

L'extension K/Q(+/2) étant séparable de degré 2, il existe deux plongementaastie K dans le corps algé-
briqguement cloC prolongeant un plongement donné@é\/2) dansC ; on obtient ainsi quatre plongements
distinctsty: K — C, 1< /¢ <4, avec

n(V2) = 12(vV2) = V2 et 13(V2) = 4(V2) = V2.

Chacun des plongements envoyant nécessairemensur 'une des racines du polyndmée F 1 dansC,
T,(i) = +i pour tout? et donct,(K) C K. Il existe ainsi|K : Q] = 4 automorphismes distincts de K au-dessus
de Q et I'extension K/Q est par conséquent galoisienne. T@uautomorphisme de K étant complétement
déterminé par son action s{t-1/2,+i}, nous pouvons supposer que l'on a

11(V2) = V2 et a(i) =i, 12(vV2) =V2 et 1o(i) = —i,
13(V2) = —V2 et 13(i) =i, T4(V2) = —V2 et 14(i) = —i.

La loi de groupe sur G&8K/Q) = {11, T2, 13, T4} est manifeste : c’est le produit des deux groupes cycliques
{11, T2} et{11, 13}.

3. Les sous-groupes d&/27)? sont au nombre de cing : out{¢0,0)} et (Z/2Z)?, il y a les trois groupes
cycliques d’'ordre 2 respectivement engendrés(fzd), (0,1) et (1,1). Les sous-groupes de Gil/Q) sont
donc

{Tl}7 GaI(K/@)v {Tl? T2}7 {T17 T3} et{T17 T4}7
auquels correspondent respectivement les sous-carfis R(v/2), Q(i) etQ(iv2) de K.

Exercice 5— Soit P K[T] le polyndme minimal de& sur K et soitZ I'ensemble des racines de P dans L. Le
groupe de Galois G@l/K) opéretransitivementsur % car le polynéme P est irréductible sur K tandis que le
stabilisateur dedans GalL /K) est un sous-groupe H d'indidk (x) : K] = degP) puisque Kx) =L". On en
déduit que I'ensemblé? est de cardinalGal(L /K) : H) = deg P) et donc que le polynéme P est scindé sur L.

Les éléments de GalL /K) fixant x constituent une classe a gauche modulo le fixatesr Gial(L /K (x))
dexdans GalL /K) etil y a par conséquenH| tels éléments.

Exercice 6— La cloture galoisienne de E daKsest le sous-corps dé€ engendré par tous les conjugués des
éléments de E ou, de maniére équivalente, par les imagesalesBes différents K-plongements de E d&ns
L'extension L/E étant séparable, tout K-plongementle E dan se prolonge en un K-plongemeditde L
dansK et (L) = L puisque L est une extension galoisienne de K. Cela prouedayjaloture galoisienne de
E dansK est contenue dans L et peut donc étre définie de maniéreadepiie comme la plus petite extension
galoisienne de K dari§ contenant E.

La cléture galoisienne &de E dans< (ou, de maniére équivalente, dans L) est le plus petit sogss de L
contenant E qui soit galoisien sur K. Notant H le sous-gralg6 fixant E, il découle de la correspondance de
Galois que B=L"', ou H est le plus grand sous-groupe distingué de G contenu damstH, s

H = () gHg "
geG

Exercice 7— Rappel@. Etant donné un anneau (commutatif) A, le groupe syméti@iepére naturellement
par A-automorphismes surffy, ..., Tn] via o(T;) = T4 et le sous-anneau[Ay, ..., Ty]®" des invariants est

(@Pour une démonstration, voir par exemple N. Bourbaldébre Chap. V, Appendice 1



'anneau A%;,...,%,| des polynémes en les fonctions symétriques élémentaires
H= > T..T

1I<ii<...<ip<n

1000 iy

1. On a manifestement K LS. Réciproquement, i € K(T1,...,Tn) estune fraction rationnelle invariante
sous l'action de5,, écrivonsf sous la forme d’'un quotient de deux polynénaeb premiers entre eux ; quelle
que soit la permutatioo € &, g(a)b = aog(b), donco(a) = a, o(b) = b puisque 'anneak(Ty,...,Ty] est
factoriel et finalement € K. Le corps K est par conséquent le sous-corps des invadargsoupeS,, dans L,
ce qui implique que I'extension IK est galoisienne, de groupe de GalGig.

2. Lorsque le corps K est de caractéristique nulle (premaamesuffit), tous les conjugués du polynéme
T14 2T+ ...+ nT, sont distincts ; le polyndme

I_l (T — (To‘(l) + 2To'(2) +...+ nTU(n)))

GEGn

de K[T] est par conséquent irréductible sur K 12T, + ...+ nT, est donc un élément primitif de I'extension
L/K.

3. Linclusion K(f) c LM est évidente. D’autre pafges,/H(T —9(f)) est le polyndme minimal dé sur

K donc
[K(f):K] = (6n:H)=[L":K]
et K(f) = LM, L'extension L/K(f) est par conséquent galoisienne etG#K (f)) = H.

4. Si f,g € L sont deux fractions rationnelles ayant le méme stabdigaH dansS,, K(f) = LM = K(g)
et g peut donc s’exprimer sous la forme d'une fraction ratioleneh f & coefficients dans K ou, de maniére
équivalente, come une fraction rationnelle feet les fonctions symétriques élémentaires a coefficientsida

Exemple explicite- Ici, H est le sous-groupgl, (1,2)} de S3. Pour exprimeg en fonction def et deZs, 2
et 33, on peut observer qud, f, f2) et(1,g,g%) sont deux bases du K-espace vectorfélduis exprimerf et
f2 en fonction dey etg? — ce qui est aisé — et finalement inverser la matrice ainsimleteSi I'on suit cette
stratégie, il vient

f :T1T2—|—T3 = 22—T3(T1—|—T2) —I—T3 = 22—T3(21—T3) —I—T3 = Zz—i— (1—Zl)g+gz
et
f2 =524+ 25,(1— 1)g+ ((1—21)%+255) g%+ 2(1 - 51)8° + ¢,
soit
2= (25+2(1— Z1)33+ %132) + (T3 — Z132) g+ (1+ Z2)g° = A+ Bg+ Cg?
en utilisant I'identitég® — >1g? + Z>g — =3 = 0. On en déduit

g=(B—C(1-3;) *((CZ,— A) - Cf + f?).

Exercice 8— 1. Soient G un groupe &, ...,0, des homomorphismes distincts de G dans le groupe mul-
tiplicatif d’'un corpsk. Sigs,...,gy n'étaient pas linéairement indépendants lsut existerait une relation de
dépendance linéaire

dont le nombre > 2 de coefficientd; non nuls serait minimal. Aprées avoir réordonnédede sorte qud,, = 0
et avoir poséy; = A, 1A, on obtient

H101+ ...+ Hn-10h-1+0n =0.
Quel que soit alora € G, gy(a) # 0 et la relation précédente fournit

gn(a)ilgl(a)ulgl +...+ gn(a)ilgn—l(a)lln—lgn—l +0n= 0
en utilisant le fait que leg; sont des homomorphismes de G diisdonc
Hi(1—gn(@) '01(2))g1+ - + Hn-1(1—gn(8) gn-1(a))gn-1=0.

Puisqueg; etg, sont, par hypothése, distincts, il existe G tel quegn(a) # gi1(a) ; ayant choisi un teh, la
relation de dépendance linéaire obtenue entrgjlest non triviale et contient au plus- 1 coefficients non
nuls, en contradiction avec la minimalité de



2. Etant donnés deux corgsk et n homomorphismes distincts,, ..., g, dek dans K, le sous-ensembitg
est un sous-corps de Sik était de dimensiom < n en tant quéky-espace vectoriel, une bags, ..., ey) dek
surkg donnerait naissance a un systéme linéaire sous-déterminé

X101(€1) +...+ Xon(e1) = 0

X101(€m) +...+ XiOn(ém) = O
et il existerait donc des élémenis . .., X, de K, non tous nuls, tels que

x101(8)+...+X0n(8) =0
pour touti € {1,...,m}, ce qui équivaut a
X101(a) +...+X,0n(@) =0

pour touta € k vu la définition deky. En observant que leg; définissent des homomorphismes du groupe
k* dans K, ceci contredit I'indépendance linéaire dgsétablie a la question précédente. Nous avons donc

[k: ko] >n.

Exercice 9— 1. Supposons tout d'abord que le corps K soit fini, auquelleagoupe G est cyclique et
engendré par I'automorphisme de Frobenius relatitlL, x— x4, ouq= CardK). L'existence d’'une base
normale pour I'extension [K est équivalente a I'existence d’un vectayclique pour I'endomorphismer

du K-espace vectoriel L, c’est-a-dire d'un vecteue L tel que la famille(x,a(x),...,0971(x)) constitue
une base de L sur K, ou I'on a posé= [L : K]. Cette question reléve de I'algébre linéaire élémentdire e
admet une réponse bien connue : un tel vecteur cycliqueeegistt seulement si les polynédmes minimal
et caractéristique de I'endomorphisraecoincident® Le polyndéme caractéristique deest T — T. Si un
polyndme Q= S ,a,T" € K[T] annulea, alors le polynémey ,a,T% s’annule identiquement sur L et donc
q%edQ > gd; on a par conséquent dg@) > d et TY— T est donc bien le polynéme minimal de Le théoréme
est ainsi démontré lorsque le corps K est fini.

2. () Onaf =gec(T —0(X)), donc
1 1
T~ 2 T o00) FoW)

oeG

et Y yecRo = 1. Comme RR; = 0 (mod f) pour touso,T € G distincts, on obtient R= Rs(mod f) en
multipliant les deux membres de l'identité précédente par R
(i) Le determinant D de la matricéRrq)(r,g)cc2 € MLk (L[T]) est un elément de|[L]. Vu la question

précédente, la matriqfR;4)? est congrue a la matrice digf, R )oecc = lL.x) modulo f et donc
D? = 1(mod f).

(iii) Par construction, Ry = T(Ry) pour touso, T € G ; en particulier, B = o(Ry). Etant donné un élément
y de L, toute relation linéaire non triviale entre leéR;(y)) a coefficients dans K fournit une relation linéaire
non triviale entre les colonnes de la matri&& s (Y))(o,r)cc? PUisque

z )\GRTU(y) = z )\UT(RG(y)) =T ( z AURUW))
oeG oeG oeG

pour tout(Ag) € K€. Le polynéme D étant non nul d’aprés la question précéderigecarps K étant infini, il

existe un élémeny de K tel que R(y) # 0 et, d’aprés ce que I'on vient de dire, la famille(R1(Y)))oecc €st

une base de L en tant que K-espace vectoriel.

(3si I'on fait de L un K[T]-module en posantXI= o(x), I'existence d'un vecteur cyclique équivaut au fait que lit sm A =
K[T]/(mg)-module monogene, oy désigne le polyndme minimal de. Pour cela, il est clairement nécessaire guesoit le poly-
ndme caractéristique aepour des raison de dimension ; c’est également suffisandloer, pour chaque facteur irréductilpele mg,

la composant@-primaire de L est monogéene puisque de longueur égale a kgpitaité de p dansmg et il en est donc de méme du
A-module L en vertu du théoréme chinois des restes.



