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THEORIE DE GALOIS |l - C ORRIGE

Exercice 1— 1. L'action du groupe G&K(Z)/K) sur K(Z) stabilise 'ensembleZ et définit donc un homomor-
phisme GalK(Z/K) — &(Z), qui est injectif car un élément de Gil% /K) opérant trivialement su# est trivial.
2. L'élément D= (—1) = »(X—y) de K(Z) est invariant par toute permutation d&, donc par
Gal(K(#/K), et D appartient au corps K.
Ayant choisi un ordre total su#?, on peut écrire D sous la forme

D = [(x—)?

X<y

et cela montre que D est un carré dans K. Quelle que soit laytationo € &(%),

o <|'|<x—y>> = (o™ —0oW) = (-1 []x-)
X<y X<y X<y

ol r est le nombre de couplés,y) € %2 tels quex < y et a(x) > a(y); lorsque le corps K est de caractéristique
distincte de 2(—1)" est la signature (o) de la permutatioro et nous en déduisons qu’une permutationzéixe
chacune des deux racines carrées de D ddm8)lsi et seulement si elle egaire.

Vu ce que I'on vient de dire, le discriminant D est un carrésddride caractéristique distincte de 2) si et seulement
si le groupe G4K(#)/K) est contenu dans le groupe alteRi¢7).

3. Ecrivant P sous la formﬂxez@ (T—x), P =a¥ s [y(T—y) etdonc

[ = [ [0 = [l P =a " [ P

XAY XER Y#X XEAR XeXA

soit
n(n—1)

dD=(-1) 2z []PX.
Sil'on pose d’autre part’P=a[] c4 (T—A),
|'LP’(X):a” |_17 |_| (x—A)= (=D 1a" |_| @(A—x):(—l) 7 a" |'| alPA)=(-1)"7 a |'| P(A),
XEY XEX AeR! AER XeX e’

c'est-a-dire

n(n—1)
avD=(-1)"z P(A).
Aex’
Sil'on notex; etx; les deux racines de?T-aT +b, D = (X; — X2)? = X2 + X5 — 21X = (X1 + %)% — 4xy X = & — 4b.
Pour calculer le discriminant du polynémé F pT + g, on peut utiliser la formule faisant intervenir les racinies
polynémes dérivé :

R SRR RIS S

= —27( %= —4p® — 27?
(2 )= oo

Exercice 2— 1. L'entiern étant premier a la caractéristique du corps K, les polynéifiesl etnT"~1 sont premiers
entre eux; le polynéme "— 1 est donc séparable sur K et son corps de décompositip) Kdans une cléture
algébrigue de K) est par conséquent une extension galoeiga K.

2. Le groupe GdK(un)/K) opére par permutation sur 'ensembplg des racines-émes de I'unité dans ().

Etant donnée une racir@imitive { € u, — c’est-a-dire un générateur du groupe cycliqgue— o({) est encore
une racine primitive pour tout automorphisnmec Gal(K(u,)/K) et il existe donc une application bien définie



Xz : Gal(K (t) /K) — (Z/nZ)* telle quea({) = {*(?) pour touto € Gal(K(uy)/K). Etant données deux racines
primitives Z, & € iy, &€ = % avecd € (Z/nZ)* donc

e =0(§) =0(3) = 0(¢)* = ¢

et xz(0) = Xz (o) pour tout élémentr de GalK (un)/K). Nous obtenons ainsi I'existence d’une application

X : GallK (kn) /K) — (Z/nz)"

telle quea({) = ZX(9) pour toute racingorimitive € , et touto € Gal(K(u,)/K). La derniére identité est bien
entendue valable sans restriction sur la racine de I'uditént donnée une racine primitfec Ly, tout élément de,
est de la form& ¢ avecd € Z et a(¢9) = a({)? = ¢9(9) = (79)X(9), || estimmédiat de vérifier que I'applicatign
est un homomorphisme de groupes : quelle que soit la racimatige ,

10(Q) = 1(ZX9) = Zx(0x(0)

et doncx(1o) = x(1)x(0). Enfin, I'injectivité dex est claire puisque un élément de &alu,)/K) est uniquement
déterminé par sa restrictionLs.

3. Soit i/, le sous-ensemble de, formé des racineprimitives Quelle que soit la racine primitivé € p, les
conjugués dé€ dans K u,) sont les racines du polyndmes mininfalde { sur K; le polynéme

Cem pn/Gal(K (tn) /K)
appartient par conséquent K

L'homomorphismex est surjectif si et seulement si le groupe B&lun)/K) est d’ordreg (n) ; comme de¢P,,) =
#(n), cela est le cas si et seulement si @dlu,)/K) opere transitivement syr,, ce qui équivaut a I'irréductibilité
du polyndbmed;,.

4. (i) De maniere générale, tout polyndme unitaire B[T] dont les racines sont des entiers algébriques est a
coefficients entiers : en effet, I'expression des coeffisiate P comme fonctions symétriques élémentaires de ses
racines montre que ceux-ci sont également des entiersra@geés, et ce sont donc des entiers puisque I'anZeast
intégralement clos. Cette observation s’applique danadejae I'on considére puisque les racines de 'unité sont des
entiers algébriques.

(i) Par construction, le polyndme P divisg T) dansQ[T] : Q(TP) = PR avec Re Q[T]. En outre, le polynéme
R est unitaire et ses racines, étant des racines de I'unoité des entiers algébriques ; on a done R[T]| et P divise
ainsi QTP) dansZ|[T].

(iif) Comme QTP) = Q(T)P dansF [T}, la réduction modulg de I'identité précédente montre que les polyndmes
P et Q ont une racine commune dans toute cloture algebriglig. @& P et Q étaient distincts, ces polynébmes seraient
deux facteurs irréductibles de, — car{ et P sont toutes deux des racines primitives de I'unité —bgserait par
suite divisible par le produit PQ da@&T|. En réduisant modul@, il découlerait de ce que I'on vient de voir que le
polyndme®,, aurait une racine double dans toute cloture algebrique,de I'on aboutirait alors a une contradiction
puisque,p etn étant premiers entre eux, le polynomhg est séparable siif, (c’est en effet un facteur du polynéme
séparable T— 1). Nous avons donc £ Q.

(iv) Nous venons de prouver que le polyndbme minimal P de lmeggrimitive { s’annule en/ P pour tout nombre
premier p ne divisant pas). CommedP est encore une racine primitive, un raisonnement par récoer évident
permet d’en déduire que P s’annule &R pour tout entier non nuin premier an; P s’annule par conséquent en
chaque racine primitive, ce qui implique=P®,, et prouve que le polyndm@,, est irréductible su€).

Exercice 3— 1. Dire que le groupgiy(K) est d’ordren revient & demander que le polynémeITsoit scindé a racines
simples sur K, ce qui implique en particulier que I'entiesoit premier a la caractéristique de K.
Le polyndme T — a est scindé sur Ka) :
T'—a= [] (T-<¢a)
{E€pn(K)

et le corps Ka), étant un corps de décomposition de-Ta, est une extension galoisienne de K.



L'application Ga(K(a)/K) — K(a), o~ @ est a valeurs dans le sous-groypgK) de K*. Etant donnés
o, T € GalK(a)/K),

ro(@) _ t(o@)r(a) <o<a>> r(a) _o(a)1(a)
a (o) o a a a a

o'(a) . . . . . . . , .
car—,~ € K; cette application est donc un homomorphisme de groups®agit enfin manifestement d'une applica-

tion injective.
Soitd le plus petit entiep> 1 tel quea® = 1. Le polynéme ¥ — a4 estirréductible sur K : en effet, le terme constant
de tout facteur de degré > 1 du polynéme

T'—a’= [ (T-<a)
{cpa(K)

est de la formg([;ce{) a™ pour un certain sous-ensemble E ggK) de cardinalm et, pour que ce facteur soit
a coefficients dans K, il est nécessaire que I'onodiite K, soit m= d. Le groupe de Galois G@{(a)/K) opére
par conséquent transitivement sur les racines He @Y, ce qui équivaut a dire que son image daRék) est le
sous-groupelq(K).

2. Soit L/K une extension galoisienne finie dont le groupe de Galoixydique et d’ordren. Ayant fixé un
générateuo de G, on pose

n—-1
(Ga)=3 ¢o'(a)

pour toute racin€ € U, (K).
() Il estimmédiat que

n—1 o n-1 n .
0¢.a)=y ool = 3 ¢ o @) =¢ Y ¢o(a),

soito({,a) = {({,a) puisque "o"(a) = a. On en déduit qué{, a)" est fixé paro et donc appartient a K.

(i) Cette question n’a pas lieu d'étre !

(iii) En vertu du lemme de Dedekind, leséléments 1o,...,0"! de Gal[L/K) sont linéairement indépendants
sur L. Par suite, quelle que soit la racine de l'urijté un(K), il existe un élémentr de L tel que(Z,a) # 0. Etant
donné un élément primiti de I'extension L/K, il est loisible de choisio parmi les puissanced dex, 0< x<n—1
puisque celles-ci forment une base de L comme K-espacerigicto

Considérons finalement une racine primitigec 1,(K) ainsi qu'un élémentr de L tel que({,a) # 0. Puisque
o({,a)={({,a), le groupe de Galois Gdl/K) opére transitivement sur les racines du polynéme

n—-1

T—({,0)"= [L(T—Zi(f,a))

et ce dernier est donc irréductible. On en déduit que I'éfér@ a) de L est de degré = [L : K] sur K, c’est-a-dire
L =K(({,a)).

Nous venons de prouver que, lorsque le groppéK) est d’ordre n, les extensions galoisienre& telles que
le groupeGal(L /K) soit cyclique et d’ordre n sont exactement les extensiorla tlemeK (a)/K aveca” € K* et
a¥ ¢ K pour tout diviseur strict d de n.

3. On se limite maintenant a supposer que I'entisoit premier a la caractéristique du corps K, de sorte que le
polynéme T — 1 soit séparable, mais non nécessairement scindé, sur Koidere de nouveau un élémente
K* et un corps de décomposition L du polynéme-Ta au-dessus de K.

(i) Soit a une racine de T—adans L. Le polynéme T— a étant scindé sur L{a € L et donc{ < L pour toute
racinen-eme de 'unité dans une cléture algébrique de L. Le polyndithe 1 est ainsi scindé sur L et ses racines
engendrent une sous-extensiondé K dans L.

(i) Lextension L/K est galoisienne car I'extensioryK I'est tandis que I'extension K/K est galoisienne car K
est le corps de décomposition dé-T1. En vertu de I'exercice 2, le groupe @&} /K) est canoniqguement isomorphe
a un sous-groupe d&/nZ)™ tandis que le choix d’une racine de T" — a dans L permet de définir un plongement
du groupe G4dL /K1) danspn(K1).



(iii) On dispose d’'une suite exacte de groupes
1—— Gal(L/K;) — Gal(L/K) — Gal(K;/K) —1.

Si I'on fait opérer GalL/K) sur lui-méme par conjuguaison, on obtient un homomorphigmésal(lL /K) dans
Aut(Gal(L/K1)) qui se factorise a travers la projection de &&gK) sur Ga(K;/K) en vertu de la commutativité
de GalL/Kj). Ce dernier groupe étant cyclique d’ordfeégal au degré des facteurs irréductibles 8e-a sur K,
nous obtenons finalement un homomorphisme canonique

u:GallKy/K) — (Z/dZ)*.

Le choix d’'une racinex de T" —a dans L permet de construire usection g de la surjection G4L /K) —
Gal(K1/K) en associant a tout élémemtde Ga(K;/K) son unique prolongement a L fixamt, cette racinex permet
par ailleurs d’identifier G4L /K1) a un sous-groupgi4(K1). Tout élément de GAL/K) s’écrit de maniére unique
sous la formeas, (o) avect € Gal(lL /K1) eto € Gal(K1/K) et, vu ce qui précede,

1

(T'sa(0"))(152(0)) = T'sa(0')Ts4(0") "su(0")5u(0)

= 119 (00).

Le groupe G4l /K) s’identifie donc a I'ensemble Gal/K1) x Gal(K1/K) muni du produit « tordu » par I'automor-
phismeu :

(r',0) x(1,0) = (U'T9) d'0) ;
c’est leproduit semi-directe Gal(K1/K) par GalL /K}).

Exercice 4— Une extension de corps/K est diteradicale élémentairesi L = K(a) aveca" € K pour un certain
entiern > 1 et elle est diteadicale si elle 'aboutissement d’une tour d’extensions radicélésnentaires ; enfin, elle
est diterésoluble par radicausi elle est contenue dans une extension radicale de K. Gatt@de condition signifie
précisément que tout élément de L peut s’exprimer en termesdicaux itérés construits a partir d’éléments de K.

Supposons que le corps K soit de caractéristique nulle etdiem une cloture algébriqiie

(i) Soit n > 1 un entier et soit Kle corps de décomposition du polynéme&-T1 dansK. Si I'extension composée
LK’ /K est résoluble par radicaux, I'extensiorfK est bien évidemment résoluble par radicaux. Réciproguénse
L /K est une extension résoluble par radicaux et gklest une extension radicale contenant L, I'extension ca@po
L’K’/K est radicale puisqu’elle s’obtient & partir dépar adjonction de racines de I'unité et, comme’ lkKL'K’,
I'extension LK/K est résoluble par radicaux. En conclusion, une extensit ést résoluble par radicaux si et
seulement si tel est le cas de I'extension composégKK

(i) Quelle que soit I'extension galoisienne/K, I'extension composée LKK est galoisienne et Gdl/K) est

le quotient de G4LK’/K) par le sous-groupe abélien et distingué (&alK) tandis que le groupe GalK’/K’)
s'identifie & un sous-groupe de GafK). Il en découle que le groupe GhIK) est résoluble si et seulement si tel
est le cas du groupe GaK’/K’).

(i) Considérons finalement une extension galoisienne finile K danx.

— Si I'extension L/K est résoluble par radicaux, considérons une extensidoalad de K dansK contenant L
et désignons par’Ke corps de décomposition du polyndmé&"¥! — 1 dansk. Vu ce que I'on a établi au cours
de I'exercice 3, toute extension radicale élémentaire ‘desKgaloisienne de groupe de Galois cyclique et toute
extension radicale est galoisienne, de groupe de Galaitul®s ; appliquant cela a I'extensiorik! /K’, nous
en déduisons que le groupe @dK’/K’) est résoluble. Ceci prouve que le groupe(GAK).

— Siréciproquement le groupe GlaJK) est résoluble, désignons paf & corps de décomposition du polyndme
TIGalL/K) _ 1 dansK. En s’appuyant de nouveau sur I'exercice 3, la tour d'esitams de K déduite d’une suite
de composition de Gél /K) a quotients cycliques est une tour d’extensions radicééesentaires ; I'extension
LK’/K’ est donc radicale. Il en est alors de méme de I'extensioff Kkce qui prouve que I'extension/K est
résoluble par radicaux.

Exercice 6— Soit K un sous-corps dg.

1.[..]

2. Soit L une extension galoisienne finie de K contenue darfstant donnés un élémeatde K, un entiem > 1
et une racinex du polynéme T — a dansR, tout K-automorphisme € Gal(L /K) envoiea sur une autre racine du



polynéme T —aet donc
o(a) = a si n est impair ;
"] £a sinest pair
Dans tous les cagi(a) € K(a) et le sous-groupe H de Gal/K) fixant le corps LN K(a) est d'indice 1 ou 2, de
sorte quedL NK(a) : K] € {1,2}.

Supposons que I'extension galoisienngKLsoit résoluble par radicauséels c’est-a-dire qu’il existe une tour
d’extensions radicales élémentaires-Ko C K; C ... C K, C R telle que Lc K,. D’aprés ce que I'on vient de dire,
[LNKit1: LNK;] € {1,2} pour touti € {0,...,r —1} et donc

r—1
[L:K]=T]LNKij;1:LNKj]
f

est une puissance de 2. Nous avons ainsi prouvé que, singategaloisienne [K est résoluble par radicaux réels,
alors son degré est une puissance de 2. L'assertion réopmest vraie : toute extension de degré 2 entre deux sous-
corps deR est élémentairement radicale en vertu de I'exercice 3 xtelfesion L/K est donc résoluble par radicaux
réels si elle est résoluble par radicaux et si son degré espuissance de 2.

Exercice 7— 1. Soientx; etx, les deux racines du polyndmé F aT + b dans une cléture algébrique de K. Le groupe
de Galois G du corps de décomposition L de ce polyndme estusigroupe du groupe symeétriq@g {x;,xz}). Le
groupe altern@(({xy,x,}) étant trivial, il découle de I'exercice 1 que G est trivialesdiscriminant D= a® — 4b est un
carré dans K et que & {1,(x1, %)} sinon. Dans ce second cas, I'extensiofki(\/D) est triviale et les deux racines
X1, X2 s'expriment donc en fonction d’'une racine carrée du disiciamt.

2. Rappelons tout d’abord que tout polyndme cubigtie 8%+ bS+c peut s’écrire sous la formePT3+ pT+q:

il suffit de faire le changement de variable=ST — §. Cette opération a pour vertu de simplifier I'expression du
discriminant D du polynéme et de fournir la relatigyH- xo + x3 = 0 entre les trois racineg, x, etxz de P dans une
cléture algébrique de K. On rappelle que-D-4p® — 27¢2.

Soit L = K(xz,X2,%3) le corps de décomposition du polyndme P et soit G son groufBatEs, que I'on identifie a
un sous-groupe du groupe symétrigbie{x;, X, x3}). En vertu de I'exercice 1, G ({X1,X2,X3}) est sous-groupe de
G fixant le corps Kv/D) et, comme({x1,%2,x3}) est un groupe cyclique d’ordre 3, les quatre cas de figurétpess
sont les suivants :

- G={1};

— G~ 7Z/2Z fixe 'une des racines de P et permute les deux autres ;

- G= Q[({X17X27X3}) ,

— G=6({X1,%2,%3})

Le premier cas se produit si P est scindé sur K, le deuxiemessBede exactement une racine dans K, le troisieme
si P est irréductible sur K et si D est un carré dans K, le qaaiei enfin si P est irréductible sur K et si D n'est pas un
carré dans K.

Remarque : il convient d’observer que, dans le deuxiéme edigdre,P est scindé sur le corgs (/D). Cela peut

également se voir en vérifiant que le discriminant du facieéductible quadratique d@ est un carré dan& (v/D).

Nous supposons dans ce qui suit que le polyndme P est iriéidustr K ; 'extension /K (/D) est alors cy-
cligue de degré 3 et nous allons appliguer la théorie de Kunewymsée a I'exercice 3. Cela suppose de disposer des
racines cubiques de I'unité dans le corps de base ; notanh i€orps de décomposition dé F 1, nous allons tra-
vailler dans I'extension composéé+ LK’ = K(xg, %2, X3, 0), oU p est une racine cubique primitive de 1. L'extension
L’/K’(/D) est non triviale puisqui’ : K] est un multiple de 3 tandis qyk’(/D) : K] est une puissance de 2, donc
Gal(L’/K'(v/D) est le groupe cycliquel({x1, X2, X3} ). Soita le 3-cycle(xy, X2, X3) et considérons les trois résolvantes
de Lagrange

(Lx1) =X1+ 0(X1) + 0%(X1) = X1 +Xp + X3 = O,
(p,x1) =x1+p to(xa) +p20%(xa) = X1+ P72 + PXa
et
(P2, %) = X1+ PX2 + P°Xa.
Les trois racinex,, X, etxz s'’expriment en fonction des résolvantes :

X1 = %((P,xﬂ +(p% %)), Xe= %(p(p,xl) +p%(p% %)) et xg= %(pz(p,xl) +p(P% %))



On a par ailleursr(p,x1) = p(p,x1) eto(p?,x1) = p2(p?,x1), donc(p,x1)3, (p%,x1)% € K'(v/D) ; il reste par consé-
quent a calculer explicitement ces deux derniers cubesKigaréD) pour obtenir une expression des trois racines de
P en termes de radicaux quadratiques et cubiques faisanténtr les coefficients de P et le trois racines cubiques de
l'unité.

Ona:
(p.x)® = (X +pPe+pxs)?
= X433+ Bxaxaxa + 30Xz + X3x1 + X8x2) P + 3(X1X3 + XX + X3x3) p?
= A+3Bp+3Cp?
ou
A = (X1—|—X2—|—X3)3—3(B—|—C)
= —3(B+0C)
= —3(X1X2(Xy 4 X2) 4 XoX3(X2 + X3) + X1X3(X1X3))
= —3(—X1X2X3 — X1 XoX3 — X1X2X3)
= OX1XoX3
= —9q,
B+C=3q
et

B—C=(x1—X2) (%2 —X3) (X1 — X3)
est une racine carrée de D que I'on n¢f® ; on en déduit finalement
3 3 27 3
(p.x)* = -9q+5(34+vD)p+5(34— VD)p? = —=-q+5vVDV-3

ol I'on a posé/—3 = p — p? puisque(p — p?)2 =p?+p—2= 3.
Il suffit de permutep et p? pour obtenir(p?,x;) & partir de(p, x;) donc

27 3
(p%x1) = —5a- E\/BV -3

Remarque : on peut observer qe,x;)(p?,x1) est invariant paro et appartient donc &’(+/D). Un calcul
immeédiat fournit en fait la relatiorfp, x1)(p?,x1) = —3p, d'ol I'on tire (p,x1)3 + (p?,%1)% = —q. Cela montre que
(p,x1)3 et (p?,x1)2 sont les deux racines du polyndiie+ qT — 27p°.




