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THEORIE DE GALOIS Ill - C ORRIGE

Exercice 1— 1. Fixons une racing de T° — T +adans L. Quel que soit I'élémentde Fp, (x+ u)P — (x+u) =
xP 4+ uP — (x+u) = xP —x et les racines dePl— T+ a dans L sont donc lep élémentsx+u, u € F,. On en déduit
une application injective
GallL/K) — Fp, 0+ 0(X)—X,
gui est manifestement un homomorphisme de groupes car
(0T1)(X) —x=0(T(X) —X) + 0(X) —X= T(X) — X+ 0(X) — X

puisquet (x) —x € Fp, C K.
Il'y a deux possibilités :
— si GalL/K) = {1}, alors le polyndme T— T + a est scindé sur K;
— si GalL/K) ~Fy, alors[L : K] = p et, puisque L est un corps de rupture du polynérie-T + a, ce dernier est
irréductible sur K.

2. (i) Le groupe de Galois G@l /K) est constitué dep automorphismeg":L —L,0<n< p—1. Envertu du
lemme de Dedekind, ces automorphismes sont linéairemeéépémndants sur L et il existe donc un élémede L tel

gue
p—1
z= ;0”(3/) #0

—idy) (Z)a )—ap y)—y=0,

ce qui prouve que est un élément non nul de K il reste & poset z 1y pour obtenir un élément de L tel que
Plony =1
n:__O ( ) =
(i) Ona

On a par ailleurs

p—1

ola) = ;na”“(x)

p—1

- Z)(nJrl o™1(x Z)o
n=
= z no"(x) —x+ oP(x Z a"(

= a-1,
ce gui prouve qu@ n’'appartient pas au corps K; d'autre part, comme
olaP—a)=0c(@)’-o(a)=(a-1)P-(a—-1)=aP—a,

a=aP—a € K. En vertu de la premiére question, le corps de décompasiia ) du polynéme P — T +adans L
est une extension de K de degrécommelL : K] = p, L =K(a).

Exercice 2— 1. L'ensemblel, des permutations dé/pZ de la formex — 0, p(X) = ax+ b aveca € (Z/pZ)*
b € Z/pZ, est clairement un sous-groupe @€Z/pZ), de cardinalp(p— 1).
Vu lidentité
Oa,b0c,d Oy b = Oab0cd0y-1 _a-1p = Oc,ad—bc+bs

les permuationgr , b € Z/pZ, constituent un sous-groupe distingtig de B, cyclique et d’'ordrep. Le quotient
B/C, est isomorphe au sous-groupe Bg constitué des permutations de la formgo, a € (Z/pZ)* ; il s’agit
donc d'un groupe cyclique d'ordne— 1 et le groupeB, est résoluble en vertu de la suite de composition a quotients
cycliques

14€p<Bp.



Quels que soierd € (Z/pZ)*, be Z/pZ,

n _
Oab = Oan (a1+...4a+1)b

pour tout entier natural > 1. On a donc

oP — Oab sia#1
ab™ | g1p=1 sia=1"

ce qui prouve que la permutatian , est d’'ordrep si et seulement si=1 etb # 0.

2. (i) Soient G un sous-groupeansitif de G(Z/pZ) et H un sous-groupe distingué de G. Quel que soient
i,j € {1,...,p}, les sous-groupes de H fixant respectivemieeat j sont conjugués dans G et ont par conséquent
le méme cardinal ; les orbites de H @; ..., p— 1} ont ainsi le méme cardinal, lequel doit divigerll en découle
que l'opération de H suf0,...,p— 1} est soit triviale, soit transitive ; en particulier, le sayreupe H de G opére
transitivement suf0,... p— 1} s'il n’est pas trivial.

En appliguant successivement cet argument aux sous-gr@ipeet G a partir del =r — 1, on en déduit que le
sous-groupe &de S(Z/pZ) opére transitivement sy, ..., p— 1}. Soit finalement € G(Z/pZ) une permutation
engendrant le groupe;Gles supports des cycles intervenant dans la décomposiéiorétant manifestement stables
sous toutes les puissancestdée groupe G ne peut opérer transitivement S@; ..., p— 1} que sit est unp-cycle.

(i) Si 'on note o la permutation déZ/pZ définie para(i) = 7'(0) (0 < i < p—1), 0~1G,0 est le sous-groupe
cyclique de&(Z/pZ) engendré par la permutatian ; et donco1G,0 = ¢€,,.

Soit A € 071G,0 une permutation dont I'image engendre le groupe cycligue'G,0) /(0 1Gy0). Puisque le
sous-group@ 'G10 = (011) est distingué dans 'G,0, il existea c (Z/pZ)* tel queAgA ' = of; = 014;0n a
alors

AX+1)=A011(X) = 01aA(X) =A(X) + &

puisA (x) = ax+ A (0) pour toutx € Z/pZ, ce qui prouve que le sous-grouge'G,o de &(Z/pZ) est contenu dans
Bp.
(iii) Il est clair que€,, est I'unique sous-groupe cyclique d’ordpede B . Vu ce qui précede, on en déduit que G
est 'unique sous-groupe cyclique d’'ordpede G ; il s’agit donc d’un sous-groupearactéristique(i.e. stable sous
tout automorphisme) de &t G, est par conséquent un sous-groupe distingué g€ @G appliquant le raisonnement
de la question (i), on établit & partir de 1a que le groupe!Gso est contenu dan,. En itérantr — 2 fois ce
raisonnement, on obtient finalement queedst un sous-groupe distingué de G, puis quéGo est contenu dans le
sous-groupés, de S(Z/pZ).

3. (i) Le polyndme minimal d¢g8 sur K(a) est un diviseur strict du polynéme P, de sorte fGex, ) : K(a)] <
p— 1. L'irréductibilité de P sur K garantit par ailleurs quei'a [K(a) : K] = p, d’ou finalement

[L:K]=[K(a,B): K] =[K(a,B) : K(a)][K(a) : K] < p(p—1).

(i) L'extension intermédiaire Ka)/K étant de degrép, I'ordre du groupe GdL /K) est de la formepm avec
1<m< p—1. En appliquant le lemme de Cauchy, on en déduit I'existetiae élément de G&L /K) d’ordre p
et, comme les seules permutations d’orgrdansS, sont les permutations circulaires (i.e. legycles), le groupe
Gal(L/K), identifié & un groupe de permutations des racines de P dastient donc une permutation circulaire.

Soient H et Hdeux sous-groupes de5Gal(L /K) d’ordre p. SiH# H', HNH' = {1} et la projection canonique
G — G/H induit une injection de Hdans G'H ; comme I'ensemble d’'arrivée est de cardimak p, ceci est impos-
sible. On a donc H= H’, ce qui prouve que toutes les permutations circulairesecores dans Gdl /K) engendrent
donc le méme sous-groupe.

(ii) Soit T une permutation circulaire contenue dans(GAK). Le sous-groupe H- Gal(L /K(a)) de GalL/K)
étant d’'ordren < p, () NH = {1} etdonca,1(a),..., TP 1(a) sont lesp racines de P dans L ; quitte & remplacer
par une puissance convenable, on peut en outre supposeolgagl = 7(a).

Le groupe GdlL /K(a)) est abélien : en effet, étant donnés 0, € Gal(L /K(a)), il existe des entiers, i, €
(Z./pZ)* tels queoiT = T''0y et 02T = 11207 ; on a alors

0102(a) = 0201(a) =a



et
0102(B) = 01021(Q)
= o1120,(a)
o172(ar)

20y (a)
T2 (1)
= 0201(B),

donco,0, = 0,0.

Nous pouvons maintenant conclure. Notant Z le sous-groigti@egué de G4l /K) engendré par les permutations
circulaires, Z est cyclique d’ordrp et la projection canonique Gél/K) — Gal(L /K)/Z induit un isomorphisme de
Gal(L/K(a)) sur le quotient G4L /K)/Z ; nous en déduisons que ce dernier groupe est abélien, étafplit que le
groupe GalL /K) est résoluble.

4. Supposons que le groupe @alK) soit résoluble et considérons deux racines distinatgsde P dans L. Vu la
question 2, un élément non trivial de @afK) fixe au plus une racine de P dans L ; il en découleglG&{ (a,3)) =
{1} etdonc L=K(a, B).

Exercice 3—I. Soit f € K[T] un polynéme séparable et sg#tI'ensemble de ses racines dans un corps de décompo-
sition K'; on identifie G= Gal(K’/K) a un sous-groupe d&(%).
Etant données des indéterminégsi¥ I, le groupe GalK’/K) opére naturellement sur 'anneal[{)i¢] via

o (Z aVY"> = o(a)Y".
On a clairement K(Y;)ici]® = K[(Yi)iel] : en effet, I'inclusion évident& ((Y)ic;) C K'((Y})ic1)© est une égalité car
K'((Yi)ier) - K((Yi)ien)] = [K": K] = Card G) = [K'((Yi)ier) : K'((Yi)ien)®]
et
K/[(Yi)iel]G = K/[(Yi)iel] N K/((Yi)iel)G = K[(Yi)iel]-
1. Quelles que soient les permutatiang € &(%),

T(Lo’) = Z T(E)Yafl(f) = z EYO'*1T*1(E) = z EY(TU)’l(f) =L¢g.
Eex Eex Ee

Il en découle immédiatement que les polyndifieet®; appartiennent al'anneau K, (Y ¢)ec|® =KI[Y, (Ye)zcxl.
Si I'on désigne par X un ensemble de représentants des slagseiche modulo G dagy %),

My = aeg{@)(v —Lo) = UEL TEL(Y —Lo) = UEL TD;(Y —1(Lo)).

Chacun des facteuf§;cg(Y — 7(Lo)) est manifestement invariant sous I'action de G, donc ajgpérd I'anneau
K[Y,(Y¢)een], etil estirréductible puisque le groupe de Galois G de €asion K((Y¢)zcz)/K((Ye)zcz) Opere
transitivement sur 'ensemble de ses racines de ce polymame K((Y ¢)sc4). En particulier : le polyndme®s est
un facteur irréductible dBls dans KY, (Y¢)scz].

2. Vu la décomposition déls en produit de facteurs irréductibles danfrK(Y ¢)sc ], il est manifeste que le
groupeS(#) opeére transitivement sur 'ensemble des facteurs irréalastdells dans KY,(Y¢)sc] €t que le
sous-groupe G est le fixateur du fact@r dansS(Z).

[I. On suppose maintenantK Q et f € Z[T], unitaire de degré.

1. Le polynébmef étant unitaire et a coefficients entiers, ses racines senékiers algébriques. Les coefficients
des polyndmesl; et®¢ sont par conséquent des entiers algébriques et, commailpamailleurs rationnels, il s’agit
de nombres entiers puisque I'annéaest intégralement clos.

2. (i) Si I'on considére les racinésde f comme des indéterminées, le polyndme

|_! (Y— z EY01(£)>
0eB(Z) 4



est a coefficients dans I'annedil,, ..., 24|, ouZ; est lai-eme fonction symétrique élémentaire des % :

= Z |_| é.
Ic#, Cardl)=iéel

On a de méme

(Y— > ZYal(()) € Z[Za,....Zd)[Y, (Y )zem,);

0eS(Zp) {eXp

ou Zy,...,Z4 sont les fonctions symeétriques élémentairesdes%,. Quelle que soit la bijectiop : #Z — %, per-
mettant d'identifier les anneal Y, (Y¢)sc | €tZ[Y, (Y ¢)7c%,], Zi est la réduction d& modulop et le polynéme
M+ est donc la réduction du polynonier modulo p.

On a vu que le groupes(#) opére transitivement sur I'ensemble des facteurs irrdalest de M dans
Z]Y,(Y¢)sca); toute bijectiong : # — Z induisant un isomorphisme du grougg%) sur le groupes (%)), ce
dernier opére donc transitivement sur les réductions noopldes facteurs irréductibles die.

(if) Fixons une bijectionp : 2 — Zj, et utilisons-la pour identifier les anneallXY, (Y ¢)gc ] tZ[Y, (Y7)zcw,)-
Si Q est un facteur irréductible dr divisant la réductio®; de ®; modulop, toute permutatiom € &(%,) fixant

Q fixe nécessaireme®; car©; est I'unique facteur d€l¢ dont la réduction soit divisible par Q. L'isomorphisme
S&(%p) — &(%), 0 — ¢~1o¢ envoie par conséquent le stabilisateur H de Q dans le stafeilir GaK'/Q) de
O et, comme H= 1 1Gal(Fp(%,)/Fp)T pour une permutation convenalies G(%,) en vertu de la question 1.1,
I'homomorphisme&(%p) — &(#), 0 — ¢ 1~ 1at¢, envoie finalement G&Fp(%p)/Fp) dans GalK’/Q). La
bijection T o ¢ de Z surZp est donc admissible.

Il est clair que deux bijections admissibles induisent desidmorphismes d&(%,) dans&(#) envoyant
Gal(Fp(Zp)/Fp) sur deux sous-groupes conjugués de(KalQ).

1. 1. Soit f € Z[T] un polyndme unitaire de degréet soit G le groupe de Galois d’'un corps de décomposition
de f, que I'on identifie a un sous-groupe du groupe symétrigiyePlus précisément, I'automorphisme de Frobenius
Op, X — xPt définit unn-cycle dans le groupe de Galois deet il découle donc de la partie Il que G contient un
n-cycle.

— Lirréductibilité de f (mod p;) implique lirréductibilité def dansQ[T] et donc laransitivité du sous-groupe G

deSy.

— L'automorphisme de Frobenius,, : x — x2 détermine un élément du groupe de Galois du polyn(meod p;)
de la formetc outcd, t étant une transposition ef¢’ étant deux cycles de longueur impairgd®“° %) est
alors une transposition et, identifiant le groupe de Galeis (@nod py) a un sous-groupe de G (cf. partie Il),
nous en déduisons que le groupe G contient une transposition

— Enraisonnant comme précédemment, on déduit de I'hypathés (mod p3) que le groupe G contient un cycle
de longueun—1.

Tout sous-groupe transitif G d&, contenant une transpositioret unn— 1-cyclec est nécessairement égaba.

— Sile support dén’est pas contenu dans celuidelorst = (i, j) avecc(i) =i, ctc* = (c(i),c¥(j)) = (i,¢%(}))
pour tout entiek > 1 etG contient donc toutes les transpositions de la fofm@ avecl € {1,...,n} —{i}; ces
dernieres engendrant le grougg, G = &,,.

— Si le support de est contenu dans celui dela transitivité de G garantit I'existence d’'un élémende G tel
quet = (i, j) etg(i) ¢ Supgc); il suffit alors de remplacetr par la transpositiomtg™ = (g(i),g(j)) pour étre
ramené au cas précédent.

Remarque : lorsque & p est un nombre premier, il suffit d’avoir la premiére et la xiéme des trois conditions
préceédentes car une transposition t et un p-cycle ¢ engandieegroupeS, : en effet, si t= (1,2), il existe un
entier k> 1 tel que &(1) = 2 et donc, quitte & remplacer ¢ paK,con peut supposer € (1,2,...); on a alors
tj = cltc™) = (c/(1),¢)(2)) = (cI71(2),c!(2)) pout tout j> 1 et, comme les p entierd(@),c(2),...,cP~1(2) sont
tous distincts, il existe une permutatione G, telle que = o(j+1,j+2)o ! pour tout je {0,...,p—2}. Les
transpositions(1,2),(2,3),...,(p— 1, p) egendrant le groupe symetriqi#,, ceci prouve que t et c engendredip.

2. La décomposition du polyndme T T — 1 en produit de facteurs irréductibles dadh$T] est
TP—T—1=(T2-T-1)(T3+T2+1).

Ce polynéme est par ailleurs irréductible d@$T| : en effet, si tel n’était pas le cas, il posséderait alorsracee
& dansFg; comme P—T = (T>— T —1)(T*+1) + T*+1, & serait racine de “F+ 1, et donc racine double d€ F T
puique P+ 1|T°—T...



Le polynéme T — T — 1 est irréductible danB,[T] : en effet, comme
T T=(T-T-DT+T? et T-T—-1=(T*-T)(T°+1) -1,
T’ —T—1 est premier aux polyndmeg T T et T8 — T et il "admet donc aucune racine dangetFg. Vu les identités
T T=THT —T-1)+T(T?4+T-1) et P—T=T(T—1)(T+1)(T2+1)(T?+T—1)(T?+2T-1)
dansF3[T], T2+ T — 1 est un facteur irréductible d€ T T — 1 dansF3[T] et I'autre facteur, de degré 5 est irréductible
puisqu’il est manifestement premier 8 F T et n"admet donc aucune racine dafs

Vu la remarque faite a l'issue de la question précédentealj@e que nous venons de conduire prouve que les
groupes de Galois des polyndmesIT — 1 et TV — T — 1 sont respectivemeds et S+.

Exercice 4— 1. L'application delFy» dansFy[T] associant & € Fpy son polyndme minimal suF,, induit une
bijection entre I'ensemble des orbites de @gh/Fp) SUrF pn — Upyjn men Fpm €t 'ensemble des polynémes unitaires
et irréductibles de degmédansF,[T]. NotantA1(n, p) le nombre de ces derniers, on a donc

1 1 n—-1 1 pn pn
A(np)==(p"— pr == p" =S p" 2—<p“——>2—
n m‘nzm#n n ngo n p—1 2n
dés quep > 3.

Selon un raisonnement analogue, le nomiy@, p) des polyndmes unitaires € Fy[T], de degrén et s'écrivant
comme le produit d'un facteur linéaire et d'un facteur itrétible de degré — 1, vérifie :
pnfl pn
A > = .
3N P) 2 P ~ 2=
Enfin, le nombreAy(n, p) de polynémes unitaire$ € Fy[T], de degrén et s’écrivant sous la formé = ga ou
f = gabavecq, a, b unitaires et irréductibles, dég) = 2 et deda), degb) impairs vérifie :

p2 pnfz pa pb p2 pnfz pn
A2(n,p) > — max , — | > = )
2np) =7 (2(n—2) abimpaidarbn 22320 | = 4 2(n=2) ~ 8(n—2)

Posank(n) = max(2n,8(n— 2)), nous obtenons finalement la minoration

pn
Ai(n, p) > K

pour touti € {1,2, 3} et tout nombre premigp > 3.

2. Soiti € {1,2,3}. L'homomorphisme canoniqué/PZ — |‘|5:1Z/ij étant un isomorphisme, tout polynéme
unitaire de degré dansZ/PZ[T| est uniguement déterminé par ses réductions modulo smbres premiers
P1,...,Pr; on en déduit immédiatement que le nombre de polyndmesinasitat de degré dansZ/PZ[T] dont
aucune des réductions modug, ..., pr n'est de type (i) est minoré par

JIj(pin_%) N <1‘W1n)>rjljp?= <1—W1n)>rm

3. Quel que soit I'entier naturel N 3, il découle de I'exercice précédent qug(N) est minoré par le nombre
o, (N) des polynémes unitairelse Z[T], de degrén, dont les coefficients sont majorés par N en valeur absoltgset
qu'il existe, pour tout € {1,2,3}, un nombre premier parnfi, .. ., p;(yy modulo lequelf soit de type (i). Désignant
par P le produit des nombres premi@s. . ., pr(n), On en déduit les minorations

r(N) r(N)
ag(N)z(2N+1)“—3<1—W1n)> pﬂz(zN+1)n_3<1—Wln)> N

Commer(N) tend versto avec N, on en conclut :

donc

on(N)
N (2N+1)n




