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CORRIGE

Exercice A. 1) Il y a cing classes de conjugaisons dans Sy : la classe de 1 (un élément), la classe des
transpositions (6 éléments), la classe des produits de deux transpositions de support disjoints (3 éléments),
la classe des 3-cycles (8 éléments) et la classe des 4-cycles (6 éléments).

2) Soit P l’ensemble des partitions de I’ensemble {1,2,3,4} en paires d’entiers. Le groupe S; opére
naturellement par permutations sur P via o({{a,b},{c,d}}) = {{o(a),o(b)},{o(c),o(d)}}; on définit
ainsi un homomorphisme de groupes ¢ : Sy — S(P) qui est manifestement surjectif. Les éléments de Sy
préservant la partition {{1, 2}, {3,4}} € P sont les huit permutations 1, (1, 2), (3,4), (1,2)(3,4), (1, 3)(2,4),
(1,4)(2,3), (1,3,2,4) et (1,4, 2,3) ; parmi celles-ci, seules 1, (1,2)(3,4), (1,3)(2,4) et (1,4)(2, 3) préservent
toutes les partitions de {1,2, 3,4} en paires d’entiers. Comme (1,2)(3,4)(1,3)(2,4) = (1,4)(2, 3), le noyau
de ¢ est I'image de ’homomorphisme

L)2Z x Z)2Z — Sy, (u,v) — [(1,2)(3,2]“[(1,3)(2,4)]" = (1,2)"(3,4)"(1,3)"(2,4)"

et est donc isomorphe au groupe (Z/27)°.

3) Toute représentation linéaire complexe p : S3 — GL(V') donne naturellement lieu & une représenta-
tion linéaire complexe p o ¢ du groupe Sy et p est irréductible si et seulement si p o  est irréductible.

A isomorphisme prés, on sait qu'il existe trois représentations complexes irréductibles de S : la repré-
sentation triviale 1, la signature 5 et la représentation p» de degré 2, obtenue en faisant agir S3 sur C3
par permutation des coordonnées puis en considérant le plan d’équation z; 4+ 2o 4+ z3 = 0. Les caractéres
de ces trois représentations sont donnés par la table suivante :

1| e | p2
1 1 2
t| 1| —1 0
c |1 1 -1

dans laquelle ¢ (resp. c3) désigne la classe de conjugaison des transpositions (resp. des 3-cycles) dans
S3. Pour en déduire les caractéres des trois représentations irréductibles de Sy correspondantes, il suffit
d’observer que ¢ envoie une transposition (resp. un 4-cycle) sur une transposition et qu’elle envoie un
3-cycle sur un 3-cycle ; on obtient :

1l |e20p | p2oyp
1|1 1 2
t 1] -1 0
t’ |1 1 2
cs | 1 1 —1
ey | 1] —1 0

ou t, tt’, c3 et ¢4 désignent respectivement les classes de conjugaison des transpositions, des produits de
deux transpositions de supports disjoints, des 3-cycles et des 4-cycles dans S,. La représentation 5 o ¢
est manifestement la signature e3.

4) Le groupe S, ayant cing classes de conjugaisons, il admet cing représentations complexes irréduc-
tibles distinctes & isomorphisme prés. Désignant par nq, ..., ns les degrés respectifs de ces représentations,

24 = |Sy| = nT +n3+n3 +n3+nd

et donc
ni+ni=24—(1+1+4)=18



en tenant compte des trois représentations déja connues. Les deux derniéres représentations sont par
conséquent de degré 3.

5) On obtient naturellement une représentation ps3 de degré 3 du groupe Sy en le faisant opérer sur
C* par permutation des coordonnées puis en considérant ’hyperplan d’équation z1 + 23 + 23 + 24 = 0.
On peut vérifier qu'il s’agit d’une représentation irréductible en explicitant son caractére x : x(1) = 3,
x(t) =1, x(tt') = —1, x(c3) =0 et x(cq) = —1, puis en calculant le carré de sa norme

P = g 3 x(0)? = g (1) + 612 + Bx(1#)” + 8x(es)” + bx(ex)?) = 1
0€S,y

dans l'espace des fonctions centrales sur Sy.
La représentation ps ® €3 est également irréductible car

hpeeelP = 57 3 ((@)es(@)? = 57 3 x(o) = [P =1

0cESy 0cESy

5) Voici finalement la table des caractéres de Sy :

1] es | ppop | ps | p3®es
111 2 3 3
t 1] -1 0 1 -1
1] 1 2 -1 -1
s 1] 1 -1 0 0
ca | 1] -1 0 -1 1

Exercice B. 1) 1.1. Par définition de 'automorphisme ¢,
T} Tn) = Ty vt > Qo (T, To)TY
0<p<vi+r3vo+...+r"v,

pour tout multi-indice v € N™. Vu la définition de r, les entiers vy +r?vo+. .. +7", et V] +r2vh+.. . +r"V),
associés a deux multi-indices v, v’ € N tels que a,,, a,s # 0 sont distincts ; il existe en particulier un unique
multi-indice p € N™ tel que a, # 0 et

p1+ 12 4, = max{yy + v . "y, |V €N et oa, 0} > 1.

On obtient ainsi

o) = S ae(m.. T

veN”®
+rivgt.. 4"
= 3 ettty ) Qpu(To, ..., To)TY)
veNn 0<p<vi+rvo+...4r"vy
N—-1
N
= aTl + E Qp(TQ,...,Tn)Tlp
p=0

avec N = py +1r2ua + ... + 1"y, et a = a, € k*.

1.2. Si 'on applique I'automorphisme ¢~ a Iidentité o} + Zfov:_ol Qp(Ta, ..., T,)TY — p(f) =0, on
obtient 'identité

N-1
oleN + Z Qp(%ﬁil(TZ)v S Sﬁil(Tn))Tf - /=0,

p=0
laquelle montre Tj est entier sur la sous-k-algébre de k[T1,...,T,] engendrée par les polyndomes f et
1o = YT),...,zn = ¢ Y(T}). Il est clair que les n éléments o(f), Ty, ..., Tn_1 et Ty, de k[Ty, ..., T,]
sont algébriquement indépendants : étant donné un polynéme R € k[Y7,...,Y,] écrit sous la forme R =

S Si(Ty, ..., T)TY,

Nd-1
R(p(f), Ta,..., Tp) = TN+ Y~ SH(Ty, ..., T,)TY
j=0



etdonc R=Qq=...= Qo =0si R(o(f), Ty, ..., T,) = 0.1l suffit d’appliquer I'automorphisme ¢! pour
en déduire que les n éléments f,za,...,z,—1 et z, de k[T1,...,T,] sont algébriquement indépendants.

1.3. Les images de Ty,..., T, dans k[T4,...,T,]/(¢(f)) sont algébriquement indépendantes : il exis-
terait sinon des polynémes non nuls R € k[15,...,T,] et Q € k[T1,...,T,] tels que R(Ts,...,T,) =
o(H)Q(Ty,...,Ty), ce qui clairement impossible si on considére les degrés de ces polynomes dans 1’an-
neau k(TQ, N ,Tn)[Tl]

2) Soit A une k-algébre de type fini non nulle et soit 7 : k[T1,...,T,] — A un k-homomorphisme
surjectif, de noyau a # k[T1,...,T,]. Nous allons prouver, en raisonnant par récurrence sur n > 1, qu’il
existe un ensemble fini I et un k-homomorphisme injectif ¢ : k[(Y;);es] — A faisant de A un anneau entier
sur {(Yi)ier).

— Cas n = 1. De deux choses l'une : si a = 0, il suffit de poser I = {1} et +(Y1) = 7n(T1); si a # 0,
un polynoéme non constant dans a fournit une relation de dépendance intégrale pour 7(77) sur k et
Panneau A est donc entier sur k, ce qui correspond au cas I = {).

— Supposons le résultat acquis pour n—1 > 0. Sia = 0, il suffit de poser I = {1,...,n} et o(Y;) = 7(T3)
pour tout ¢ € I. Sinon, I'idéal a contient un polynéme non constant f; d’aprés la premiére question, il

existe des éléments xa, ..., x, de k[T1,...,T,] tels que f, z9, ..., z, soient algébriquement indépen-
dants sur k et tels que anneau k[T1, ..., T,] soit entier sur k[f, za, ..., z,]; Vanneau k[T, ..., T,]/a
est alors entier sur Panneau A’ = k[xo, ..., z,]/(aNk[zs, ..., z,]) et 'homomorphisme 7 induit donc

un homomorphisme injectif 7’ : A’ — A faisant de A un anneau entier sur A’. En vertu de I’hypothése
de récurrence, il existe un ensemble fini I et un k-homomorphisme injectif o : k[Y;cr] — A’ tels que
Panneau A’ soit entier sur k[(Y;)icz]; anneau A est alors entier sur k[(Y;);ecr] via 'homomorphisme
injectif 1 =7’ o4/,

Exercice C. Observation préliminaire : étant données deux extensions 0 N—>=p ’ M

et 0 N 2> p 7 M 0 de M par N, tout A-homomorphisme ¢ : P — P’ est automati-

quement un isomorphisme en vertu du lemme des cing.

1) En vertu de la commutativité du diagramme considéré, 'application A-linéaire
ProN—P' @M, (z.y)+— (w@) +(y)0(z)

est & valeurs dans le sous-A-module v* P” et elle s’annule identiquement sur 1'image de ’homomorphisme
N' — P'® N, z — (a(z),—u(z)); elle définit donc une application A-linéaire ¢ : u, P’ — v*P”. Le
diagramme

O—>N—>u*P’—>M—>O

N

0——=N——v"P" > M —>0

est commutatif car, quels que soient x € P’ et y € N,

pod (y)=»(0,9) = (v(y),0) =7"(y)

et
" o p(z,y) = 6" (w(z) +(y), B(x)) = Bx) = B'(z,y).
Vu l'observation préliminiaire, cela établit que les deux extensions u,E’ et v*E’ sont équivalentes.
2) 1l suffit de considérer le A-module libre de base M

L= @ Ae,,
meM

ainsi que l'application A-linéaire 7 : L — M définie par m(e,,) = m pour tout m € M ; il s’agit manifes-
tement d’une surjection.

3) 3.1. Etant donnée une extension

E : 0 N P M 07




Papplication p : L — M se reléve en une application A-linéaire v’ : L — P car le A-module L est libre;
on a alors fou o1 =por =0, ce qui signifie que 'application u = u’ o ¢ est & valeurs dans N, et 1’on
obtient ainsi un diagramme commutatif

0 R L M 0
0 N—=P—>=M 0

En vertu de la question 1, les extensions E = idy;* F et u.Ey sont équivalentes et I’application
Homy (R, N) — Ext(M,N), uw u.FEp

est par conséquent surjective.
Etant données des applications A-linéaires v € Homa (R, N) et w € Homyu(L, N), la composée de
Papplication R — L ® N, z — (1(z), —u(z)) par Papplication

LoN—-L&eN, (z,y)— (z,y— w(x))

est 'application R — L @® N, z — (u(z), —(u + w o ¢)(z)), associée a I’élément u + w o ¢ de Homy (R, N).
Les extensions u, Ey et (u 4+ w o ), Fy sont par conséquent équivalentes.

Soient enfin u,v € Homa (R, N) deux applications A-linéaires telles que les extensions u.Ey et v, Ey
soient équivalentes. Désignant par v’ : L — wu,L et v/ : L — v, L les applications A-linéaires canoniques,
on dispose par hypothése d’un isomorphisme de A-modules ¢ : usL — v, L s’insérant dans un diagramme
commutatif

’

J p

0 N—suvL—>M 0.
¢ p

Les deux homomorphismes v" et ¢ ou’ de L dans v, L vérifiant
plovlzplo(@oul):ploulzp7
il existe une application A-linéaire w € Homa (L, N) telle p o/ = v/ + ¢/ o w; comme (pou')or =
po(t ou) =1 ou, on en déduit l'identité
Vou=voir+dowor=1ov+owor
et donc
U=vV+wor

en vertu de D'injectivité de (/.

Au terme de cette discussion, nous avons établi que application ¢, : Homa (R, N) — Ext(M, N), u —
u. Ey réalise une bijection entre Hom (R, N)/Homa (L, N) et Ext(M, N).
3.2. L’application p' : L — N & M, x — (0,p(x)) s’insére dans un diagramme commutatif

0 R—sr—2 s M 0
b
0—>N—>NOM—>=M—>0

et l'extension 0, Fy est donc équivalente & ’extension triviale.
3.3. On dispose par hypothése de deux diagrammes commutatifs

0 R——>1—s M 0 et 0 R——>1—Ls M 0
ool [ T
0 N —Ysu, L L0 0 0 N—Ysu L2y 0




Puisque p’ o ¢ = p’ o) = p, Iapplication A-linéaire ¢ v ®p: L — u.L D u, L ® M est a valeurs dans le
sous-module A*(u,L @ u! L) et elle s’insére dans le diagramme commutatif

L

0 R L 0
e b
0—=NaN 22 A(uL@uL)—>M—>0
Le diagramme
0 R - L 0

lu@u/ lll H
’

A*(us L ®ulL) —>M—>O

L |

0 N VA (u L & ul L) —>M—>O

est commutatif car ses parties supérieure et inférieure le sont; puisque V o (u & u') = u + v/, nous en
déduisons que les extensions V., A*(u.Ey ® u, Ey) et (u+ u').Ey sont équivalentes.
3.4. L’application

p:Ext(M,N) x Ext(M,N) — Ext(M,N), (E,E')~ V.A*(E® E’)

s’identifie, via la bijection ¢, de 3.1, 4 ’addition dans le groupe abélien Hom4 (R, N)/Hom4 (L, N) ; comme
t+(0) est la classe de extension triviale, cela prouve que p définit sur Ext(M, N) une structure de groupe
abélien dont ’élément neutre est la classe de I'extension triviale.

Quels que soient a € A et uw € Homa (R, N), au = (aidy) o u et donc (au).Ey = (aidn)«(usEp) ; en
vertu de la question 3.1, il en découle que I'application A x Ext(M, N) — Ext(M,N), (a,FE) — (aidy).F
munit Ext(M, N) d’une structure de A-module.

En conclusion, nous avons établi qu'il existe une unique structure de A-module sur ’ensemble Ext(M, N)
telle que, pour toute suite exacte de A-modules

L p

0 R L M 0

avec L libre, 'application Hom4 (R, N)/Homu (L, N) — Ext(M, N) définie a la question 3.1 réalise un
isomorphisme de A-modules.

4) Soit Ey : 0 R——>1—>M 0 une suite exacte de A-modules avec L libre. Le

foncteur Homy (L, .) est exact et I'on dispose ainsi d’un diagramme commutatif

0 0 0

0 —— Homy (M, N') —— Hom 4 (M, N) —— Hom 4 (M, N")

0 —— Homu (L, N') —— Homy (L, N) —— Homu (L, N") ——0

0 —— Homy (R, N') —— Hom 4 (R, N) —— Hom4 (R, N")

dont les colonnes et les lignes sont exactes. En appliquant le lemme du serpent, nous en déduisons une
suite exacte longue de A-modules

S

Hom (M, N")

|o

Hom (R, N")/Homa(L, N") <~ Hom (R, N)/Homa(L, N) <~ Hom (R, N')/Hom. (L, N')

0——— > Homu (M, N') Hom (M, N)



dans laquelle 9 est ’homomorphisme envoyant u € Hom (M, N") sur la classe de ujp, ot u’ € Hom (L, N)
est un relévement quelconque de I’homomorphisme wop: L — N”.

4.1. Etant donné un homomorphisme u € Hom 4 (M, N"), choisissons un relévement v’ € Hom (L, N)
de uwop et posons v = UTR € Homy (R, N’). Vu le diagramme commutatif

0 R L M 0
0 N’ N N” 0,

les extensions u* Ey et v, Ey sont équivalentes en vertu de la question 1 et cela signifie précisément que les
applications 4 et J se correspondent via 'isomorphisme de A-modules Hom 4 (R, N')/Hom 4 (L, N')>Ext(M, N')
construit & la question 3. Il en découle en particulier que I'application § est A-linéaire.

4.2. Quelles que soient les applications v € Hom4 (R, N') et ' € Homa (R, N), (fou)+Eo = fi(usEp)
et (gou')Ey = g«(ul Fp). Le diagramme

Hom (R, N") <% Hom (R, N) <2~ Hom(R, N')

l Co

Ext(M, N") < Ext(M, N) < Ext(M, N"),

dans lequel les fléches verticales sont les homomorphismes construits a la question 3, est donc commutatif
et, vu la question précédente, la suite de A-modules

0 —— Homa (M, N') > Homu (M, N) —~> Hom (M, N")

|7

T Ext(M,N')

Ext(M, N") < Ext(M, N)

est par conséquent exacte.
4.3. Lorsque 'anneau A est principal, le A-module R est libre — car tout sous-A-module d’un A-
module libre est libre — et le foncteur Hom 4 (R,.) est donc exact. Il en découle que l'application g, :

Homa(R,N) — Homa (R, N") est surjective et il en est par conséquent de méme de l'application g, :
Ext(M,N) — Ext(M,N").



