Algébre approfondie - Automne 2007 ENS-Lyon

REPRESENTATIONS LINEAIRES DES GROUPES FINIS |

Exercice 1— Soit G un groupe fini et sok un corps (commutatif). Démontrer que les assertions st@gan
sont équivalentes :

(i) pour toute suite exacte déG|-modules 0 \V& V \V& 0, la suite dek-espaces
vectoriels 0 Vv/C VS V"G 0 estexacte;
(i) pour toute suite exacte ddG|-modules 0 \4 \Y; V& 0 et toutk|G]-module

W, la suite dek-espaces vectoriels
0 —— Homg(V",W) —— Homg(V,W) —— Homg(V',W) —— 0

est exacte;
(iii) le cardinal de G est premier a la caractéristiquekde

A partir de maintenant, toutes les représentations d’unfgdini G que I'on considére sonbmplexes
et on écrit « G-module » en lieu et place d€[&]-module ».

Exercice 2(Généralitéy — Soit G un groupe fini et soit V un G-module.

1) Soit D(G) le sous-groupe de G engendré par les commutathastb—1, a,b € G. Démontrer que le
G-module \P(©) est une somme de G-modules de dimension un.

2) Supposons que le groupe G soit non commutatif, simple 'étppssede un élément d'ordre 2. Dé-
montrer que, s'il n'est pas trivial, le G-module V est de degupérieur ou égal a Anication : vérifier
queG s'injecte dansSL(V) et étudier I'action d’'un élément d8 d’ordre 2.)

3) Etant donné un homomorphisraeG — C*, on désigne par {&) le G-module « tordu pag », obtenu
en faisant opérer G sur V viax = £(g)(g.x). Démontrer que k) est irréductible si et seulement si V I'est.

Exercice 3(Décomposition d'une représentation- Soient G un groupe fini et V un G-module.
1) Etant donné un G-module irréductible W, démontrer quepliaation

V — Homg (Homg (V, W), W), Xi— (¢ — ¢(x))
est surjective et que I'application W Homg(W,V) — V induite par ’lhomomorphisme
W x Homg(W, V) — V, (X,9) — ¢(X)

est injective. Quel est le noyau (resp. I'image) de la preengplication (resp. de la seconde) ?

2) Soit H un autre groupe fini et soit U un H-module ; le groupe I&opére naturellement sur{&espace
vectoriel Hom:(V,U) par(g,h).u=houog™. SiV et U sont irréductibles, démontrer que lex&l-module
Homc(V,U) est irréductible. ladication : considérer un sous-modufede Homg(V,U) et vérifier que
I'injection canoniqueF — Homc(V,U) est un isomorphisme en utilisant la question précédgnte.

3) Soient \4,...,Vq4 les composantes isotypiques distinctes de V. Démontrefagiealgébre End(V)
est canoniquement isomorphe au produit @esligébres En@/;) et en déduire que V est irréductible si et
seulement si EnglV) ~ C.

4) Sans utiliser la théorie des caractéres, démontrer gaé&tanodule irréductible W est de multiplicité
dim(W) dans la représentation réguli&téG|. En déduire qu'il n’y a qu’'un nombre firii de classes d'iso-
morphie de G-modules irréductibles, puis que, pour tousddties irréductibles W..., W} deux a deux
non isomorphes, les applications canoniques-&nd: (W;) induisent un isomorphisme d&algébres

h
C[G]:ﬂEndc(wi).



5) Déduire de la question précédente I'identité
h
G| = Zi(dimwi)z
i=
et le fait que le nombré de classes d'isomorphie de G-modules irréductibles esbriebne de classes de
conjugaison d’éléments de G.

6) Soitg € G, g # 1. Démontrer qu’il existe une représentation irréductWlde G sur laquelley opere
non trivialement.

Exercice 4(Groupe quaternionien— Vérifier que le groupe
Hg = SU(2,Z[i]) = {M € My(Z[i]) | M'M = I, et detM) =1}
admet la présentation
(a,b|a®=b? a*=1, ba=ath)
puis déterminer toutes ses représentations irréductifetication : vérifier que le quotient délg par son
centre est un groupe abélien d’ordfe)

Exercice 5(Groupes symétriqugs— Quel que soit I'entier naturel > 1, le groupe symeétriqué&, opére
naturellement SUE" = Homens({1,...,n},C) par :0.(Xg, ..., %) = (Xg-1(1)s- - - s Xg-1(n))-

On suppos@ > 3 dans ce qui suit.

1) SoitS; le sous-espace d&" formé des vecteurs dont la somme des coordonnées est nétieorirer
quesS, est une représentation irréductible @g (représentation standajd

2) Déterminer toutes les représentations irréductibleS gle

3) Soitg, : 6, — {£1} la signature. Démontrer que &,-module tordu §(&,) (cf. exercice 2 pour la
définition) est isomorphe &,Si et seulement si = 3.

4) Vérifier qu’une permutation d% est un automorphisnig,-linéaire si et seulement si elle fixe I'origine
0= (0,0) et en déduire un homomorphisme de groupes surjectif

S(F3) — &(F5—{0}), 0 — (x— a(x) — a(0))
dont le noyau est le sous-groupe d’ordre 4 formé des per'muwﬂeF% définies par les translations.

Décrire en termes de cycles le sous-groupe distingu&dque I'on vient de mettre en évidence puis
déterminer toutes les représentations irréductibleS de

Exercice 6(Représentations de permutatjon- Soit G un groupe fini opérant sur un ensemble fini X. On
considere l&C-espace vectoriel V= @,y Ce, dont on fait un G-module en posayy = eyx.

1) Vérifier que la multiplicité de la représentation unité ffiwiale) dans V est le nombre d’orbites de G
dans X.

2) Soit  le noyau de 'augmentation - C. Démontrer que les conditions suivantes sont équivalentes

(i) le G-module \4 est irréductible ;

(i) il y a deux orbites pour I'action naturelle de G surXX ;

(iii) le groupe G opére transitivement sur X et doublemennsitivement sur X X : étant donnés
Xy, X,y € Xavecx #yetxX £V, il existeg € G tel quex = gxety = gy.

(Indication : I'équivalence des assertions (ii) et (iii) €atile ; pour établir 'équivalence des assertions
(i) et (ii), vérifier tout d’abord que lirréductibilité deVo impligue la transitivité deG sur X, en déduire
que laC-algebreEnds(V) est isomorphe &nds (Vo) x C et utiliser le fait queVg est irréductible si et
seulement dEnds (Vo) est de dimension un.

3) Déduire de ce qui précéde que la représentation stasgdahd groupe symeétriqué,, (cf. exercice 4)
est irréductible.




