Algébre approfondie - Automne 2007 ENS-Lyon

REPRESENTATIONS DES GROUPES FINIS ||

On rappelle que toutes les représentations considéréesmuplexes

Exercice 1(Caractéres)— Soit G un groupe fini et soiV, p) une représentation de G.
1) Démontrer l'identité
dim(V®) = thr
\G!

2) Vérifier que, pour toug € G, tr(g—1) = tr(g).

3) Quelle que soit la représentatiow, p’) de G, on fait agir G sur I'espace vectoriel He(iV,V) en posant
g.u=p(g)ouop’(g?) pour tousy € G, u € Home (W, V), définissant ainsi une représentatmf(g). Vérifier

lidentité tr(p”(g)) = tr(p(g))tr(p’(g*l)) pour toutg € G puis établir que, si la représentatiow, p’) est
irréductible, sa multiplicité dans la représentati®h p) est égale a

% %xp(g)xp/(g),
ge

ol I'on a poséx, (g) = tr(p(9)) etxy (9) =tr(p'(9)).
4) Retrouver tous les théorémes du cours concernant lesté&mas a partir des résultats du troisieme exercice
de la premiere fiche.

Exercice 2— Soientp etp’ deux représentations irréductibles@g, de degré 3 et non isomorphes. Déterminer
les multiplicités des représentations irréductiblesSdeapparaissant dans la représentapan p’.

Exercice 3(Groupes diédraux— Etant donné un entier natunel> 3, on désigne par Ple groupe des iso-
métries du plan préservant un polyédre réguliarcété ; on note ¢le sous-groupe constitué des rotations. On
vérifie immédiatement que le groupg Bst d’ordre 2 et gu'il contient une réflexios.

1) Justifier que I'application £x {1,s} — Dy, (r,0) — ro est une bijection et décrire la structure de groupe
obtenue sur ©x {1,s}.

2) Déterminer toutes les représentations irréductiblededeé un de P.

3) Soit(V,p) une représentation du groupg.©n considere I'espace vectori¢M, p) I'espace vectoriel des
applicationsf : D, — V telles quef(rg) = p(r) f(g) pour tousr € Cy, g € Dy, sur lequel le groupe Popére
parg.f(g) = f(d'9) (9, g’ € Dn).

Déterminer toutes les représentations irréductibles deelxette forme.
4) Vérifier que I'on a obtenu ainsi toutes les représentatiméductibles du groupe D

Exercice 4(Inductio) — Soient G un groupe fini et K G un sous-groupe. Etant donné un H-module W, le
produit tensorielC[G] ®¢ ) W est par définition le quotient de I'espace vectofifB] ©c W par le sous-espace
vectoriel engendre par les vecteurs de la foggaeo w— eg@ hwavecg € G, h € H etw € W. L'action naturelle

de G surCIG] fait de C[G] ®¢ ) W un G-module, que I'on appelle-@iodule induit paiW et que I'on note

IndS (W).

1) Etant donnéZ C G un systéme de représentants des classes a droite moduls &létaeentss, r € Z,
constituent une base d@[G] en tant queC[H]-module a droite. En déduire une description du G-module
IndS (W) et déterminer les G-modules

IndS(1y) et Ind3(C

respectivement induits par les représentations trlvnaiegyllere de H.



2) Démontrer que I'application W~ Indﬁ(W), w— 1® w induit par composition une bijection
Homg (IndS(W), V) — Homy (W, V)

pour tout G-module V.
En déduire que toute représentation irréductible de G esenae dans une représentation induite d'une
représentation irréductible de H.

3) On notexy le caractére du H-module W et on désigne paiSingy) le caractére du G-module IfEW).
Démontrer que, pour toute fonction centralsur G,

(Xwldp)n = (IndS (xw)|é)c,

ou (.|.)n et (.].)c sont les produits scalaires hermitiens usuels sur(Eerat CentG) respectivement ; c’est la
formule de réciprocité de Frobenius

4) Vérifier que, pour tout élémegtde G,

IndS _ 1 ~1g9).
ndy (Xw)(9) | sZLQSEHXw(s s

’ seG,

Exercice 5(Un théoreme de Frobenius— Soient G un groupe fini et soit H un sous-groupe de G satasfiai

a la condition suivante : quel que sgit G, HNgHg * = {1} sig ¢ H.

1) On désigne par N I'ensemble des éléments de G dont la aassenjugaison est disjointe de H. Démontrer
gue toute fonction central@ sur H se prolonge de maniére unigue en une fonction cerfiraleé G prenant la
valeur 1 sur N puis établir I'identité

¢ =Ind3(¢) — ¢ (1)(Ind5(1) - 1).
2) Vérifier que
($1/62)c = (91/92)n
pour toutes fonctions centraleg, ¢, sur H.

3) Supposons qug soit un caractere irréductible de H. Démontrer que la fonctientraley est une combi-
naison linéaire a coefficients entiers de caractéres ictddes de G puis en déduire qu'il s’agit du caractére
d’une représentation irréductibfede G dont le noyau contient N.

4) Déduire de ce qui précede qu'il existe ud&ractionde G sur H, c’est-a-dire un homomorphismeG — H
tel quepyy soit l'identité de H.

Exercice 6— Soient G un groupe fini, H un sous-groupe de G et W un H-modariegrose V= Indﬁ‘(W).

Etant donné un élémegtde G, on pos€H = gHg ! et on désigne p&#W le 9H-module obtenu en faisant
agiru € 9H sur W paru.w = (g~tug).w.
1) Soit K un sous-groupe de G et soit”TG un systéme de représentants des doubles clagsegdK

(i) Quel que soit € T, on désigne par {{) le sous-K-module de V engendré par les vecteursw, w € W.
Vérifier que le stabilisateur d€e; @ W est le sous-groupe &' H de K et en déduire que (¥) est la somme
directe des sous-espaces vectorieksa @ W, k parcourant un systéme de représentants des classes a droite
K/(KNtH).

(i) Déduire de ce qui précéde que le K-moduleJd/) est isomorphe & la somme directe des K-modules
Indl 1y ("W), t € T.
2) En utilisant la question précédente et la propriété uselie de I'induction, démontrer que le G-module
IndS (W) est irréductible si et seulement si

— le H-module W est irréductible ;

— pour toutg € G — H, les HN gHg~*-modules W efW n’ont aucune composante irréductible commune.

3) Déduire de ce qui précéde que, lorsque H est distingué @atesG-module Inff(W) est irréductible si et
seulement si le H-module W est irréductible et n’est isorher@a aucun de ses conjug¥¥, g G —H.




