ENS de Lyon
M1 Introduction & la théorie des nombres

EXAMEN PARTIEL DU 28 FEVRIER 2020

Exercice 1 — 1. L’égalité demandée se déduit immédiatement des identités
pged(a,b) =a+b, ppem(a,b) =anb et a-b=ppcm(a,b)-pged(a,b),

en observant que l'on a pged(a, b) = (1) puisque les idéaux a et b sont premiers entre eux.

Remarque. On peut aisément donner une preuve directe de cette égalité en observant I'inclusion évidente
a-b C anb et en utilisant 'hypothese de coprimalité des idéaux a et b, équivalente a a + b = (1), pour
écrire 1 = ag + by avec ag € a,by € b et en déduire x = xag + xbg € a- b pour tout x € an b.

2. Soit L/Q une extension finie galoisienne contenant K. Fixons un diviseur premier B de pOp. Pour
tout o € Gal(L|Q), I'idéal =1 () N O est un diviseur premier de pOf, donc est égal & I'un des p; et, par
suite, contient . Nous en déduisons que B contient tous les conjugués o(«) de o, donc contient

Tryqa) =) o(a),

g

la somme portant sur un ensemble de représentants des classes a droite modulo Gal(L|K). Au final, il vient
TI‘K/Q(Q) S SB NZ = pZ

3. Soit i € {1,...,r}. Les idéaux p; et pjj, je{l,...,7}\ {i}, étant deux & deux premiers entre eux, le
théoreme chinois des restes garantit que le morphisme canonique

O — OK/pi ® @OK/]J?
J#
est surjectif. On en déduit immédiatement I'existence, pour tout ¢ € {1,...,r}, d’une famille B; d’éléments
de Ok se projetant sur une F)-base de Ok /p; et sur 0 dans chaque facteur O/ p;j pour j distinct de <.

On a par ailleurs p? # p; pour tout ¢ € {1,...,7} en invoquant, par exemple, I'existence d’un inverse
pour tout idéal fractionnaire de Ok

4. En vertu du théoreme chinois des restes, nous disposons d’un isomorphisme de F,-algebres
T
OK/pOK% @ OK/]J?.
j=1

Pour tout ¢ € {1,...,r}, la famille (ﬂ'fﬁ)o<€<ev71 8eB,
i; pour établir que B est une F-base de Ok /pOf, il suffit donc de prouver que la famille (ﬂfﬂ)

se projette sur 0 dans chaque facteur O/ p;j avec j #

0<£<6¢—1,6€B
se projette sur une base du Fp-espace vectoriel V; = Ok /p;".

Ce dernier est filtré par les sous-espaces vectoriels pf /pf“, 0 < ¢ < ¢;— 1. Pour pour tout ¢, 'application

Ok [pi = pi /o™ 2 nl

est un isomorphisme de F,-espaces vectoriels : en effet, elle est non nulle de par le choix de 7; et le membre
de droite est un O /p; espace vectoriel de dimension 1 (ce qui se prouve en reproduisant le raisonnement



de la fin de la proposition 2.10 des notes de cours). Il en découle que chaque famille (Weﬁ) BeB; induit une

F)-base de pf/p“l, puis que la famille (ﬂfﬂ)

i se projette sur une base de V;.

0<l<e;—1,8eB
5. Soit M le sous-Z-module de Ok engendré par B. C’est un Z-module libre, de rang

rg(M) = dimp, M /pM = dimp, Ok /pOf = rg(Of)

et tel que pt (Ok : M) en vertu de la question précédente.

Dans ces conditions, on déduit de I'identité
disc(B) = (Ok : M)?Dy

que les entiers disc(B) et Dg ont la méme valuation p-adique.
Ecrivons

disc(B) = det(A) avec A= (TrK/Q(ﬁﬁ/))ﬂﬁ'eB'
Puisque, par construction,

wBiB € P py
pour tous £ > 1, 8; € B; et 8/ € B, on déduit que la question 2 que

r

Z(ei -1 f;

i=1
colonnes de A sont divisibles par p; il vient donc

T

vp(Di) = vp(disc(B)) =D (e, — 1) fi.

=1

Exercice 2 — 1. Par définition de 1’élément de Frobenius (p, L/Q), on a

(b, L/Q)(x) —a¥ € p
pour tout z € Oy,. En particulier, si x € Oy, il vient
(p,L/Q) (z) —a €pNOp =V,

c’est-a-dire que (p, L/Q) est envoyé sur (p’, K/Q) par la projection canonique Gal(L|Q) — Gal(K|Q).

2. Le corps K est de degré au plus 4 sur Q, et en fait de degré précisément 4 puisque Q(+/7) ne contient
pas de racine carrée de 10 (I’équation diophantienne (z + y+/7)? = 10 n’a pas de solution dans Z).

Tout plongement ¢ de K dans C envoie v/7 sur £v/7 et v/10 sur ++/10, donc stabilise K. Puisqu'il y a
exactement 4 plongements distincts de K dans C, ceci nous fournit 4 automorphismes de K et ’extension
K/Q est donc galoisienne.

Tout automorphisme de K étant uniquement défini par la donnée des images de v/7 et v/10, nous pouvons
décrire les éléments de Gal(K|Q) : outre I'identité, ce groupe contient un élément s tel que s(v/7) = /7 et
5(v/10) = —/10, un élément ¢ tel que t(v/7) = —/7 et t(v/10) = v/10 et 1’élément st = ts = —id. Ces trois
derniers automorphismes sont d’ordre 2 et donc

Gal(L|Q) = (s) x (t) ~Z/2Z x Z/2Z.

3. L’anneau des entiers du corps quadratique Q(v/7) est Z[v/7] puisque 7 = 3 (mod 4). Le critere de
Dedekind s’applique et la factorisation de 30 reflete donc celle de T2 — 7 modulo 3; puisque 7% — 7 =
T? —1 = (T —1)(T + 1) dans F3[T], il vient

30quys =P ¥, avec p=(3,1+ V7) et ' = (3,1 — V7).



On raisonne de méme avec le corps quadratique Q(1/10), d’anneau des entiers Z[+/10] puisque 10 =
2 (mod 4). Comme T2 — 10 =T? — 1 = (T — 1)(T + 1) dans F3[T], il vient

30(2[\@] =q-q, avec q=(3,14+V10) et q = (3,1 — V10).

4. Le nombre premier 3 n’est pas ramifié dans Q(v/7) et Q(v/10), donc il n’est pas ramifié dans K =
Q(V7)Q(+v/10). Le degré résiduel f d’un diviseur premier 8 de 3Ok est 'ordre de ’élément de Frobenius
(B, K/Q). D’apres la question préliminaire, ce dernier se projette dans Gal(Q(v/7)|Q) sur 1’élément de
Frobenius (p, Q(v/7)/Q), lequel est trivial puisque 3 est totalement décomposé dans Q(+/7). Par le méme
argument, la projection de (P, K/Q) dans Gal(Q(1/10)|Q) est également triviale. Vu la structure du groupe
Gal(K|Q) décrite a la question 2, on en déduit f =1 et donc 30k est le produit de quatre idéaux premiers
distincts de degrés résiduels égaux a 1.

5. Raisonnons par ’absure. Si 'anneau O était monogene, engendré par un élément o racine d’'un
polynéme unitaire f de degré 4 dans Z[T], alors la factorisation de 3Ok refleterait celle de f modulo 3 et
donc f serait le produit de quatre facteurs de degré 1 distincts. Ceci est absurde puisqu’il n’existe que trois
polynomes distincts de la forme T'— a dans F3[T!

L’anneau Ok n’est donc pas monogene.

Exercice 3 — 1. Le polynéome minimal f de = est le polynéme caractéristique de la multiplication par ~y
dans K. En utilisant la base {1, a, a?}, la matrice de cette derniere est

1 1 m em
— |l e 1 m
27 1 ¢ 1
et donc, tous calculs faits,
f:TS—TQ—m_ET— (m —¢)?
3 27
Sim = ¢ (mod 3), alors
m—e (m —¢)?
Z et ——¢cZ
3 S € o7 € 4,

donc f est a coefficients entiers et v est un entier algébrique.

2. Soit p un nombre premier distinct de 2 et 3. Le corps F,, contient une racine cubique primtive de
I'unité si et seulement si le polynome ®3 = T2 +T + 1 a une racine dans F), ce qui est le cas si et seulement
si son discriminant —3 est un carré modulo p.

3. Observons que l'on a
(Ok : Z[a])?’Dg = disc(1,a, ) = fNK/Q(SozZ) = —27Tm?

(a) Distinguons deux cas.

Premier cas : p{3m. On a alors p(Ok : Z) et le critere de Dedekind s’applique.

Il y a trois possibilités :

(i) pOx = p est premier, de degré résiduel 3, si T2 — m est irréductible modulo p, c’est-a-dire si m n’est
pas un cube modulo p;

(ii) pOx = p - q avec p premier de degré résiduel 2 et q premier de degré résiduel 1, si 7% — m admet
une unique racine dans F, ; c’est le cas lorsque m est un cube modulo p mais F;, ne contient pas de
racine cubique primitive de 'unité;

(ii) pOx =p-p’ - p”, avec p,p’, p” premiers de degrés résiduels 1, si T — m est scindé sur F,.



Second cas : p # 3, p|m et p* t m.
Le polynéme T2 — m est alors d’Eisenstein en p et donc
pOK = P3a
avec p = (p, ) de degré résiduel 1.

(b) Si p?|m et m = ab® avec a sans facteur carré, alors, en posant 3 = a?/b, il vient
B2 =ab/b® = m?/b® = a®b,

ce qui prouve que (3 est un entier algébrique. En outre, K = Q(3) car 82 = ma/b? = aa. L’hypothese p?|m
implique p|b et p { a, p? 1 b puisque m n’a pas de facteur cubique; on en déduit que T3 — a?b, le polynéme
minimal de 3, est d’Eisenstein en p, d’ou

pOK =p°

avec p = (p, B) de degré résiduel 1.

4. Sim # 1 (mod 9), alors le polynéome (T + 1)3 —m = T3 + 3T% + 3T — (m — 1) est d’Eisenstein en 3
et donc
30k = p3

avec p = (3, — 1) de degré résiduel 1. De méme, si m # —1 (mod 9), alors le polynome (7' — 1) — m =
T3 —3T? + 3T — (m + 1) est d’Eisenstein en 3 et donc
30K =p°

avec p = (3, + 1) de degré résiduel 1.

5. Sim = £1 (mod 9), alors la question 1 montre que 3 divise (Ok : Z[a]). En appliquant la valuation
3-adique a 'identité
(OK : Z[OJ])QDK = 27m2,
on en déduit

3 = v3(2Tm?) = 2u3 ((Ok : Z[a])) + v3(Dg) = 2 + v3(D),

donc
Ug(DK) < 1.

Comme v3(D) # 0 par parité, il vient v3(Dg) = 1. On en déduit que 3 est ramifié dans K, donc se factorise
sous la forme 30k = p? - q ou 30k = p3, avec p et q de degrés résiduels 1. Le second cas de figure est exclu :
avec la question 5 de 'exercice 1, il impliquerait v3(Dg) > 2.



