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Introduction

Ce cours est une introduction a la théorie algébrique des nombres, c’est-a-dire essentiellement
I’extension de 'arithmétique élémentaire aux extensions finies du corps Q. Deux des principaux
moteurs du développement historique de ce pan des mathématiques sont d’une part ’étude des
équations diophantiennes, d’autre part celle du comportement des réductions des polynomes a
coefficients entiers modulo différents nombres premiers.

0.1 Equations diophantiennes

11 s’agit de la recherche et de ’étude des solutions entieres et/ou rationnelles des équations
polynomiales & coefficients entiers. L’exemple paradigmatique est ’équation de Fermat X" +
ynr=2n.

Exemple 1 (Triplets pythagoriciens) — Etude de I'équation X2+ Y2 = Z2.

(Premiére méthode) Soit (x,vy,2) € Z3 une solution non triviale de cette équation, c’est-a-
dire telle que zyz # 0. Si d = pged(zx, y, z), alors on peut écrire x = +dz’,y = +dy’ et z = +d7/,
avec (2/,y/, 2') € N3 solution de cette méme équation et pged(z’,y/, 2') = 1; il est donc suffisant
de déterminer toutes les solutions positives et premiéres entre elles, solutions que ’on qualifiera
de primitives.

Supposons donc z,y,z > 0 et pged(x,y,z) = 1. L'un des deux nombres x,y est pair car

22+ 9% =22=0,1 (mod 4),

et de fait un seul 'est puisque z,y et z sont premiers entre eux. Quitte a permuter = et y, nous
pouvons donc supposer 2|y,2 1z et 21 z puis écrire

(y)Q 22—22 x4z -2 )
) = = . *
2 4 2 2

dans Z. Tout diviseur commun de x;rz et ¥5= divise x, z ainsi que y? = 22 — 22 ; les entiers IT“

et 5% sont donc premiers entre eux. En observant que ces deux nombres entiers sont positifs,
on déduit alors de l'identité (%) que ce sont des carrés : il existe a,b € Z tels que
r+z 9 z—x

=a” et
2 2

Au final, nous obtenons la paramétrisation usuelle des solutions primitives de I’équation de
Pythagore : a permutation pres de z et y,

=b> avec 0<b<a et pged(a,b) =1.

r=a>-b% y=2ab et z=a’>+b% avec0<b<a et pged(a,b)=1.

(Seconde méthode) Nous pouvons modifier la démonstration précédente en remplacant I’an-
neau Z par l'anneau Z[i] = Z ® Zi C C des entiers de Gauss. Cet anneau étant également
euclidien, les raisonnements arithmétiques usuels y ont cours.



Soit (z,y, z) € Z3 une solution primitive de I’équation de Pythagore et écrivons

22 = 2% 4 9? = (z +iy)(z — 7). (+')

Si A € Z[i] divise simultanément z + iy et x — iy, alors A divise pged(2z,2y) = 2, puis
A|pged(2,22) = 1 car z est impair; ainsi, x + iy et o — iy sont premiers entre eux dans Z[i].
On déduit alors de I'identité (') que x + iy est un carré dans Z[i], & une unité pres : il existe
a+1b € Z tels que

z+iy = e(a+1ib)? = e(a® — b* + 2iab) avec ¢ € Z[i]* = {£1, +i}.

En tenant compte des conditions z,y,z > 0 et 2|y, nous obtenons finalement = = a? — b? et
y = 2ab avec 0 < b < a, puis z = a® + b.

Remarque. Le point-clef de ces deux démonstrations est le fait suivant : si A est un anneau
euclidien et a,b € A sont deux éléments premiers entre eux tels que ab soit une puissance n-ieme,
alors a et b sont des puissances n-iémes a une unité pres.

Ezercice. Démontrer que ’équation X* + Y* = Z2 n’admet pas de solution non triviale dans
VAR (On pourra raisonner par 'absurde en considérant une solution entiére non triviale telle que |z| soit

2 2 2

minimal et utiliser ce qui précede pour écrire z2 = a?> —b? puisz =u? —v?2 avec0 < b<a, 0 < u < v

et pged(a,b) = pged(u,v) = 1. Observer alors que uv(u? + v?) est un carré, puis en déduire l'existence
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d’entiers positifs ¢, d, e tels que u = 2, v = d? et u? + v? = €2. 1l reste a voir que la nouvelle solution

entiere (c,d, e) de 'équation X + Y* = Z? viole 'hypothese initiale de minimalité.)
Exemple 2 (Bachet, Mordell) — Etude de l’équation Y2 = X3 — 1.
Soit (z,y) € Z? une solution de cette équation. Ecrivons
2= (y+i)(y — i) (")
dans I'anneau euclidien Z[i] et observons que
pged(y + i,y — i) |pged(2y, 2i, 2°) = pged(2, 2%).

Puisque 22 = y?> + 1 = 1,2 (mod 4), le nombre entier x est nécessairement impair et donc
pged(y + i,y — i) = 1. 11 découle alors de l'identité (+”) que y + i est un cube dans Z[i] & une
unité pres, et méme est précisément un cube car toutes les unités +1, +i de Z[i] sont elles-mémes
des cubes. Il existe donc (a, b) € Z? tels que

= a3 —2ad%

o N8y y
y+i=(a+1ib)’, cestadlre{lz 3a2b — b® = b(3a® — b?)

On en déduit de la seconde équation b = +1 et 3a> —1 = b, donc b = —1 et a = 0, puis finalement
y=0et x=1.

L’équation Y? = X3 — 1 admet donc une unique solution entiere, le couple (1,0).
Exemple 3 (Bachet, Mordell (bis)) — Etude de 'équation Y2 = X3 — 19.
Soit (z,y) € Z2 une solution de cette équation. En introduisant le sous-anneau

Z[V-19) = Z ® ZiV19

de C, nous pouvons écrire

2* = (y +iV19)(y — ivV19).



Sid € Z[v—19] est un élément divisant simultanément y + iv/19 et y — iv/19, alors § divise
2-19 et 6|23, donc § divise pged(z3,2 - 19). Or 2 § 2 — sinon y? = 5 (mod 8), or les carrés
modulo 8 sont 0,1 et 4 — et 194z — sinon 19|y, puis 19?23 — y? = 19. Par conséquent,

pged(23,2-19) =1 et 6§ € Z[V—19]*.

Les éléments u + ivy/19 de Z[y/—19] sont tels que u? + 19v? = 1, donc Z[/—19] = {+£1}.
Si Panneau Z[v/—19] est factoriel, nous pouvons a ce stade affirmer que y +iv/19 est un cube
et donc obtenir a,b € Z tels que

3 2
. B . 3 s g y= a°>—3-19ab
y+iv19 = (u+ivVv19)°, c'est-a-dire { 1= 198 +3a% = b(3a? — 192)

Il vient alors (b = 1 et 3a2 — 19 = 1) ou (b = —1 et 3a®> — 19 = —1), d’ott 'on déduit que
I'équation X3 = Y2 + 19 n’a pas de solution entiere.
Cependant,
70 =343 =324+ 19 = 18* + 19...
Nous devons donc conclure de tout ceci que I'anneau Z[v/—19] n’est pas factoriel !

Remarque. La non-factorialité de cet anneau peut s’obtenir plus directement & partir de I’iden-

tité

35=5-T=(4+v-19)(4 — V-19).
Il s’agit de deux factorisations différentes de 35 dans Z[/—19] en produits d’éléments irréductibles
nON ASSOCIES.

On le vérifie aisément & ’aide de la norme
N:ZV-19 = Z, a+b/—19— a*+19b°

qui est une fonction multiplicative (calcul immédiat). Si A = a + by/—19 est un diviseur de 5
dans Z[y/—19], alors N()\) = a4+ 19b?|N(5) = 25; or 25 n’admet manifestement pas de diviseur
non trivial de cette forme, donc A € {£1,£5} et 5 est un élément irréductible de Z[v/—19]. En
raisonnant de la méme maniere, on vérifie que 7 et 4++/—19 sont également irréductibles. Enfin,
tous ces éléments irréductibles sont deux & deux non associés puisque Z[/—19]* = {£1}.

Ezxercice. Le < bon > anneau & considérer pour étudier I’équation Y2 = X3 — 19 est

A:z[H*Q/_Tg},

dont on prouvera la factorialité au chapitre 3. En admettant cela, reprendre le raisonnement
précédent et démontrer que les seules solutions entieres de cette équation sont (7,+18).

0.2 Lois de réciprocité

Soit f € Z[T] un polynéme unitaire et irréductible. Peut-on déterminer les nombres premiers
p tels que la réduction de f modulo p soit scindée a racines distinctes (i.e. séparable) ?

Exemple 4 (Fermat) — Le polynome T2 + 1 est scindé & racines simples modulo p si et
seulement si p = 1 (mod 4).

Démonstration. Ce polynéme est séparable modulo p si et seulement si p # 2 et il est scindé
modulo p si et seulement si le groupe Fg contient un élément d’ordre 4. Comme Fg est cyclique,
c’est le cas si et seulement si 4|p — 1. O



Le résultat suivant généralise cette observation.

Théoréme (Loi de réciprocité quadratique, Gauss) — Soit f = T? + bT + ¢ € Z[T] un
polynome irréductible et soit D = b®> — 4c son discriminant. Pour tout nombre premier p ne
divisant pas D, la factorisation de f modulo p ne dépend que de la classe de p modulo D.

Autrement dit, tous les nombres premiers p ne divisant pas D tels que f soit irréductible
(resp. scindé) modulo p sont dans une méme classe de congruence modulo D! Ce phénomene
n’est certainement pas évident de prime abord et ses généralisations en degré supérieur sont
encore mystérieuses...



Chapitre 1

Les corps de nombres et leurs
anneaux d’entiers

1.1 Nombres algébriques, entiers algébriques

Soit K un corps contenant Q et soit a € K. Considérons le morphisme

0o Q[T] - K, P~ P(a).

Si Ker ¢, = (0), alors Q[a] = Im ¢, est un Q-espace vectoriel de dimension infinie. Si
Ker ¢, # (0), alors Ker ¢, = (f) avec f € Q[T] non nul et ¢, induit un morphisme injectif
Q[T]/(f) — K.

On en déduit que Qo] = Im ¢, est une Q-algebre de dimension finie intégre, donc un corps (et
[ est irréductible).

Définition 1.1 — Un élément o de K est dit algébrique (sur Q) s’il existe P € Q[T] non nul
tel que P(a)) = 0. On dit que « est entier (sur Z) s’il existe P € Z[T] unitaire (donc non nul)
tel que P(a) = 0.

Exemple. Le nombre réel 1+2\/5 est entier sur Z car est annulé par 72 — T — 1.

Si o € K est algébrique, son polynome minimal, noté fu min, est le générateur unitaire de
Ker . Le degré de a est le degré de fq min; on le note deg(a).

On peut toujours écrire « sous la forme a = %, avec m € Zg et 8 entier sur Z. En effet,

si m € Z~ est un dénominateur commun des coefficients de f, min, alors md famin(T) = g(mT)
avec g € Z[T)] unitaire, donc ma est entier sur Z. Le plus petit entier n > 1 tel que na soit
entier sur Z est le dénominateur du nombre algébrique a.

Ezxemple. Le dénominateur des racines de 472 + 2T + 1 est 2.
Proposition 1.2 — Soit a € K algébrique sur Q. Pour que « soit entier sur Z, il faut et il
suffit que son polynéme minimal fo min appartienne a Z[T).

Démonstration. La condition est évidemment suffisante. Pour voir qu’elle est nécessaire, il
suffit d’observer que si fo min divise P € Z[T] unitaire, alors fu min € Z[T] (utiliser la multipli-
cativité du contenu d’un polynome). O

Exemples. (i) Un nombre rationnel a est entier sur Z si et seulement si a € Z.



(ii) Soit d € Z et o = H'T‘/E. Puisque fomin = T2 =T + %d, le nombre algébrique a est
entier sur Z si et seulement si d =1 (mod 4).

Lemme 1.3 — Soit o € K. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) « est entier sur Z;
(ii) le sous-anneau Z[a] est un Z-module de type fini;
(iii) 4l existe un Z-module de type fini non nul M C K tel que oM C M.

Démonstration. (i) = (ii). Si P(a) = 0 avec P € Z[T| unitaire de degré d, alors

L’implication (ii) = (iii) est triviale.

(iii) = (i). Soit 7 : Z" — M C K un épimorphisme. Il existe une matrice A € M,,(Z) telle
que m(Az) = an(x) pour tout x € Z". Le polynéme P = det(TL,, — A) € Z[T] est unitaire et
P(a)M =0 en vertu du théoreme de Cayley-Hamilton, donc P(«) = 0. O

Proposition 1.4 — L’ensemble des éléments de K algébriques sur Q est un sous-corps. L’en-
semble des éléments de K entiers sur Z. est un sous-anneau.

Démonstration. Considérons «a, 3 € K entiers sur Z, de degrés respectifs d,d’. Les sous-
anneau Z[a, 8] de K est un Z-module de type fini, engendré par la famille des a’37 avec 0 < i < d
et 0 < j < d'. Comme (a+p)Z[c, 8] C Z|a, f] et aBZ]a, f] C Z[a, B], a4+ et af sont entiers sur
Z. On en déduit que la somme et le produit de deux entiers algébriques est un entier algébrique,
puis, en introduisant des dénominateurs, que la somme et le produit de deux nombres algébriques
est algébrique. Enfin, si o € K est algébrique et non nul, alors a~! est algébrique, de polynome
minimal

foﬁl,min = fa,min(o)_leeg(a)fa,min(T_l)'
O

Lorsque K = C, le sous-corps des nombres (complexes) algébriques est noté Q. Ceux qui
sont entiers sur Z sont appelés entiers algébriques ; ils forment un sous-anneau noté Z.

Remarque. Le corps Q est dénombrable.
1.2 Corps de nombres

Définition 1.5 — Un corps de nombres est un corps K qui est une extension finie de Q. Son
degré est la dimension de K comme Q-espace vectoriel ; on le note [K : Q].

Tout élément o de K est algébrique (sur Q), de degré divisant [K : Q] car Q(«) est une
sous-extension de K.

2im

Exemples. Q (degré 1), Q(4) (degré 2), Q[T]/(T3 —2) (degré 3), Q(V/5, V/2) (degré 6), Qe )
(degré o(n)).

Théoreme 1.6 (Elément primitif) — Pour tout corps de nombres K, il existe a € K tel que
K =Q(a).
Démonstration. En raisonnant par récurrence sur le nombre de générateurs de K en tant

que Q-algebre, on peut supposer K = Q(a, 8). Nous allons prouver K = Q(9), ou ¥ est une
combinaison linéaire convenable de « et 3.



Soit L/ K une extension scindant les polynémes minimaux de « et 5. On note a« = aq, g, ...,
et 8= (1,B2,...,Pm les racines de fo min €t fg min dans L. Ces polynomes sont séparables, car

a;—a

irréductibles sur Q de caractéristique nulle. Puisque Q est infini, il existe A € Q tel que A # 37,
pour 1 <i<n,2<j<m,ie telqued =a+ A3 # a;+ A5 si(4,5) # (1,1). Par construction,

pged(fa,min (¥ — AT'), fgmin) =T — B dans L[T], donc 8 € Q(¥) puis Q(¥) = Q(a, 3). O
Corollaire 1.7 — Un corps de nombres K admet exactement [K : Q] plongements distincts
dans C.

Démonstration. Ecrivons K = Q(a) ~ Q[T]/(f), ot f = famin. On a

HomCorps(Ka C) — HomAnneaux(Q[T]/(f)7 C) — {Z cC | f(Z) = 0}

P! p(T)
(tout morphisme d’anneaux de Q dans C est 'identité sur Q). Comme f est séparable,
Card Homcorps (K, C) = deg(f) = [K : Q].
O

Un plongement o : K — C est dit réel si o(K) C R. On note classiquement r; le nombre
de plongements réels de K dans C. Les autres plongements se regroupent en paires {o,7} de
plongements conjugués qui sont (abusivement) dit complezes; il y en a 2ry, et alors

[K : Q] =11+ 2r.

Remarque. Si K ~ Q[T]/(f), alors r est le nombre de racines réelles de f dans C. Connaissant
f, ce nombre est effectivement calculable (voir I’exemple suivant la proposition 1.9).

Soit X, l'ensemble des plongements réels de K et soit X/ un ensemble de représentants de
plongements complexes de K modulo conjugaison. L’application naturelle

d:K >R aC”, x5 ((U(x))aezruzé

induit un isomorphisme de R-algebres
PR : K ©q R~ R @ C.

Pour le vérifier, choisissons un élément primitif a € K de polynéme minimal f et utilisons
I'isomorphisme de R-algebres R[T]/(f) ~ K ®q R identifiant T’ et o ® 1 pour transformer &g
en le morphisme

R[T]/(f) » R¥ & C¥, T (0(®))yex,usy -

En posant
_J T=ola), sio ey,
Jo { (T = o(a))(T —7(a)), sioeX

le membre de droite s’identifie &

[[ R/

o€X,UX,
et I'on retrouve alors I’énoncé du théoreme chinois des restes.

Remarque. Avec les notations précédentes, ®(K) est un sous-Q-espace vectoriel dense de ’es-
pace vectoriel réel R¥ @ C¥ ~ RIK‘Ql En effet, si (e;)ijc; est une Q-base de K en tant que



Q-espace vectoriel, alors (e; ® 1);cr est une R-base de K ®q R en tant que R-espace vectoriel
et, puisque ®gr est un isomorphisme de R-espaces vectoriels, la famille des Pr(e; ® 1) = P(e;)
est une R-base de R¥ @ C>c. Ainsi, ®(K) est ensemble des points de R¥ & C¢ dont les
coordonnées dans la base (®(e;));cs sont a valeurs dans Q ; ¢’est bien une partie dense.

Ezemple. K = Q(a), famin = T* =2 = (T — V2)(T + V2)(T —iv/2)(T +iv/2). Le corps K
admet deux plongements réels :

o K—>C, a—» V2 et 09: K—>C, a— —v2
et deux plongements complexes non réels conjugués :

03: K> C, a—iv2 et 04: K= C, a— —iv2.

1.3 Traces, normes, discriminants

Soit Ky un corps et soit A une Kjy-algebre finie (c’est-a-dire de dimension finie en tant
qu’espace vectoriel sur Kj). Tout élément o de A donne naissance & un Kjy-endomorphisme
Mo A/ K, de A défini par

Ve € A, mga/k,(7) = az.

On introduit :

(i) la trace de a, notée Try g, (o) = tr (ma,A/Ko) € Ky;

(ii) la morme de «, notée N 4/x, (o) = det (ma,A/KO) € Ky

(iii) le polynome caractéristique de a, noté f, a/x,(T) = det (Tidg — ma,A/Ko) € Ky[T].

Il est utile d’observer 'identité

faasig =T" = Tra/ry ()T 1+ .o+ (=1)"Ny o (),
ou n = dimg,(A).

Pour tous a, 8 € A,
Tra/,(@+B) =Tra/k, (@) + Tra/g,(8) et Na/g,(aB) =Ny g, (@)N4 K, (8).

Il convient également d’observer que ces constructions sont compatibles aux isomorphismes
de Ky-algebres : si ¢ : A — B est un isomorphisme entre deux Ky-algebres finies, alors

fota),B/ Ko = fa,A/Ks  done Trp g (w(a)) = Try g, (a), et Np gy (p(a)) = Ny, (a).

Ezemple. Ko = Q, A=K = Q(V?2), a = V2 = (V2)%.
Dans la base (1, V2,2, (\4/5)3) de K sur Q, la matrice de mq i est

00 2 0
0 0 0 2
1 0 00
0100

et
faxiq=T"—AT? +4, Trgq(e) =0et Ng/q(a) = 4.



Si, par contre, on voit  dans le sous-corps F' = Q(+/2), alors
foz,F/Q :T2—2, TI'F/Q(Oé) =0et NF/Q(OZ) = 2.

Remarque. L’exemple précédent illustre que les notions de trace, de norme et de polynoéme
caractéristique ne dépendent pas seulement de «, mais aussi de I'extension K/Kj.

Proposition 1.8 — Soit K un corps de nombres.
(i) Pour tout a € K,

faxia= I T—=0(@), Traxl@)= ) o) et Nygla)= [ ofa).

0:K—=C 0:K—=C 0:K—=C
(ii) Si L est une extension finie de K et o € K, alors

Jaria =T Trrjqla) =[L: K] Trgqla) et Npq(a) = Niq(a)EHl.

Démonstration. (i) L’isomorphisme de R-algebres
®: K ®qR R @ C™

introduit a la fin de la section 1.1 permet d’identitifer f, x/q au polynome caractéristique de la

multiplication par ®(«) dans R>" @ C¥. Dans la base canonique de cet espace vectoriel réel, la
matrice de la multiplication par ®(«) est diagonale par blocs, avec des blocs

My = (o())
pour o € X, et

= (o) woie) )

pour o € ¥/. On en déduit
faxa= [ @—=o(@) [T @ —=ola)(T-a(a) = ] (T-0o(a)),
o€X, o€y, 0:K—C

puis

Trijqla) = Y. o(a) et Ngqla)= [ o).

o:K—=C g:K—C

( i) Si B = (e1,...,€e,) est une Q-base de K et (f1,...,fm) est une K-base de L, alors

(elfl, cosenflyeo €1 fms - enfm) est une Q-base de L telle que Matp (mq 1/q) =
dlag(M , M), ou M = Matg(m,, k/q)- Les identités souhaitées s’en déduisent immédiatement.
Il

Remarques. 1. En particulier, pour tout corps de nombres K et tout o € K,

2. De fagon générale, pour toute tour d’extensions L/K /Ky,
Trryce = Triyac o Troyie et Nijwy = Nieywo © Niyie

(exercice).
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Proposition 1.9 — Soit K un corps de nombres. L’application
KxK—=Q, (z,y)— Trg/qay)

est une forme bilinéaire non dégénérée.

Démonstration. Etendons les scalaires & R et identifions K ®q R ala R-algebre A = R> @
C¥: comme précédemment. La forme bilinéaire considérée est induite par la forme bilinéaire

AxA—=R, (v,y) Trygr(ry),

laquelle est la somme directe orthogonale des formes bilinéaires (z,y) = Trr/r(zy) = zy (sur
R) et (z,y) = Tre/r(zy) (sur C), de signatures respectives 1 et (1,1). Cette forme bilinéaire
est donc non dégénérée. O

Remarque. La signature de la forme bilinéaire (z,y) = Try/r(zy) est (r1 + ra,72), ce qui
fournit donc une maniere effective de calculer les entiers ry et rs.

Ezemple. Soit K = Q(a) avec a® —a? —2a—8 = 0. Le polynome f = fomin = T°—T%—2T -8
est irréductible sur Q ; sinon, il posseéderait une racine dans Q, donc dans Z, et celle-ci devrait

diviser 8 ; on vérifie que ceci est impossible.
On a Trg/q(a) =1 et Try/q(a?) =12 —2 - (=2) = 5 (via les formules de Newton), puis

Tr/q(a?) = Tri/q(a® + 20 +8) = 5+ 2424 = 31

et
TrK/Q(a4) = TI"K/Q(a3 +20% + 8a) = 31+ 10 + 8 = 49,
donc
3 1 5
Mat (1 o,02) (Mar/q) = | 1 5 31
5 31 49

La signature de cette matrice symétrique réelle est (2,1), donc

ry =19 =1.
Définition 1.10 — Soit K un corps de nombres de degré n. Le discriminant d’un n-uplet
(Wi,...,wpn) € K™ est le nombre rationnel

Awr, ..., wy) = det (TTK/Q(wiwj))lgi,jgn‘

Proposition 1.11 — Soit K un corps de nombres et soit (w1, ...,w,) € K™.
(i)
2
Awy, ... ,wy) = det (a(wz)) 1<i<n )
oc: K — C

(i) Siw; =377, aijw; avec a;; € Q et 1 < i < n, alors

A(wia - ,w,) = A(wl’ s 7wn) ’ det(aij)2'

(iii) A(wi,...,wn) # 0 si et seulement si (w1, ...,wy) est une Q-base de K.
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Démonstration. (i) Trg q(wiw;) = >, 0(w;i)o(w;) (produit matriciel).
(ii) 11 suffit d’écrire

(Trg/qwiw?)) = “aig) - (Trg/qwiw;)) - (aij)

et de prendre les déterminants.
(iii) Cela découle immédiatement du caractere non dégénéré de la forme bilinéaire (z,y) —

Tri/q(zy). O

Soit K un corps de nombres de degré n et soit o € K tel que K = Q(«), de telle sorte que
(1,a,...,a" 1) soit une Q-base de K. On a :
AL ..., 0" ) = det (o(a)? = (1) [[(o(a) — 7(a))
oFT

en vertu de la formule de Vandermonde. Cette quantité est le discriminant du polynome
fax/q = I1,(T — o(a)), noté disc (fa,min). On peut le calculer comme un résultant, ou comme
une norme :

n(n—1) n(n—1)

A(Lav s ’an—l) = disc (fa,min) = (_1)TReS (foz,mina f(/x,min) = (_1) 2 NK/Q (f(/x,min(a)) :

Exzemples. 1. Pour d € Z non carré,

2 0

A(1,Vd) = ’ - ‘ = 4d.

2. Considérons f =T™ + aT + b € Q[T] supposé irréductible. Notons 5 une racine de f et
posons

v=F(B)=nf"" +a=—(n—1)a—nbs",

d’ou

—nb
(n—1)a+~

Comme Q(5) = Q(7), le polynome minimal de 7 est de degré n. On a

8=

f ( —nb ) ~(=nb)" + (—nba)((n — L)a+T)" 1 +b((n — 1)a+ T)"
(n—1a+T) (T+ (n—1)a)” ’

donc le polynéme minimal de « est
(T + (n—1)a)" —na(T + (n — Da)" L 4+ (—n) " !

et
Na@yQ() =n"" ' + (=" ' (n — )" a",

d’ou
n(n—1)

disc(f) = (-1)" z (0™ '+ (-1)" ' (n—1)""1a").
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1.4 Anneaux d’entiers

Soit K un corps de nombres. Les éléments de K entiers sur Z forment un sous-anneau de
K, noté Ok (prop. 1.4) et tel que K = Frac(Ok).
Pour tout a € K,

a € O <= famin € Z[T] <= fox/q € Z[T].

Exemple. Si [K : Q] = 2, alors il existe un unique d € Z sans facteur carré tel que K = Q(v/d)
et

Z[\/d] sid=2,3 (mod 4)
Or = { Z [H\/E} si (mod 4).

Proposition 1.12 — Soit K un corps de nombres. L’anneau des entiers Ok est un Z-module
libre de rang [K : Q).

Démonstration. Nous allons donner deux démonstrations.
(Premiére démonstration) Considérons une Q-base (wi,...,wy,) de K formée d’éléments de

Ok. Soit (w],...,w’) sa base duale relativement & la forme bilinéaire non dégénérée (x,y)

Trgq(zy). Pour tout o € K,
n
a= Z Trg ) q(aw;)w;
i=1

et Tri q(aw;) € Z si a € O, donc

n n
@Zwi C O C @wa
i=1 i=1

et Ok est par conséquent un Z-module libre de rang n = [K : Q]. Observons également que ’on
a

1 n
w; € A @ Zwj,
j=1

ou A = Awy,...,wy).

(Seconde démonstration) Si (wi, . . .,wy,) est une Q-base de K formée d’éléments de O, alors
|A(wi,...,wp)| est un nombre entier strictement positif. Choisissons maintenant (wi,...,ws,)
minimisant |A(wr,...,wy,)|. Si l'inclusion de ), Zw; dans Ok est stricte, alors il existe un
élément x = Y | aw; de Ok tel que a;, € Q\Z pour un certain ip € {1,...,n}. En remplacant
x par & — [a;,|w;, on peut supposer 0 < a;, < 1. Posons alors wj = w; si i # ip et wj =z ; on a

Alwr, ..., w)) = al Alwr, ... ,wp)
et ceci contredit la minimalité de |A (w1, ..., wy)]|. O
Définition 1.13 — Soit K un corps de nombres de degré n. Le discriminant de K est le
discriminant A(wsq,...,wy) de nimporte quelle base de Ok . C’est un mombre entier naturel,

noté Dk .

Noter que bien-fondé de cette définition découle du point (ii) de la proposition 1.11 puisque
det(A) = £1 pour toute matrice A € GL,(Z).
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Exemple. Si K = Q(V/d) avec d € Z sans facteur carré, alors

A(1,\/3):‘§ Od‘:z;d, sid=2,3 (mod 4)
2 1

d
A (1 159) _‘ 1 Ly

[\

Dk =

=d sid=1 (mod4).

Remarques. 1. On peut démontrer que le discriminant Dg d’un corps de nombres K est
nécessairement congru a 0 ou 1 modulo 4 (critére de Stickelberger).

2. Le signe de D est (—1)" puisque la signature de la forme bilinéaire (z,y) — Trrsqr/Q (zy)
est (r1 + 72, r2) (voire remarque suivant la proposition 1.9).

3. On peut un sens géométrique au (carré du) discriminant d’un corps de nombres en l'in-
terprétant comme un volume ; cela sera détaillé au début du chapitre 3. Pour donner un exemple
élémentaire, considérons un nombre entier d > 1 sans facteur carré et tel que d = 2,3 (mod 4).
Posons K = Q(a), avec o = d, et désignons par o4 les deux plongements réels de K, caractérisés
par les conditions o4 (o) = V/d et o_(a) = —V/d. L’application

®:K R zm (04(2),0_(x))

identifie O = Z[a] au réseau dans R? formé des combinaisons linéaires & coefficients entiers des
vecteurs ®(1) = (1,1) et ®(a) = (V/d, —/d). L’aire du parallélogramme fondamental [0, 1](1, 1)+
[0,1](v/d, —V/d) est égale &

’det(i _‘%)‘:2\/&2@.

Déterminer 'anneau des entiers d’un corps de nombres et son discriminant est un probleme
difficile en général. Prenons ’exemple simple d'un corps quadratique K = Q(y/m), ou m est
un nombre entier positif. Si 'on écrit m sous la forme m = m2d avec mp € N et d € N sans
facteur carré, alors K = Q(v/d) et Ox = Z[0] avec § = V/d ou § = 1+T\/3 selon la congruence de
d modulo 4. Cependant, il est en pratique tres difficile de déterminer le plus grand diviseur sans
facteur carré d d’un nombre entier m donné des que ce dernier est assez grand !.

Le résultat suivant est souvent utile.
Proposition 1.14 — Soit K un corps de nombres de degré n et soit (w,...,w,) une Q-base
de K formée d’éléments de Ok . Si l'on désigne par M le sous-groupe de O engendré par les

wi, alors
A(wh s 7w’VL) = (OK : M)zDK

ot (O : M) = Card(Ox /M) est l'indice de M dans Ok .

Démonstration. Soit (eq,...,e,) une Z-base de Ok. Ecrivons w; = Z?zl aije; (1 <i<n)
avec A = (a;;) € M, (Z), ce qui fournit I'identité

Awy, ... ,wp) = (det A)2A(eq, ..., e,) = (det A)*Dy.

Nous avons par ailleurs un isomorphisme Z" /Im A ~ Ok /M en vertu du diagramme commutatif

1. D’un point de vue théorique, on ne sait pas si ce probléme est plus simple que celui de factoriser
complétement m.
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7" —= M
!
7" —== Ok

donc
(O : M) = (Z" : Tm A) = |det A|

par application du théoreme des diviseurs élémentaires. O

Corollaire 1.15 — Soit K un corps de nombres de degré n.

(i) Siwi,...,wy sont des éléments de Ok tels que A(wy, .. .wy) soit sans facteur carré, alors
OK = @?:1 Zwi.

(ii) Sl existe o € Ok tel que deg(a) = n et disc (fa,min) s0it sans facteur carré, alors
Ok = Z[a].

Démonstration. (1) On déduit immédiatement de la proposition précédente que l'indice de
D, Zw; dans Ok est égal a 1.

(i) 11 suffit d’appliquer (i) avec w; = o'~ pour 1 < i < n. O
Ezemples. 1. Le polynéme f = T2 — T — 1 est irréductible sur Q (il aurait sinon une racine
dans Q qui serait alors un élément de Z divisant 1, donc +1, or f(£1) # 0). Posons K = Q(«)
avec f(a) = 0.

En utilisant les formules de Newton et I'identité a® = a + 1, il vient

TI'K/Q(O[) = O, TrK/Q(az) = 2, TI'K/Q(OJB) = 3 et TI‘K/Q(Oé4) = 2,
donc

A(l,a,0?) = = —23.

N O W
w N O
D W N

Nous obtenons ainsi
Okx =Z[a] et Dy = —23.

2. Reprenons I'exemple suivant la proposition 1.9. Soit K = Q(«) avec a® —a? —2a—8 = 0
et f:foc,min:Tg_T2—2T—8. On a

3 1 5
A(l,a,0®)=|1 5 31 |=—4-503
5 31 49

donc )
Zlo] C O C §Z[a}.

Posons g = %0‘2 Il s’agit d’un élément de Ok car 82 — 382 — 108 — 8 = 0. Comme
1
A(l,a,B) = ZA(l,a,oﬂ) = —503

est sans facteur carré, nous obtenons

a+a2

O =Z[a,f| =2 Za®ZB=ZPZadZ
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Considérons maintenant = € O, écrit sous la forme
r=c+aa+bB8, a,b,cel.
Il vient

2% = (¢® + 6b* + 8ab) + (—a® 4 2b* + 2ac)a + (2a* + 3b* + 2bc + 4ab) 3,

donc
1 ¢ C
A(l,z,2) =] 0 a A |A(,a,B) = —503(aB — bA)?
0 b B
ot 'on a posé A = (—a? +2b? +2ac), B = (2a% + 3b% + 2bc + 4ab) et C = (c? + 6b + 8ab).
Comme

aB — bA = ab® 4+ a®b = ab(a + b) = 0 (mod 2),

nous en déduisons que l'entier A(1, z, z2) est toujours pair et donc que I'anneau O n’est
pas monogene.

1.5 Corps cyclotomiques

Soit n > 1 un nombre entier et soit K un corps. Une racine n-ieme de 'unité x dans K est
dite primitive si  est d’ordre n, donc si 2% # 1 pour tout diviseur strict d de n.
Posons

pn(K)={z€eK|2"-1=0} et p,(K)={rxeK|2"—-1=0etord(z)=n}.

Le sous-groupe pu,(K) de K* est cyclique et, si p!,(K) # &, alors u),(K) est ensemble de
ses générateurs.

Proposition 1.16. — (i) Il existe une unique suite (Pp)n>1 dans Z[T] telle que

VneZs, Th—1= H‘I’d'
dn

Tous les @, sont des polynomes unitaires.

(ii) Pour tout corps K de caractéristique premiére a n, les racines de ®, dans K sont les
racines primitives n-ieme de l'unité dans K :

{x € K | () = 0} = (K.

Démonstration. (ii) Soit K un corps de caractéristique premiere a n. Via I’homomorphisme
canonique de Z dans K, nous pouvons identifier ®,, a un polynéme a coefficients dans K. Pour
tout x € K,

repu (K) < (1:" —1=0et 2¢— 1% 0 pour tout diviseur strict d de n)
< (2" —1=0et ®4(x) # 0 pour tout diviseur strict d de n)
en vertu de l'identité
T¢ 1= H Dy,

d'|d
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donc
p(K)={z € K| ®,(x) =0 et ®y4(x) # 0 pour tout diviseur strict d de n}.
Le polynome T™ — 1 est séparable puisque pged(T™ — 1,nT™ ') = 1, donc il résulte de
I'identité
" —1=]]®4
dln

que les polynémes ®, associés aux diviseurs d de n sont premiers entre eux; des lors,
p(K)={z € K|®,(z) =0et ®;(z) # 0 pour tout diviseur srict d de n} = {x € K | ®,(z) = 0}.

(i) On raisonne par récurrence sur le nombre §(n) de diviseurs de 'entier n.

Le cas 6(n) = 1, correspondant & n = 1, est trivial et ®; = T — 1. Considérons maintenant
n > 2 et observons que 'on a d(d) < §(n) pour tout diviseur strict d de n. Supposons que 'on
dispose de polynomes unitaires ®; € Z[T] indexés par les diviseurs stricts d de n et tels que

77— 1 =[]

d'|d

Il découle de cette derniere identité que les racines de ®; dans C sont les racines primitives
d-iemes de 'unité, donc
pged(®g, @) =1 sid #d.

Puisque 7% — 1 divise 7" — 1 dans Z[T], le polynéme ®4 divise 7" — 1 dans Z[T] et donc

H Oq|T" — 1

d|n,d#n

dans QIT] par factorialité. Le polynome de gauche est unitaire et & coefficients entiers, donc il

en est de méme du quotient

" —1
b, ==
" Hd\n,d#n Dq

Lemme 1.17. — (i) Pour tout n € Z>1,
P, = H(Td _ 1)#("/61)
din
ou p désigne la fonction de Mdbius.

(ii) Pour tout nombre premier p et tout n € Z>1,

o, (TP) sipln

Dop(T) =14 .
p(T) { B0 sipin.

Démonstration. (i) Rappelons que la fonction de Mobius p : Z>; — {0, —1,1} est définie par

1 sim=1
uw(im) =< (=1)" si m est le produit de r nombres premiers distincts
0 si m a un facteur carré.
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L’égalité souhaitée se déduit immédiatement de de l'identité

S =3 (7)1 =0

dlm i=0

pour tout entier m > 2, ou r désigne le nombre de diviseurs premiers distincts de m. Il suffit en
effet d’écrire

H(Td _ 1)u(n/d) _ H (I)s/(n/d) _ H (I)?ﬂ% n(3) _ o,
din d'|dn d'n

(ii) Les racines du polynéme ®,,(7?) dans C sont les nombres complexes z tels que ord(zP) =
n. Comme

ord(zF) = { (i((j) sipford(2);

» si plord(z)

ce sont précisément les nombres complexes z tels que
(ord(z) =netptn) ou ord(z)=np.

On en déduit (T)8,(T) |
D, (T)D,(T) sipin
®,,(TP) = np " .
(77) { P, (T) si p|n.

Proposition 1.18. — Le polynéme ®,, est irréductible sur Q.

Démonstration. Soit g € Q[T] un polynéme unitaire irréductible divisant ®,,. Comme ®,,
est unitaire et a coefficients entiers, il vient g € Z[T] et ®,, = gh avec h € Z[T] unitaire. Soit p
un nombre premier ne divisant pas n. En observant que ®,,(7")|®,,(7?) en vertu du lemme 1.17,
nous obtenons ¢(T")|g(T?) ou g(T')|h(TP).

Si g(T')|h(TP), alors la réduction modulo p conduit a

g(D)(T)P = h(T)?

et donc les deux polyndmes g et h ont un facteur irréductible commun dans F,[T]. 1l s’ensuit
que ®,, = gh possede un facteur carré, ce qui est impossible puisque les conditions ®,|T™ — 1 et
p 1 n impliquent la séparabilité de ®,,.

Nous obtenons ainsi ¢g(T")|g(T?) dans Z[T], d’ou I'on déduit g(a”) = 0 pour toute racine
complexe o de g; l'ensemble des racines complexes de g est donc stable par élévation a la
puissance p. Puisque ceci vaut pour tout nombre premier p ne divisant pas n, il en découle que
g s’annule identiquement sur ), (C) et donc g = @,,. O

Il découle de la proposition précédente que Q[T']/(®,) est un corps de nombres de degré
©(n). C’est le n-iéme corps cyclotomique, que 'on note Q () ou Q(¢,) (auquel cas ¢, désigne
une racine primitive n-ieme de I'unité).

Proposition 1.19. — Pour tout nombre entier n > 3,

disc(®y,) = (—1) 2
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Démonstration?. Soit (, une racine primitive n-ieme de I'unité dans C. Le corps Q((n)

est totalement imaginaire, donc ¢(n) = 2ry et le signe de disc(®,,) = A1, (- - -y ﬁf(n)_l) est
(—1)%.
Calculons

A G G = NG (P0(6)]-
D’apres le point (i) du lemme 1.17,

o, =(1"-1) [] @*-1rt/d
d|n
d#n

donc
(G =ni ™t [T (G-
dn
d#n
. (n/d)
n d pn
Naw/ (h(6n) = =07 T Nae./a <Cn - 1)
d|n
d#n
car NQ(Cn)/Q(<”) = :t‘I)n(O) = =+1.
Calculons maintenant |NQ(<n) /Q (g;f — 1)’ Comme (¢ est une racine primitive 7-ieme de
'unité, son polynome minimal est @,,/4; celui de ¢? — 1 est donc @, /(T +1) et

Le point (ii) du lemme 1.17 permet de calculer ®,,(1) pour tout m > 1 :si m = p{* ---pfr, alors

P, (1)=p1 sir=1
A A

Seuls les diviseurs d de n tels que n/d soit primaire vont donc compter. Comme p(n/d) = 0 si
n/d a un facteur carré, on en déduit :

pln pln

Cas particulier :
disc (Ppm) = plmp=1)-1pm !

pour tout m > 1.

Nous allons terminer cette section par la détermination des anneaux des entiers des corps
cyclotomiques. Le cas des corps Q(ppm) avec p premier est relativement aisé car les ®,m sont
des polynomes d’Eisenstein, notion dont 1’étude fait ’objet du complément A a la fin de ce
chapitre. Le cas général s’en déduit via la décomposition d’un nombre entier en produit de
facteurs primaires, en recourant a un résultat général sur les extensions linéairement disjointes
de corps de nombres dont la démonstration fait 'objet du complément B.

2. Ce calcul est tiré du livre Polynomials, de Victor Prasolov, Springer, p.94.)
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Proposition 1.20. — Soit p un nombre premier et r > 1. L’anneau des entiers du corps
cyclotomique K = Q(p,r) est
OK = Z[CPTL

ou Cpr désigne une racine primitive p"-ieme de l'unité, et

Dy = 47" (@=Dr=1)

Démonstration. Posons ¢ = (. En vertu de la proposition précédente,

(p ) 7T — T
(1 C,.. .,C ®")~ 1) = disc(@)pr) = :I:p T = ipT(P Dpr—t—pr=1 _ :I:pp Lp(r—1) 1)'
P
Comme Dy divise A(L,¢, .. .,CS"W)) (proposition 1.14), nous en déduisons que Dy est une

puissance de p.
Par ailleurs,

r

(T+1)P -1 T°

D (TH1) = = =T7¢%)  (mod
p ( ) (T + 1)]97“71 -1 TpT71 (m p)
et
(I)pr(l) =p
donc @, (T + 1) est un polynoéme d’Eisenstein en p (Définition Al). Il en découle que Dg et
A(1,¢,...,¢#®")) ont la méme valuation p-adique (corollaire A3), puis que ces deux nombres

entiers sont égaux puisque tous deux sont des puissances de p de méme signe. Au final, nous
obtenons donc (proposition 1.14)

Ok =Z[(] et Dr=A(LC(,..., P00y = £pp" rp=D=1)
O

Proposition 1.21. — Soit n > 3 et soit (, une racine primitive n-iéme de l'unité. L’anneau
des entiers du corps de nombres K = Q(un) = Q((,) est

Ok = Z[Cn]
et (n)
Dk = disc(®,,) = (—1)%%
len prt

Démonstration. Pour tout nombre premier p divisant n,

&=
n

est une racine primitive p?»(™-ieme de I'unité dans K. Désignons par K, le sous-corps Q(&,).
L’application canonique

N QR Ky = QGn), Oppzp = [ [ 7

pn pln
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est un isomorphisme de Q-algebres. Il s’agit en effet d’un morphisme de Q-algebres qui est
surjectif puisque ¢, = Hp|n &p et

dimg | Q) K, | =[5, : Ql = [[e"*™) = ¢(n) = [K : Q.

p|n pln pln

Ceci prouve que les extensions K,/Q sont linéairement disjointes. En vertu de la proposition
B.2, nous en déduisons

[K:Q) o(n)
O =)\ ®0KP et DK—HD[KPQ] :HD;;E:T).

pln pln pln

Puisque
Ok, =26 = ZIG ") et Dk, =+p" 07070

avec 1 = vp(n), nous avons donc obtenu

r—1 _() 1 _e(n)
Ok =7Z[(,)] et D = in«puf)p (r(p—1)- inw Hp 2N P — () Hp 1
pln pln pln pln

Enfin, I’ hypothese n > 3 garantit que tous les plongements complexes de K sont non réels, donc
= 290( n) et
Dy = (~1)*|Di| = (=1)#" | D]
en vertu de la seconde remarque suivant la définition 1.13. [l
Remarque. Il découle imméediatement de cette proposition qu'un nombre premierp impair
divise Dq¢,) si et seulement §’il divise n. Il faut étre prudent dans le p =2 :

- si n n’est pas de la forme 2m avec m impair (c’est-a-dire si va(n) # 1), alors 2|Dqc,) si
et seulement si 2|n ;

- sin = 2m avec m impair, alors Q({,) = Q((x) puisque —(,, est alors une racine primitive
n-ieme de I'unité, et 21 Dqc,)-
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Complément A. Polynomes d’Eisenstein

Soit p un nombre premier.

On note v, : Q* — Z la valuation p-adique. C’est I'unique application de Q* dans Z
satisfaisant aux trois conditions suivantes :

(i) vp(zy) = vp(2) + vp(y)

(i) vy + ) > minfuy(2), vy(y))

(iii) vp(1) =0 et vy(p) = 1.

On vérifie aisément que 1’on a
vp(a) = max{m € N | p"'|a}

pour tout a € Z\ {0}.

Ezercice. Etablir cette identité. (On pourra d’abord prouver que I’application v, est positive sur Z,
puis qu’elle est nulle sur Z \ pZ.)

Définition A.1 — On dit que f € Z[T] unitaire est un polynéme d’Eisenstein en p si f =
T+ an 1TV 1+ ...+ ag avec pla; et p* t agp.

Proposition A.2 — Soit p un nombre premier et soit f € Z[T| unitaire un polynéme d’Eisen-
stein en p.

(i) f est irréductible sur Q.

(ii)) Si K = Q(«) avec f(a) =0, alors

p1(Ok : Zla]).

_ Démonstration. (i) Si f = gh avec g,h € Q[T unitaires, alors g,h € Z[T], puis g = X et
h = X’ dans F,[T] avec a+b = n puisque gh = f = X". Si a,b > 1, alors p|g(0) et p|h(0), donc
p?|£(0) = g(0)h(0), ce qui est exclu.

(ii) Raisonnons par 'absurde en supposant p|(Ok : Z[a]). 1l existe alors © € Ok \ Z[a] tel
que pz € Z[a]. Ecrivons alors
1 n—1
xz;(uo—i—ula—i—...—i—un_la ), u; €Z.

Par hypothese, p ne divise pas tous les u; ; soit i le plus petit indice i tel que p { u;. Alors

1 , 1, -
Yy = —u;a’® + Z —ui’ =T — Z Yiie Ok
p

i>10 <1 p
puis
1 n—1 n—ip—1 a” i—ig—1
—Ujy ¢ =" y——Zuia 07 e Ok
p p 1>10
car % = — Z;"”Z_Ol %ai € Z[a] par hypothése. En prenant la norme, on en déduit
u™ an—l Wi
10 7? = NK/Q <ZOO[TL1> €Z,
p p

puis p|u;, puisque p? { ag. Ceci contredit le choix de 4o, donc
p1(Ok : Zla]).
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Corollaire A.3 — Soit K = Q(«) un corps de nombres de degré n et soit p un nombre premier.
Si fa,min est un polynome d’Eisenstein en p, alors

vp(Dk) = vp(A(L, ey ..., @™ 1)),

Démonstration. 1l s’agit d’une conséquence immédiate de la proposition précédente puisque
A(l,a,...,a" 1) = (O : Z]a]) Dk

O
Exemples.

1. Soit K = Q(a) avec a = v/2), auquel cas A(1, o, a?,a®) = —2!1; on en déduit que Dy
est de la forme —2™ avec 0 < m < 11 et m = 11 (mod 2). Comme fq min = T* — 2 est un
polynome d’Eisenstein en 2,

v2(Dg) = v2(A(1, a, 0%, %)) = 11.

On en déduit
Di =21 et O =1Z[V?2).

2. Soit K = Q(a) avec a = /2, auquel cas
A(1,a,0%) = =Ng/q(30”) = =Ng/q(6a ") = —=6°Ng/q(a) ! = —2%3°.
Le polynome fu min = T3 — 2 étant d’Eisenstein en 2,
v2(Dg) = v2(A(1, ar, 02)) = 2.

Sil'on pose B =a+1, alors K = Q(B) et fomin = (T —1)3—2=T3 - 372+ 3T — 3 est
un polynome d’Eisenstein en 3, donc

v3(Dr) = v3(A(1, B, 82)) = v3(A(1, @, ) = 3.

On en déduit
D =-108 et O = Z[a].
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Complément B. Extensions linéairement disjointes

Lemme B.1 — Soit F/K une extension finie de corps et soit L, L' deux sous-corps de F
contenant K. Supposons que l'on ait F' = LL'. Les deux conditions suivantes sont alors
équivalentes :

(i) [F:K]=[L:K][L: K]

(1)) L @k L' est un corps.

Démonstration. Considérons ’application canonique ¢ : L @ L' — F qui envoie 7 ® y
sur xy. Il s’agit d’un morphisme de K-algebres, et ’hypothese F' = LL' signifie que ¢
est une surjection. Puisque dimg (L @ L") = [L : K][L' : K], il découle de la condition
(i) que ¢ est un isomorphisme, et donc que L @k L’ est un corps. Réciproquement, si

L®k L' est un corps, alors ¢ est automatiquement une injection, donc un isomorphisme,
et alors [F: K| =dimg (L®g L') = [L: K|[L': K]. O

Lorsque les deux conditions équivalentes du lemme sont réalisées, les extensions L/K et
L'/K sont dites linéairement disjointes.

Proposition B.2 — Soit F' un corps de nombres. Supposons que L et L' soient deux
sous-corps de F' tels que

(i) F=LL;

(i1) les extensions L/Q et L' /Q sont linéairement disjointes ;

(iii) pged(Dr, D7) = 1.

Alors |
Op =001 et Dp= D[LL iQ}D[LI;:Q}.

Démonstration. Considérons une Z-base (w1, . . . ,wn,) de O, et désignons par (w7, ...,w},)
sa base duale relativement & la forme Q-bilinéaire non dégénérée

b:LxL—Q, (x,9) blz,y)=Tryq(ry).

Rappelons que chaque w; appartient au sous-Z-module de L engendré par Dzlwl, cen Dzlwm
(voir la premiere démonstration de la proposition 1.12). Les conditions (i) et (ii) se tra-
duisent en disant que (w;) est une L’-base de F, ce qui permet d’écrire

F = EB L'w; = @ Quiw).

1<i<m 1<i<ml<y<n

La démonstration repose sur deux observations préliminaires.

(a) La forme L'-bilinéaire by, sur F déduite de b par extension des scalaires de Q a L'
coincide avec la forme L'-bilinéaire (z,y) v Trp/r (vy).

11 suffit de le vérifier sur une L’-base deF'. Pour tout a € L,

Trpyp(a) = Trpq(a)
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car les endomorphismes m, p/r € Endp (F) et m, 1/q € Endq(L) induits par la multi-
plication par a ont la méme matrice dans la base (w;). On en déduit :

Trp/p(wiwj) = Trp g (wiw;) = br(wi, wy)
pour tous i,j € {1,...,m}.

(b) Sia € Of, alors Trp/(a) € Opr.

Considérons a € OF et rappelons que 'on désigne par m, p/r/ le L'-endomorphisme de
F défini par la multiplication par a. Le polynome minimal de m, p/r+ divise le polynome
minimal f = f, min de a sur Q; ce dernier étant par hypothese a coefficients entiers, ses
racines (dans un corps de nombres scindant f) sont toutes des entiers algébriques. Les
valeurs propres de mg /1 sont donc des entiers algébriques, et il en est en particulier de
méme pour sa trace

tr(me,ryrr) = Trp/p(a).

Venons-en a la démonstration de notre théoreme. Considérons un élément z de Op et
écrivons-le

x = Z QWi = Z Z aw; | wi,  ag € Q.
] i J
En vertu des deux observations (a) et (b), nous pouvons écrire
= T re O
x = Z rp/ (Twi)w; € D, @ Wi,
1<i<m 1<i<m
donc
S ) € — 0y,
— 7 " Dy,
J
pour tout i € {1,...,m}, puis
DrajeZ (1<i<m,1<j<n)
puisque O = EB]- Zw}.

Par symétrie, on a également Dysa;; € Z pour tous 7,j. On déduit alors de la condition
(iii) que les a;; sont des entiers relatifs, d’ott O = OrOp.

Achevons la démonstration en calculant le discriminant de F'. Par transitivité de la trace,

TrF/Q(wiw;-) = TrL’/Q (TI‘F/L/(WI'CU;)) = TrL’/Q (TrF/L/ (wz)wg)
pour tous i € {1,...,m}, j € {1,...,n}. Puisque Trp,/(wi) = Try /q(w;) en vertu du
fait (a), nous en déduisons

TI“F/Q(UJZ‘LU;) = TI"L//Q (wé-TrL/Q(w,-)) = TrL/Q(wi)TrL’/Q(W;‘)-

Si l'on pose A = (Trpq(wiwk)) € Mm(Z) et B = (Trp q(wiwy)) € My(Z), alors, en
ordonnant lexicographiquement les couples (7, j) dans {1,...,m} x {1,...,n},

Ab;p ... Abln
C = (TrF/Q(wiw;wkwé))(i,j)’(kl) = : : € My (Z)
Abpy ... Abyy
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donc
det(C) = det(A)"det(B)™

(pour le voir, utiliser des opérations élémentaires sur les lignes de A, puis sur celles de
B, pour trigonaliser C') et, finalement,

Dp = DU pliaQl
0

Exemple. Soit d et d’ deux entiers premiers entre eux et congrus & 1 modulo 4. Si I'on
pose L = Q(Vd) et L' = Q(v/d'), alors on sait que

1++d 1+Vd
2

2

Or=12 , Dp=d et Op =12 ,DL/:d/.

Par ailleurs, le polynome 72 — d’ est irréductible sur L ; sinon, il serait scindé sur L et
alors L = L/, ce qui est exclu vu les discriminants de ces deux corps. On en déduit que
L®q L' ~ L[T)/(T? — d') est un corps, donc L et L' sont deux extensions linéairement
disjointes de Q. Nous pouvons ainsi appliquer la proposition précédente et conclure : si

F =Q(Vd,Vd)=LL, alors

1+vVd 14+Vd (1+Vd)(1+Vd)

Or=010, =1 5 5 1

] et Dp = (dd)*
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Chapitre 2

Factorisation idéale des nombres
algébriques

En guise de motivation, considérons le corps de nombres K = Q(v/—5) et son anneau des
entiers Ok = Z[v/—5], dans lequel nous pouvons écrire

6=2-3=(1++v-5)(1—-+v-5).

L’anneau Ok ne contient pas d’élément de norme 2 ou 3 car NK/Q($+y\/—5) =22 +5y% #
2,3 pour tous z,y € Z. Comme

NK/Q(2)247 NK/Q(3) =9 et NK/Q(lﬂ:\/—5) =6

il en découle que 2,3 et 14 +/—5 sont des éléments irréductibles deux & deux non associés dans
Ok . Nous avons ainsi mis en évidence deux factorisations distinctes de 6 en produits d’éléments
irréductibles dans Ok, ce qui prouve que cet anneau n’est pas factoriel.

Une autre facon de voir les choses est d’utiliser le fait qu’un anneau noethérien est factoriel
si et seulement si tout élément irréductible engendre un idéal premier'. Puisqu’ici ’anneau

Ok /205 ~ Z[T|/(2,T? + 5) ~ Fo[T]/(T? + 1) ~ Fo[T]/(T?)

n’est pas integre, 'idéal 20k n’est pas premier et 'anneau O n’est donc pas factoriel.

Nous allons voir que 'on peut remédier au défaut de factorialité de Ok en utilisant des
< diviseurs idéaux > qui ne sont autre que les idéauz (non nuls) de cet anneau. Cet exemple est
repris de ce point de vue a la suite de la démonstration du théoreme 2.4.

Convention. Dans ce qui suit, tous les anneaux considérés sont unitaires et commutatifs.

2.1 Anneaux de Dedekind

Soit A un anneau et B une A-algebre. Un élément b de B est dit entier sur A s’il est racine
d’un polynéme unitaire f € A[T]; il revient au méme de demander que la multiplication par b
stabilise un sous-A-module de type fini contenant 1 dans B.

Si A est un anneau integre de corps des fractions K, les éléments de K entiers sur A
constituent un sous-anneau A de K appelé cloture intégrale de A dans K. On dit que A est
intégralement clos si A = A.

1. Dans tout anneau inteégre, un élément a tel que I'idéal (a) soit premier est irréductible. Requérir que les
idéaux principaux engendrés par les éléments irréductibles soient premiers revient a demander que le lemme
d’Euclide soit valable dans cet anneau : si a est irréductible et albe, alors alb ou alc.
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Définition 2.1 — Un anneau A est dit de Dedekind si
(i) A est intégralement clos (donc en particulier intégre) ;
(ii) A est noethérien ;
(iii) tout idéal premier non nul est mazimal.

Proposition 2.2 — (i) Tout anneau principal est de Dedekind.

(ii) Si K est un corps de nombres, 'anneau Ok des entiers de K est un anneau de Dedekind.

Démonstration. (i) Un anneau principal est évidemment noethérien et intégralement clos
(exercice). Tout idéal premier non nul est de la forme (p) avec p € A irréductible; si (p) C (a),
alors p = ab puis (p) = (a) ou (a) = A, donc I'idéal (p) est maximal.

(ii) Pour établir la noethérianité de 'anneau Ok, il suffit d’observer qu’il est de type fini
en tant que Z-module (Proposition 1.12) et que ses idéaux sont des sous-Z-modules. Vérifions
maintenant que O est intégralement clos. Si x € K est entier sur Ok, alors la multiplication
par x stabilise un sous-Og-module non nul M dans K qui est de type fini sur Ok, donc sur Z
puisque Ok est un Z-module de type fini; on en déduit que x appartient a O . Considérons
enfin un idéal premier non nul p C Ok et un élément non nul a dans p. Il découle des inclusions

aOg Cp C Ok

que p est un Z-module libre de rang [K : Q], puis que O /p est un anneau fini et integre (car
p est premier), donc un corps; 'idéal p est par conséquent maximal. [l

Remarques. 1. La condition (iii) peut se traduire en disant que la dimension de Krull de
Ianneau A est au plus égale a 1 : les chalnes d’idéaux premiers pg C p1 ... C pg sont de longueur
(=nombre d’inclusions) au plus 1.

2. La géométrie algébrique fournit une autre source fondamentale d’anneaux de Dedekind.
Si k est un corps algébriquement clos et f € k[X,Y] est un polynoéme irréductible, alors A =
E[X,Y]/(f) est I'anneau des coordonnées de la courbe affine C' d’équation f = 0. On peut
démontrer que 'anneau A est de Dedekind si et seulement si les conditions équivalentes suivantes
sont vérifiées? :

(1) A=A4;

(i) f, 2L et 2L engendrent I'idéal k[X,Y];

(iii) la courbe C' est non singuliere.
En général, la cloture intégrale de A dans son corps des fractions est un anneau de Dedekind.
Cette opération est le pendant algébrique de la résolution des singularités de C.

Définition 2.3 — Soit A un anneau intégre de corps des fractions K. Un idéal fractionnaire
est un sous-A-module non nul a de K tel qu’il existe d € A — {0} avec da C A. De maniére
équivalente, il s’agit d’une partie de K de la forme éa, ot a C A est un idéal non nul et

de A—{0}.

Remarques. 1. Tout sous-A-module de type fini a de K est un idéal fractionnaire : il suffit en
effet de considérer un dénominateur commun d des éléments d’une famille génératrice de a pour
avoir da C A.

2. Réciproquement, si anneau A est noethérien, alors tout idéal fractionnaire de A est un
sous-A-module de type fini de K (immédiat).

3. Si A =17, les idéaux fractionnaires sont les parties de Q de la forme Zr avec r € Q*.

2. Voir par exemple le livre Undergraduate algebraic geometry de Miles Reid, London Mathematical Society
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L’ensemble I(A) des idéaux fractionnaires de A est muni d’une structure de monoide asso-
ciatif, commutatif et unitaire en posant

a-b={> aib; | I fini, a; €a, b; €b}.
el

L’élément neutre est I'idéal trivial A et 'application
K* = I(A), z+ Ax

est un morphisme de monoides. Le sous-ensemble I1(A) formé des idéaux de A est un sous-
monoide de I(A).

On vérifie immédiatement cette multiplication est compatible avec 'inclusion : pour tous
idéaux fractionnaires a,b et ¢ de A,

aCb=—=a-cChb-ec.

Théoreme 2.4 — Soit A un anneau de Dedekind et soit P l’ensemble des ses idéaux premiers
non nuls.

(i) Le monoide I(A) est un groupe : tout idéal fractionnaire posséde un inverse.
(ii) L’application
z") — 1(4), mw ™
peP

est un isomorphisme de groupes envoyant N&) sur IT(A).

La démonstration de ce théoréme requiert trois lemmes préliminaires.
Lemme 2.5 — Soit A un anneau et p,a,b des idéaux. Si p est premier et a-b Cp, alorsa C p
ou b Cp.

Démonstration. La contraposée est immédiate : s’il existe a € a et b € b n’appartenant pas
a p, alors ab est un élément de a - b n’appartenant pas a p. O
Lemme 2.6 — Soit A un anneau noethérien. Tout idéal non nul de A contient un produit fini
d’idéaux premiers non nuls.

Démonstration. On raisonne par I’absurde en supposant que I’ensemble des idéaux non nuls
de A ne contenant aucun produit fini d’idéaux premiers non nuls est non vide. Par noethérianité
de A, cet ensemble admet un élément maximal pour l'inclusion ; notons-le a. Bien évidemment,
Iidéal a n’est pas premier donc il existe a,b € A — p tels que ab € a. Par maximalité de a, il
existe alors des idéaux premiers p1,...,Pn €t q1, ..., qm tels que

pr--ppCa+Aa et qi---qm Ca+ Ab.

On en déduit
P Pn g -qm C (a+ Aa) - (a+ Ab) C a+ Aab = a,

ce qui contredit la définition de a. O

Remarque. Cette démonstration est parfaitement analogue a celle établissant que tout élément
non nul d’un anneau noethérien peut s’écrire comme le produit d’un nombre fini d’éléments
irréductibles.
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Dans ce qui suit, A est un anneau de Dedekind de corps des fractions K. Pour tout idéal
fractionnaire a de A, posons
a={r e K |zaC A}

Il s’agit d’un idéal fractionnaire de A : en effet, c’est clairement un sous-A-module de K et, si
a est un élément non nul de a, alors aa C A.

Lemme 2.7 — Pour tout idéal premier non nul p de A,

(i) ACp

(i) p-p=4

Démonstration. (1) Soit x un élément non nul de p. Considérons des idéaux premiers non
nuls p1,...,p, tels que

p1---pr C (@)

(Lemme 2.6) et choisissons-les tels que r soit minimal. Par maximalité de p, I'inclusion

pr---prCPp

implique D'existence d’un indice i tel que p; C p (Lemme 2.5) et donc p; = p. On peut supposer
i = 1. La minimalité de r fournit un élément y de py - - - p, n’appartenant pas & Az (sir = 1, on
peut prendre y = 1). L’élément % de K n’appartient pas a A et vérifie

1 1
ypc—p-pz'--prc—Aa::A,
T xT T

donc ¥ appartient a p.
(ii) On a
pCp-pCA
par définition de p, donc p-p =p ou p-p = A par maximalité de p. Le premier cas est exclu : il

implique en effet que les éléments de p sont tous entiers sur A, donc appartiennent a A, et ceci
contredit (i). O

Démonstration du théoréme 2.4. Considérons le morphisme de monoides

p: 2P 5 I(A), mw []pm®

o1 'on a posé p~! = p.

Nous allons tout d’abord établir la surjectivité de ¢ en raisonnant par ’absurde. Soit a C A
un idéal non nul. Supposons que a ne soit pas dans l'image de ¢ et soit maximal pour cette
propriété. Cet idéal n’est ni trivial ni premier, donc il existe p € P tel que a C p. On en déduit
les inclusions

aCp-aCp-p=A.

La premicre est stricte car sinon p C A puisque A est intégralement clos, donc p - a appartient
a I'image de . On en déduit alors que

a=p-(p-a)

appartient également a I'image de ¢ ; contradiction !

Le monoide I(A) est engendré par les éléments inversibles p € P, donc tout élément de I(A)
est inversible et I(A) est un groupe. Vérifions que 'inverse d’un idéal fractionnaire non nul a
est bien I'idéal fractionnaire a. L’inclusion a~! C a découle immédiatement de l'identité

al-a=A
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tandis que l'inclusion réciproque se déduit de

a-aCA
en multipliant de part et d’autre par a=!.

Il reste a démontrer que 'application ¢ est injective. Un élément du noyau de ¢ fournit une
identité
p p

avec m(p),n(p) = 0 pour tout p. En multipliant chaque coté par des p~!, on peut en outre
supposer max{m(p),n(p)} = 0 pour tout p. La conclusion découle maintenant du lemme 2.5 : si
P1, -y Pms 1, - - -, Pr sont des idéaux premiers non nuls tous distincts tels que

Pr--Pm =41 qn,

alors il existe ¢ € {1,...,m} tel que p; C q1 et donc p; = q; par maximalité de p;, ce qui est
exclu. [l

Tout idéal fractionnaire a de A s’écrit donc de manieére unique sous la forme

a= H p”b(a)

pepP
avec vp(a) € Z nul pour presque tout p. L’application
est appelée la valuation p-adique.

Proposition 2.8 (Formulaire) — Soit a et b des idéauz fractionnaires de A.
(i) Pour toutp € P,
'Up(a . b) = 'Up(a) + Up(b)
(ii) On a
aCb = VpeP, u,(b)<uvy(a).
(iii) Pour tout p € P,
up(a -+ b) = min{uy(a), vy(6) }.

(iv) Pour tout p € P,
vp(aNb) = max{vy(a),vy(b)}.

Démonstration. (i) C’est immédiat.
(ii) On a
aChb < a-b'CA < (WeP vla-b')=0)

et la conclusion découle alors de (i).

(iii) On vérifie immédiatement que a + b est le plus petit idéal fractionnaire contenant a et
b; la conclusion découle alors de (ii).

(iv) On vérifie immédiatement que aN b est le plus grand idéal fractionnaire contenu dans a
et b; la conclusion découle alors de (ii). O

Interprétation. On dispose d’une notion parfaite de divisibilité dans I (A).
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Etant donné deux idéaux fractionnaires entiers a,b € IT(A), c¢’est-a-dire simplement deux
idéaux non nuls de A, convenons de dire que a divise b et de noter a|b s’il existe un idéal
fractionnaire ¢ tel que

b=a-c

Cette condition est équivalente & b-a=! C A, donc & b C a d’apres le point (ii) ci-dessus. Notons
que la motivation derriere cette définition est I’observation suivante : si a, b sont deux éléments

de A, alors
alp < (b) C (a).

1. Tout idéal a € I*(A) posséde un multiple principal : en effet, si a est un élément non nul
de a, alors (a) C a et donc a|(a). Ainsi, nous pouvons penser aux idéaux comme a des < diviseurs
idéaux > des éléments de A.

2. Pour tous a,b € I"(A), on établit immédiatement les identités
a+ b =pged(a,b) et anb=ppcm(a,b).
Notons que la premiere égalité implique directement
a = pged{(z), =€ a}
pour tout a € I*(A). Par ailleurs, la comparaison des valuations p-adiques fournit la relation

pged(a, b) - ppem(a, b) = a- b.
3. Pour a,b € I (A), on dit que a et b sont premiers entre euz si a + b = A. Il en découle
aisément que 'application canonique de A dans A/a® A/b est surjective et que son noyau aNb
coincide avec a - b (exercice) ; ceci nous permet donc d’énoncer une généralisation du théoreme

chinois des restes : si deuzr idéauxr a,b € IT(A) sont premiers entre euz, alors l’application
canonique

AJa-b— Ala® A/b

est un isomorphisme d’anneauz.
Exemple (retour). Reprenons 'anneau A = Z[/—5] considéré dans I'introduction a ce chapitre
et 'identité
6=2-3=(14+v-5)(1—-+vV-5).
Puisque A = Oq( V=B il s’agit d’un anneau de Dedekind. Posons
po =pged(2,1 +v-5)=(2,1++vV-=5) et p3=npged(3,1++v-5)=(3,1++v-5).
Il s’agit d’idéaux premiers en vertu des isomorphismes
A/pg ~ FQ[T]/(l + T) ~Fy et A/pg ~ Fg[T]/(l + T) ~ F3

et

p2 - p3 = (6,2(1+v=5),3(1 + v=5), (1 +V=5)*) = (1 + V-5).

De méme, les idéaux
pIQ = ngd(27 1- Vv _5) = (23 1- Vv _5) et pé = ngd(37 1- \% _5) = (37 11— Vv _5)

sont premiers et

Py ps = (1—V=5).
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Notons que l'on a p}, = py. Notre identité initiale fournit la factorisation
2
(6) =p2-p3-p2-p3=p5-Pp3-P3
et elle s’explique en observant que

p3 = (4,2(1 +v/=5),2(1 — V/=5),6) = (2) et p3-ps = (9,3(14+v—=5),3(1 —/=5),6) = (3).

Considérons toujours un anneau de Dedekind A de corps des fractions K. Le morphisme de
groupes
K* - 1(A), zw— (z)=Ax

a pour noyau le groupe A* des éléments inversibles de A et pour image le sous-groupe P(A) de
I(A) formé des idéaux fractionnaires principaur. Le quotient I(A)/P(A) est appelé le groupe des
classes d’idéauxr de A et est noté Cl(A). En utilisant la factorisation des idéaux fractionnaires,
nous pouvons écrire une suite exacte :

0 AX K* 2> 7(F) Cl(A) —=0

ou v est 'application définie par

pour tout z € K*.

Proposition 2.9. — Soit A un anneau de Dedekind. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) le groupe Cl(A) est trivial;

(ii) A est principal ;

(iii) A est factoriel;

(iv) tout idéal premier non nul de A est principal.

Démonstration. L'implication (i) = (ii) est immédiate.

L’implication (ii) = (iii) est classique. Un anneau principal étant noethérien, 'existence
d’une factorisation en produit d’irréductibles est acquise pour tout élément non inversible de A.
Pour obtenir I'unicité, on observe que tout élément irréductible p de A engendre nécessairement
un idéal maximal : si (p) C I C A et I = (a), alors a|p et a n’est pas inversible, donc p = ea avec
e€ A% et I = (a) = (p). Il en découle en particulier que I'idéal (p) est premier, ce qui fournit
I’analogue du lemme d’Euclide dans A :

Va,b e A, plab = pla ou p|b.

Prouvons 'implication (iii) = (iv). Soit p un idéal premier non nul de A et soit a # 0 un
élément de p. En écrivant a = p; - - - p, avec les p; irréductibles, nous obtenons 'existence d’un
i tel que p; € p. S'il existe b € p \ (p;), alors p contient de méme 'un des facteurs irréductibles
q de b et ¢ n’est pas associé a p; puisque p; 1 b. On en déduit que p contient 1'idéal (p;) + (q),
lequel est égal a A par factorialité; cela contredit le caractere premier de p. Ainsi, tout idéal
premier non nul de A est principal. U

Remarques. 1. Les anneaux factoriels et les anneaux de Dedekind fournissent deux extensions
< orthogonales > de la classe des anneaux principaux. Pour mémoire, on rappelle que si un
anneau A est factoriel alors il en est de méme de 'anneau A[T].

2. Nous verrons au chapitre suivant que si K est un corps de nombres, alors le groupe
Cl(Ok) est fini; il en découle qu’il existe un entier A > 1 tel que a” soit principal pour tout
idéal fractionnaire a de Og.
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2.2 Factorisation et ramification

Soit K un corps de nombres. Si a € I (A) est un idéal non nul de Ok, alors a est un Z-
module libre de rang [K : Q] (cf. démonstration de la proposition 2.2) et donc Ok /a est un
groupe fini. On définit la norme de a, notée N(a) par

N(a) = Card (O /a).

Proposition 2.10 — Soit K un corps de nombres.

(i) Pour tout o € Ok \ {0},
N(aOk) = [Ng/q(a)l-

(ii) Pour tous idéaux non nuls a,b C Ok,

N(a - b) = N(a)N(b).

Démonstration. (i) Posons n = [K : Q. Le choix d’une base du Z-module libre O permet
d’écrire un diagramme commutatif

7" ——= Ok
Al ima,K/Q
7" —"= Ok

dans lequel A € M,,(Z) est la matrice de la multiplication par « dans cette base. On en déduit
un isomorphisme de Z-modules
Ok /aOkg ~Z"/im(A)

et donc
N(aOk) = Card (Ok /aOk) = Card (Z" /im(A)) = |det(A)| = [Ng,q(a)|
(voir la preuve de la proposition 1.14 pour la justification de I’avant-derniere égalité).

(ii) Par factorisation (Théoreme 2.4), il suffit de considérer le cas ol b est premier.

La suite exacte courte de Og-modules finis

0 a/ap Ok /ap —= Og/a——=0
fournit ’égalité
N(ap) = N(a) - Card (a/ap)

et il suffit donc de prouver

Card (a/ap) = N(p).

Le Og-module a/ap est naturellement muni d’une structure d’espace vectoriel sur le corps
fini O /p et
Card (a/ap) = Card (O /p)* = N(p)*,

ou

d = dimg, s, (a/ap).
Considérons un élément  de a\ap. Comme a|(z), nous pouvons écrire (z) = ac avec ¢ = a~'(z) €

It(Ok). La condition x ¢ ap entraine que ¢ n’est pas inclus dans p, i.e. p { c. Les idéaux ¢ et p
sont ainsi premiers entre eux, donc

Og =c¢+p puis a=ac+ap=(x)+ ap,
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ce qui signifie que x engendre le O /a-espace vectoriel a/ap. On en déduit d = 1, puis Card (a/ap) =
N(p). O

Les deux propriétés que 'on vient d’établir permettent d’étendre la norme en un morphisme
de groupes
N: I(A) — Q>0

en posant
N(a) = N(da)|Ng/q(d)| ™

avec d € Ok \ {0} tel da C Ok.
Soit K un corps de nombres et soit p un idéal premier non nul de Ok . L’anneau quotient

k(p) = Ok /p

est un corps fini et le noyau p NZ du morphisme canonique Z — O /p est un idéal premier non
nul de Z; il existe donc un unique nombre premier p tel que p € p, c’est-a-dire tel que p|p. Avec
ces notations, il vient

N(p) = pl=®)Fsl,
On appelle degré résiduel de p Ientier

fp/p) = [K(p) : Fpl.

On appelle indice de ramification de p I'entier

e(p/p) = vp (POk)

c’est-a-dire la plus grande puissance de p qui divise p. On dit que p est ramifié dans K s’il existe
p tel que e(p/p) > 2

Proposition 2.11 — Soit K un corps de nombres.
(i) Pour tout nombre premier p,

> elp/p)f(p/p) = [K : Q).

plp

(ii) 1l n’y a qu’un nombre fini d’idéaur de Ok de norme bornée.
Démonstration. (i) Ecrivons

pOx = Hpvp(p) — Hpe(p/p)‘
plp plp

Par multiplicativité de la norme, il vient

p[K:Q] — NK/Q(p) = N(pOg) = HN(p)e(P/p) — pr(p/p)e(P/p) — pr‘p e(p/p)f(p/p)
plp plp

et donc I’égalité annoncée.
(i) Soit C > 0 un nombre réel et soit a € I (O ) un idéal tel que N(a) < C. Sia = p* - - pir

s
est la factorisation de a en produit d’idéaux premiers, alors N(a) = N(p;)™ --- N(p,)"™" et donc
— chaque p; divise un nombre premier p majoré par C';

— chaque exposant m; est majoré par C'/log 2.
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Il n’y a ainsi qu’un nombre fini de possibilités pour a. U

Pour presque tout nombre premier p, la factorisation de pOg en produit d’idéaux premiers
se ramene a la factorisation d’un polynéme dans F,[T7].

Proposition 2.12. — Soit K un corps de nombres. Soit « € Ok un élément tel que K = Q(«)
et soit f € Z[T] son polynéme minimal. Soit p un nombre premier ne divisant pas (O : Z[a]).
Supposons que f se factorise dans F,[T] sous la forme

f =Rt h
avec hy, ..., hy € Fp|T] irréductibles et distincts, et considérons des relévements unitaires gi, .. ., gr
de hi, ..., h, dans Z[T].

Dans cette situation,

(i) les idéauz p; = (p, gi(c)) sont premiers entre eux et distincts;
(ii) e(p;/p) = €; et f(pl/p) = deg h; pour touti e {1,...,r};
(iii) pOx = pi" - pir.

Démonstration. Considérons le diagramme commutatif de Z-modules

0 Z[a] Ok Ok /Zla] —0
Pl pl pi
0 Z[a] Ok Ok /Zla] —0

Les lignes sont exactes, donc on obtient (par le lemme du serpent) une suite exacte longue
0 ——ker ¢ —— Z[a]/pZ]a] — Ok /pOg — coker ¢ ——0

ou ¢ désigne la multiplication par p dans le groupe Ok /Z[a]. Il s’agit d’un isomorphisme en
vertu de ’hypotheése p t (Ok : Z]a]), donc

Z[a]/pZa] = Ok [pOk.
On en déduit des isomorphismes
Ok /(p: 9i(a)) = Z[e]/(p, gi(@)) = Z[T1/(p, gi) = Fp[T]/(hi)
ot p; = (p, gi(ar)) est ainsi un idéal premier de Ok tel que
N(p;) = pe .

Ces idéaux premiers sont deux & deux distincts puisque les polyémes h; sont premiers entre eux.
Nous maintenant écrire

Hpezzﬂp,gz ‘“CHp,gz “) C POk

en vertu de I'identité
() =0 (mod p).

[T gi()
Comme

N <H pfi) HN e _p ieideg hi — ydeg f— p[K/Q] = N(pOx),
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I’inclusion précédente est une égalité et donc
T
POk = [ elpi/p) = €.
i=1

O

Exemple. Considérons K = Q(a) avec a® —a —1 = 0 et donc f = T3 — T — 1. Comme
A(1,a,a?) = —23, 'anneau Ok coincide avec Z[a]. Un nombre premier p se factorise donc dans
Ok de la méme maniere que f se factorise modulo p.

— On vérifie immédiatement que le polynéme f est irréductible modulo 2, 3 et 7, donc les
idéaux (2), (3) et (7) sont premiers dans Ok
— La factorisation de f dans F5[T] est

f=(T—2)(T%+2T +2)

donc
(5) = psp2s, avec ps = (5, —2) et pos = (5,052 +2a+2)

(la norme de chaque idéal premier figure en indice).
— La factorisation de f dans Fa3[T] est

f=(T=10*(T -3)

donc
(23) = p3phs  avec paz = (23,0 —10) et phy = (23,a —3).

On observe que 23 est ramifié dans K.
— La factorisation de f dans Fs9[T] est

f=T—-4)(T—-13)(T+17)
donc
(59) = psoPhoPsg, avec psg = (59,0 —4), pgg = (59,0 — 13) et p5y = (59, + 17).
Remarque. La proposition précédente a un intérét algorithmique car on sait factoriser effica-

cement les polynomes sur les corps finis (algorithmes de Berlekamp et de Cantor-Zassenhaus;
voir par exemple le Cours d’algébre de Michel Demazure).

La situation est particulierement claire dans le cas d’une extension d’Eisenstein (cf. Complément
A au premier chapitre).

Corollaire 2.13. — Soit K = Q(«) un corps de nombres avec o € O de polyndme minimal
f. Sip est un nombre premier tel que f soit d’Eisenstein en p, alors

pOg =p" avec n=[K:Q] et p=(p,a).

Démonstration. La proposition précédente s’applique car p ne divise pas (Ok : Z[a]) (Pro-
position A.2). Comme f =T" (mod p), la conclusion est immédiate. O
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Exemple. Considérons le corps cyclotomique K = Q({m ). Le polynome ®,m (1 — T) est d’Ei-
senstein en p, donc le nombre premier p est totalement ramifié dans K et

pOK =¥ avec p = (p,Gm —1).
Il découle de l'identité
Oy (1=T) = B, (L—=T)P" ') = (1=T)P=DP" " L (1—T)P=2P" 7 | 11 = (=T)?@") 4 4p
que 1 — (pm divise p dans O, donc

p=(1—Gm).

Nous allons achever cette section en donnant une description remarquable des nombres pre-
miers ramifiés dans un corps de nombres.

Théoréme 2.14 (Dedekind) — Soit K un corps de nombres. Un nombre premier p est ramifié
dans K si et seulement si p divise le discriminant Dy . En particulier, il n’existe qu’un nombre
fini de nombres premiers ramifiés dans K.

Démonstration. Notons A la F,-algebre Ok /pOk et désignons par  — T la projection
canonique de Ok sur A. Pour tout z € Ok, la multiplication par z dans Ok induit par réduction
modulo p la multiplication par T dans A, donc

Tra/r, (T) = Troy z(z) (mod p).
La forme bilinéaire symétrique
b: O x O = Z, (z,y)— Tr@K/Z(a;y)
induit par réduction modulo p la forme bilinéaire symétrique
b: Ax A—Fy (z,y)— Tra/r, (2y).

En se souvenant que Dg est le déterminant de la matrice B de b dans une Z-base de Ok
(Définition 1.13), on obtient

p|Dix <= p|det B <= det B=0 <= b est dégénérée.
Ecrivons pOg = pyt - pgr avec p; # pjosi i # j, de sorte que
A O [pit x ... x Ok /psr

La forme bilinéaire b est la somme directe orthogonale des formes bilinéaires symétriques (z, y)
bi(z,y) = Try,r,(vy) avec A; = Ok /p5t, donc elle est dégénérée si et seulement si 'une des
formes b; I’est. Ceci est le cas si et seulement si 'un des entiers e; est strictement supérieur a 1

en vertu du lemme suivant. Il
Lemme 2.15. — Soit k un corps et soit A une k-algébre de dimension finie. Soit b la forme

bilinéaire symétrique
AxX A=k, (2,y) = Tryp(ry).

(i) Si A est un corps qui est une extension finie séparable de k, alors la forme bilinéaire b
est non dégénérée.
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(ii) Si A contient un élément nilpotent non nul, alors la forme bilinéaire b est dégénérée.

Démonstration. (i) Pour tout z € A,

Trap(e) =Y o(z)

g

ou o parcourt I’enemble des k-plongements de A dans une cloture algébrique de k. Si Tr 4/, (zy) =
0 pour tout y € A, alors
Z o(x)o=0

g

dans Endg(A), donc o(x) = 0 pour tout o en vertu du théoreme d’indépendance des caractéres
et z = 0.

(ii) Si & € A est nilpotent et non nul, alors, pour tout y € A, endomorphisme de multipli-
cation par ry dans A est nilpotent et donc Try /. (zy) = 0. ]

Exemple. Soit n > 1 un nombre entier dont la valuation 2-adique est distincte de 1. Le dis-
criminant du corps cyclotomique Q(¢,) a les mémes diviseurs premiers que n, donc un nombre
premier p est ramifié dans Q((,) si et seulement si p|n.

2.3 Factorisation dans une extension galoisienne

Convention. Etant donné un corps de nombres K et un idéal premier non nul p de Ok, posons
k(p) = Ok /p.

Considérons un corps de nombres K et une extension finie L de K. Le corps L est un corps
de nombres et son anneau des entiers Oy, est la cloture intégrale de Og dans L. Si p est un idéal
premier non nul de O, 'idéal pOy, se factorise en produit d’idéaux premiers (non nuls) de Oy, :

PO = Hme(‘n/p),
Blp

En posant
FOB/p) = [5(B) : £(p)];

la premiere assertion de la proposition 2.11 se généralise sous la forme

[L: K] = e(B/p)f(B/p).
Blp

Justification. Posons A = O, /pOy ; il s’agit d’un k(p)-espace vectoriel de dimension finie. De
méme, pour tout diviseur premier P8 de pOy,, il découle de I'inclusion p C PeF/P) que O /PpeF/P)
est naturellement muni d’une structure de k(p)-espace vectoriel. En vertu du théoréme chinois
des restes,

A~ H O /peF/P)
Blp
et donc

dim,_i(p) (A) = Zdlmﬁ(p) (OL/pr(m/P)> .
Flp

Pour P|p, on dispose d’une filtration décroissante de Or, /PBF/P) par les sous-«(p)-espaces vec-
toriels P /PeF/F) | ot1 0 < i < e(P/p). Chaque quotient PP+ est de dimension 1, engendré
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par la classe de n’importe quel élément de B* — Pit! (argument est le méme que dans la
démonstration du point (ii) de la proposition 2.10), donc

dimy ) (OL/PP/D) = e(/p)dimygy) (OL/F) = e(F/p)f(B/p)-

L’identité désirée sera obtenue si I'on prouve

Si Ok était un anneau principal, alors Oy, serait un Op-module libre de rang [L : K] et la
conclusion serait alors immédiate. Pour remédier au défaut de principalité de Ok, il suffit de
localiser. En effet, ’anneau local O, = SOk, avec S = Ok — p, est principal puisque O
est un anneau de Dedekind (cf. TD5, exercise 3) et k(p) = O p/pOkp. En écrivant

A=0y Kok ﬁ(p) =0r R0k (OK,p ®OK,p H(p)) = (OL QO OKAJ) ®0K,p KJ(P)
et en observant que Or, ®p,. Ok est un Ok p-module libre de rang [L : K], il vient

O

Soit L/K une extension galoisienne de corps de nombres, de groupe de Galois G. L’action
de G sur L préserve O et induit donc une action de G sur I’ensemble Py, des idéaux premiers
non nuls de Oy, : si P € Pr, tout o € GG induit un isomorphisme d’anneaux

OL/B—=0L/0 (P)
et donc o(B) € Pr.

Proposition 2.16 — (i) Le groupe G opére transitivement sur l’ensemble des diviseurs premiers

de p dans Of.

(ii) Les entiers e(P/p) et f(B/p) ne dépendent pas du diviseur premier B de p dans Of,.
Notant respectivement e et f leurs valeurs et en désignant par g le nombre de diviseurs
premiers distincts de p dans Oy, il vient

efg=1[L:K].

Démonstration. (i) Notons Py, ..., B, les diviseurs premiers de p dans Op, et choisissons
x € O tel que x € Py et = ¢ Po--- Py, ; ceci est possible car les idéaux Py et P, - - - P, sont
premiers entre eux. Fixons un entier ¢ entre 1 et g. Comme

[[o@) eprinok=pcp,

oceG

'idéal premier B; contient I'un des conjugués o(x) de x. Pour un tel choix de o, o (1) NP; # 0
et donc PB; = o (P1).

(ii) La premiére assertion est une conséquence immédiate du point (i) et de l'unicité de la
factorisation de l'idéal pOp, en produit d’éléments de Pr. Pour établir la seconde, on utilise
I'isomorphisme de O /p-espaces vectoriels

g
OL/pOL ~ P OL/B

=1

40



donné par le théoreme chinois des restes et ’on examine les cardinaux :
Card (OL/pOL) = NL/Q(pOL) = NK/Q(p)[LK] = p[“(P)ZFp][LZK]

et

g g g
Card (@ OL/%?) _ HNL/Q(mi)ei _ p[n(‘pi):FP]ez— _ Hpeifi[n(p):Fp] _ pefg[n(p):Fp}

=1 =1 =1

donc

[L:K]=efg.

Soit P € Pr, et p =P N Ok. Le sous-groupe

D(B/p) ={o € G| o(B) =%}

est appelé le groupe de décomposition de . D’apres la proposition précédente, les groupes de
décomposition des différents diviseurs premiers divisant un méme p € Pg sont tous conjugués.
Tout élément o de D(*B/p) induit un automorphisme du corps k() fixant le sous-corps £(p);
nous obtenons-donc un morphisme de groupes

e+ D(P/p) — Gal(x(B)|x(p))-

Son noyau
I(B/p) ={c € G | o(x) =z (mod B) pour tout = € Or}

est appelé le sous-groupe d’inertie de .

Proposition 2.17 — (i) Le morphisme sy est surjectif.
(ii) On a
Card D(B/p) = e(B/p)f(B/p) et Card I(B/p) = e(B/p).

Démonstration. (i) Soit a € x(*P) un élément primitif sur x(p), de polynéme minimal g €
k(p)[T]. L’isomorphisme d’anneaux

OL/pOL ~ P OL/Q°
Qlp

donné par le théoreme chinois des restes nous permet de choisir un élément o de Oy, tel que

a=a (mod*P) et ac H Q.

Qlp
Q#P

Si f € Ok|T] est le polynéme minimal de « sur K, alors g divise f dans x(p)[T]. Considérons
maintenant un élément 7 de Gal(x(P)|x(p)). L’'image de a est une racine de g, donc il existe
une racine 3 de f dans Oy telle que 8 = 7(a) (mod ) 3. Le groupe G agit transitivement sur
les racines de f dans L, donc il existe o € G tel que = o(a). Notons que  n’appartient pas
a P puisque 7(a) # 0. Par construction, o () est 'unique idéal premier de O divisant p et ne
contenant pas o(a), donc o(B) = P. Au final, nous avons exhibé un élément o de G tel que

o € DOB/p) ot pp(0) = 7.

3. Observer que f est scindé sur L puisque l'extension L/K est galoisienne
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(ii) Il s’agit d’une conséquence immédiate de (i) puisque

Card Gal(k(P)|x(p)) = [£(B) : £(p)] = f(F/p)-
O

Considérons maintenant un sous-corps K’ de L contenant K. Chaque 8 € P, détermine un
idéal premier non nul Prr =P N Ok de Ok et, en posant p = P, nous avons

{ e(B/p) = e(B/Pr') - e(Prr/p)
fOB/p) = F(B/Br') - f(Br'/p)

ainsi que
{ D(B/Bxr) = D(B/p) N Gal(L|K")
I(B/Brr) = 1(P/p) N Gal(L|K')

Proposition 2.18 — Avec les notations ci-dessus,
(1) p est non ramifié en Py <= I(P/p) C Gal(L|K')
(i) p est décomposé en Py <= D(P/p) C Gal(L|K').

Démonstration. (1) p est non ramifié en Px si et seulement si

e(Brr/p) =1 <= e(P/p) = e(B/Px)
> I(B/p) = I(B/PBx)
< I(P/p) C Gal(L/K')

(ii) p est décomposé en P si et seulement si

e(Br/p)f(Br/p) =1 <= e(B/p)f(B/Brr) = e(B/Br)f(B/PBx)

< DPB/p) = D(B/Bx’)
< D(P/p) C Gal(L/K’)
O
Corollaire 2.19 — Soit F un corps de nombres et soient Ki, Ko deux sous-corps tels que

F = K1 Ks5. Soit p un nombre premier.

(i) p est non ramifié dans F' si et seulement si p est non ramifié dans K; et dans Ks.

(ii) p est totalement décomposé dans F si et seulement si p est totalement décomposé dans
Kj et dans K.

Démonstration. Il s’agit d’'une conséquence immédiate de la proposition précédente en considérant
une extension galoisienne L/Q contenant F' et en utilisant I'identité

Gal(L/F) = Gal(L/K;) N Gal(L/K>).
(|

Soit L/K une extension finie galoisienne de corps de nombres de soit p € Px non ramifié
dans Op. Pour chaque ¢ € P, divisant p, il découle de la proposition 2.17 que 'application
canonique

D(PB/p) — Gal(x(F)|x(p))
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est un isomorphisme. Le groupe de droite étant cyclique, engendré par I'automorphisme de
Frobenius
Frobf,v(p) :k(B) = K(P), x> V),

il existe donc un unique élément o dans D(/p) tel que
o(z) = zV®  (mod P)

pour tout z € Op ; on le note (P, L/K) et on I'appelle I’élément de Frobenius en ‘.
Pour tout 7 € Gal(L/K),

(r(B, L/K) = 7(P, L/K)r ™"

donc les éléments de Frobenius associés aux différents diviseurs premiers de p dans Oy, consti-
tuent une classe de conjugaison dans Gal(L|K). Si ce groupe est abélien, alors tous les éléments
de Frobenius associés a p sont égaux et notés (p, L/K).

Proposition 2.20 — Soit n > 1 un nombre entier et soit
X 1 Gal(Q(¢n)|Q) = (Z/nZ)"

lisomorphisme défini par lidentité o((,) = ng(f’) pour tout o € Gal(Q((,)|Q). Considérons un
nombre premier p et écrivons n = p*m avec a = vp(n) et pfm.

(i) Si p|n, alors p est ramifié dans Q((). Chaque diviseur premier de p a pour indice de
ramification e = p®~1(p — 1) et pour degré résiduel 'ordre de p dans (Z/mZ)™.
(ii) Sip1tn, alors p est non ramifié dans Q((,) et

x ((p, Q(¢)/Q)) = p.
(iii) Sipf{n, alors pOqc,) = P1-- Py avec

f(Bi/p) = ordre de p dans (Z/nZ)”* et g= p(n)/f.

Démonstration. Observons tout d’abord que la proposition 2.12 permet d’expliciter la facto-
risation de tout nombre premier p dans Oq,) = Z[¢,] (Proposition 1.21) : si @, = h{' - - - hy’
est la factorisation en produit d’irréductibles de ®,, dans F,[T7], alors

€g

avec P; = (p, fi(Cn)), out fi,..., fg € Z[T] sont des relevements unitaires de hy,. .., hy.

(i) Les diviseurs premiers du discrimiant de Q((,) sont ceux de n (Proposition 1.21), donc
un nombre premier p est ramifié dans Q((,) si et seulement si p|n en vertu du théoréeme 2.14.
Dans ce cas, on déduit du lemme 1.17 la factorisation

o, = 2nT) _ g -y
(pm(Tpa—l)

dans F,[T] et ®,, n’a que des facteurs simples puisque p { m.. Ceci fournit I'indice de ramification
e=p*t(p—1), et le calcul du degré résiduel découle du point (iii) ci-dessous.

(ii) Posons o = (p, Q(¢n)/Q) et choisissons un diviseur premier B de p dans Oq¢,,)- On a
Q7 =0(G) = (mod )

43



donc Q)f(o) et ¢ sont deux racines de ®,, ayant la méme réduction modulo 3. Comme le polynéme
®,, est séparable modulo p puisque p 1 n, ses racines dans x(*3) sont simples et donc (ﬁf(o) =
dans Q((,), c’est-a-dire x (o) = p dans (Z/nZ)™.

(iii) Pour tout diviseur premier B de p dans Oq¢,,),

f(B/p) = Card D(B/p) = ord ((p, Q(¢n)/Q)) = ord (x(p, Q¢n)/Q)) = ord(p).

2.4 La loi de réciprocité quadratique

Soit K un corps de nombres quadratique, donc de la forme K = Q(v/d) avec d un entier

sans facteur carré distinct de 1 et uniquement déterminé par K. On sait que I'anneau O est

engendré par 7 = v/d, de polynéme minimal T? — d, si d = 2,3 (mod 4) et par 7 = 1+2‘/3, de

polynéme minimal f = T2 — T + %d, sid =1 (mod 4). Le discriminant de K coincide avec
celui de f et
D _{ 4d sid=2,3 (mod 4)
K71 d sid=1 (mod 4).
D’apres la proposition 2.12, la factorisation d’un nombre premier p dans O reflete celle de f
dans F[T7.

(Cas p=2)
(i) Sid=2,3 (mod 4), alors f = (T — d)? dans F3[T] et donc 2 est totalement ramifié dans
Ok :

20K = (2,7 — d)*

(ii) Sid =1 (mod 8), alors f = T(T — 1) dans F3[T] et donc 2 est totalement décomposé
dans Oy :
20 = (2,7)- (2,7 —1).

(iii) Si d =5 (mod 8), alors f = T? — T — 1 est irréductible dans Fy[T] et donc 2 est inerte
dans Og.

(Casp > 3)

En écrivant f = T2 — %K (resp. f = (T — %)2 - [{TK) dans Fp[T] si d = 2,3 (mod 4) (resp.

d =1 (mod 4)), il vient :

(i) p est ramifié dans K si et seulement si D = 0 (mod p);

(ii) p est totalement décomposé dans K si et seulement si Dy est un carré non nul modulo
p;

(iii) p est inerte dans K si et seulement si Dg n’est pas un carré modulo p.

Nous sommes ainsi confrontés a deux problemes symétriques naturels : déterminer les entiers

qui sont des carrés modulo un nombre premier donné, et déterminer les nombres premiers modulo
lesquels un entier donné est un carré.

Dans tout ce qui suit, p désigne un nombre premier différent de 2. Pour a € Z, on pose

N={0 s pla

( > 1 si a est un carré non nul modulo p
—1 si a n’est pas un carré modulo p

p

L’application (—) : Z — {—1,0,1} ainsi définie est évidemment p-périodique; on I’appelle le
symbole de Legendre.
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Proposition 2.21 — (i) Pour tout a € Z,

(£) == ontp

p

(ii) Le symbole de Legendre induit un morphisme de groupes F — {—1,1}.

Démonstration. (i) Le morphisme de groupes F) — F .,z x?

1

groupe {—1,1} qui est d’ordre 2, donc son image F, 2 est d’ordre Po=1il y a ainsi % carrés

<17 . . 1
dans F’. Considérons maintenant le morphisme de groupes g : ¥ — FJ,z — x 2 . Comme

a pour noyau le sous-
p—
2

g(z)? = #P~1 = 1 pour tout z, Pimage de g est contenue dans {—1,1} et ker(g) contient F; 2.
Ce morphisme étant non trivial, on en déduit ker(g) = F* et donc

pour tout = € F. O

Remarque — Soit ¢ un nombre premier distinct de p. Le groupe de Galois Gal(Q(,/q)|Q) est

o(v/d)

canoniquement isomorphe a {—1,1} via Uapplication o - Puisqu’il ne divise pas 2q, le

nombre premier p n’est pas ramifié dans Q(./q) et il détermine donc un élément de Frobenius

(p, Q(v9)/Q) dans Gal(Q(y/q)|Q). Si P est un diviseur premier de p dans Oq, /), alors

V& = \/qdans K(P) < (qeF, < qeF;?

donc

(r. Q(va)/Q(Vd) _ <q>
Vd )’

Autrement dit, I"isomorphisme ci-dessus identifie (p, Q(\/q)/Q) et (%).

Théoréme 2.22 (Loi de réciprocité quadratique, Gauss) — Soient p et q deuz nombres
premiers impairs distincts.

M (2) (2) = (n™5

(r=1) . . ) .
(i) (%) =(-1) =3 (Premiére loi complémentaire)

21
(iii) <%) = (-1)"s (Seconde loi complémentaire)
On peut donner une reformulation plus concrete de cet énoncé de la maniere suivante.

Corollaire 2.23 — (i) Si p et q sont deux nombres premiers impairs distincts, alors :

B (%) sip=1 (mod 4) ou g =1 (mod 4)
<§> ) - (%) sip,q =3 (mod 4).

(ii) Sip est premier et impair, alors :
“1\ _f1 sip=1(mod4)
p ) | —1 sip=3(mod4)
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(iii) Sip est premier et impair, alors :

(2) :{ 1 sip=-=+1 (mod 8)

P —1 sip=+3 (mod 8)

Démonstration du théoréme 2.22. Le point (ii) est connu par la proposition 2.21.

(i) et (iii). Fixons deux nombres premiers p et ¢ distincts avec p # 2 (mais on n’exclut pas ¢ = 2).
Considérons le corps de nombres L = Q((,), qui est une extension galoisienne de Q de groupe
de Galois G isomorphe & (Z/pZ)* = F via I'application x définie par o((,) = C;((U). Le groupe
G est cyclique d’ordre p — 1 et H = X_I(F;’2) est son unique sous-groupe d’indice 2; par la
théorie de Galois, K = L est I'unique sous-corps quadratique contenu dans L. Le discriminant
de L étant une puissance de p (Proposition 1.20), p est 'unique nombre premier ramifié dans L
en vertu du théoreme 2.14 et donc p est également 'unique nombre premier pouvant se ramifier
dans K. Toujours en vertu du théoréeme 2.14, on en déduit que |Dg| est une puissance de p,
puis que l'on a

De_dP sip=1 (mod 4)
K= —p sip=3(mod4)

compte-tenu de la forme des discriminants quadratiques. Nous avons ainsi déterminé explicite-
ment le corps K :

D =p* = <> p et donc K = Q(4/p*).
p
Le nombre premier ¢ est non ramifié dans K. En utilisant les proposition 2.18 et 2.20,

q est totalement décomposé dans K <= (¢, (p, Q(()/Q) € Gal(Q(¢p)/K)
& qeF}?

- ()"

Comme p* = 1 (mod 4), on a Ok = Z[7] avec 7 de polyndome minimal f = T2 — T + % et
donc g est totalement décomposé dans K si et seulement si f est scindé sur Fy,.
Supposons g # 2. On a disc(f) = p*, donc f est scindé sur F si et seulement si p* est un

carré dans F, i.e. si et seulement si (%) = 1. On déduit de cette étude le point (i) :

OG- Q-

Supposons maintenant ¢ = 2. Le polynome f est scindé sur Fy si et seulement si == =
0 (mod 2), donc si et seulement si p* = 1 (mod 8). Cette condition équivaut a

p = =+1 (mod 8),

donc

Remarques — (i) Il est possible d’expliciter une racine carrée de p* dans Q((p,). Posons

g e 20 () 5 6)

acFy acF ;2 acF)*? a€Fy

Cp-
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Il vient
ab\ ., €\ a(lte -1 c
i= % (F)ar= (5)aro=(5)e-v+ T n(5)
a,beFy a,ceF) ceFp\{0,—1}

donc, en observant qu’il y a autant de carrés que de non-carrés dans F;,

- (Z)er(3)-(Gpr

(ii) On peut exploiter cette racine carrée afin de donner une autre démonstration de la loi
de réciprocité quadratique :

q
et
a\? , q
g'= ) <) G = <)g (mod ¢Z[Gy)),
T \P p
donc

car g est inversible modulo ¢. On en déduit finalement

(7))
q p
car 2 ¢ qZ[(p] (sinon 2/q appartiendrait & Z[(] N Q = Z...)

La démonstration du théoreme 2.22 repose sur l'inclusion Q(1/p*) C Q((p). Il s’agit d’un cas
particulier du résultat suivant.

Proposition 2.24 — Tout corps de nombres quadratique K est contenu dans le corps cycloto-
mique Q(|py|)-

Démonstration. Ecrivons D = +2™p; - p, = e2™p* ---p* avec ¢ € {—1,1}, m € {0,2} et
P1,--.,pr des nombres premiers impairs distincts. Deux cas de figure sont possibles :

(i) Dk =1 (mod 4), c’est-a-dire m = 0 et € = 1 puisque p} =1 (mod 4);

(i) Dg =0 (mod 4), c’est-a-dire m = 2.

D’apres la démonstration du théoreme 2.22, Q((p,) contient une racine carré de p;. Dans le
premier cas de figure, ceci implique immédiatement /Dy € Q(C‘ DK|)’ Dans le second cas de

figure, on observe que le corps Q(q DK\) contient également (4, qui est une racine carrée de —1,
et donc contient /D . O

Nous concluons cette section en décrivant deux applications de la loi de réciprocité quadra-
tique.

Premiere application : description des nombres premiers p tels que n soit un carré modulo p.

Soit n € Z un nombre entier non nul. Peut-on caractériser les nombres premiers p (ne divisant
pas n) tels que n soit un carré modulo p? En écrivant n sous la forme n = m?d avec d un entier
sans facteur carré, il revient au méme de demander que d soit un carré modulo p. En posant
K =Q(y/n) =Q(Vd),ona D =dsid=1 (mod 4) et Dg = 4d si d = 2,3 (mod 4), donc les

conditions suivantes sont équivalentes pour tout nombre premier impair p ne divisant pas n :
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(i) n est un carré modulo p
(ii) d est un carré modulo p
(iii) 4d est un carré modulo p
(iv) Dk est un carré modulo p
(v) p est décomposé dans K

Ecrivons Dy = e2™p* - - pf avec e € {—1,1}, m € {0,2} et p1,...,p, des nombres premiers
impairs distincts. En vertu de la loi de réciprocité quadratique,

G)-GG)-6)-G)G) ()

et le membre de droite de dépend que des classes de congruences de de p modulo les p] et modulo

4 si e = 1, donc uniquement de la classe de congruence de p modulo D (si e = —1, alors m = 2
et 4‘DK)
Ainsi, il existe des classes de congruences Cy,...,Cp, modulo |Dg| telles que, pour tout

nombre premier impair ne divisant pas n,

n est un carré modulo p < pe CiU...UCy,.

Ezemples (i) Sin = —1, alors K = Q(i) et Dg = —4. Comme

(3w ()

on retrouve le fait bien connu que —1 est un carré modulo p impair si et seulement si p =
1 (mod 4).

(ii) Si n = —3, alors K = Q(v/—3) et Dg = —3 = 3*. Comme

D-R)H-0-0-« @-0-6-

on en déduit que —3 est un carré modulo p impair et distinct de 3 si et seulement si p = 1 (mod 3).

@ @60 (B
B-R0-0- (@)-GIE)-()-E)-
B (-6
B0 (-

On en déduit que —5 est un carré modulo p impair et distinct de 5 si et seulement si p =
1,3,7,9 (mod 20).

et

Deuxiéme application : symbole de Jacobi et test de primalité.
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Pour m,n € Z avec n > 3 impair, on pose

() =11 (%)

=1

oun =py---pr est le décomposition de n en produit de nombres premiers (non nécessairement
distincts). Il s’agit d’un élément de {—1,0,1} appelé symbole de Jacobi de m et n qui a les
propriétés immédiates suivantes :

(7)=0 = weammz1 () =(0) () ()= ()

<ﬂ:‘j> - (Z;) =1 sipged(m,n) = 1.

et

Remarque — Attention! Si n n’est pas premier, alors les conditions (%) =letme (Z/nZ)X’2

ne sont pas équivalentes. Par exemple, si n = pq avec p, ¢ premiers impairs distincts, alors
m

(z)zl — (mEF;’2 etmEF;’2) ou (mgéF;’Q etngF;’Q)

tandis que
m € (Z/nZ*?) < (meF et meF ?).

Proposition 2.25 — Soient m et n deux entiers positifs impairs et premiers entre eut.

. (m—1)(n—1)

O (&) @G =D

.. -1 n—1

(i) (7) =(-1)>

2

2 n”—1

(iii) (5) =(-1)"=

Démonstration. Les membres de gauche de ces égalités sont multiplicatifs en m et n et les
membres de droite le sont aussi (vérification immédiate). La conclusion découle donc du cas

ou m et n sont des nombres premiers impairs, auquel cas cet énoncé est précisément la loi de
réciprocité quadratique (théoreme 2.22). O

On déduit de cette proposition un algorithme efficace pour le calcul des symboles de Jacobi
a l'aide de divisions euclidiennes successives : sim = ng +r avec 0 < r < n et r = 2%’ avec
217!, alors

(™) = <Z>a <’;> = (1) (’;) _ (1)) (%)=
Par exemple,
-G )0

Le symbole de Jacobi permet d’énoncer un critére de primalité.

Proposition 2.26 (Solovay-Strassen, 1977) — Soit n un nombre entier positif impair. Si

(%) =a"T (mod n)
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pour tout entier a premier avec n, alors n est premier.

Démonstration. On vérifie tout d’abord que n est sans facteur carré. S’il existe p premier tel
que n = p?m, alors (1 +mp)? = 1 (mod n) et donc a = 1 + mp est d’ordre p dans (Z/nZ)™.
Comme p{n — 1, il vient "1 # 1 (mod n) et donc

a'T # +1 (mod n).

On vérifie ensuite que n n’a qu'un seul facteur premier. Supposons n = pm avec p premier
et m > 1 non divisible par p. Choisissons un entier u premier avec m tel que (%) = —1. Via le

théoréme chinois des restes, il existe un entier a € (Z/nZ)” tel que

a =1 (mod p) et a=u (mod m).

(3) _ (3) =1 et a2 =1 (mod p),

n m

On a alors

donc

( )ia%l (mod n).

[0
n

Remarques — (i) Puisque
(a) =a'7 (mod p)
p
(proposition 2.21) pour tous nombre premier impair p et tout entier a premier avec p, la propo-
sition précédente fournit bien un critéere de primalité.
(ii) Si n n’est pas premier, alors I'ensemble des a € (Z/nZ)” tels que
a

(—) =" (mod n)

n

est un sous-groupe strict et donc son cardinal est majoré par %cp(n)

L’intérét de la proposition précédente vient de ce qu’elle conduit facilement a un test proba-
biliste de (non) primalité.

Soit en effet n un nombre entier positif et impair donné. Fixons un nombre entier N > 1 et
répétons N fois la procédure suivante :

1. choisir aléatoirement un entier a dans {1,...,n} selon la distribution uniforme ;
2. exécuter le test

a n—1

pged(a,n) =1 et <—) =a 2 (mod n)

n

3. st ce test échoue, alors n est un entier composé et on a terminé ;

4. si ce test réussit, retourner a l’étape 1.

Si n est composé, la probabilité de réussite du test de ’étape 2 est

Card {a €(z2/2)" | (9)= a7 (mod n)}

1
< z0(n) _ 1
n n 2

et une série de IV répétitions indépendante de ce test a donc une probabilité de réussite inférieure
4 27NV, Autrement dit, N répétitions de ce test permettent de détecter un nombre composé avec
une probabilité supérieure & 1 — 27V, Le fait que les symboles de Jacobi puissent se calculer
rapidement par application de la division euclidienne et de la loi de réciprocité quadratique rend
cet algorithme trés performant (voir par exemple le chapitre 5 du Cours d’algébre de Michel
Demazure pour une estimation de sa complexité).

20



o1



Chapitre 3

Groupe des classes et groupe des
unités

3.1 Réseaux

Soit V' un R-espace vectoriel de dimension n > 1.

Définition 3.1 — Un réseau de V' est un sous-groupe discret qui engendre V. comme R-espace
vectoriel.

Ezemples. (i) Le sous-groupe Z™ de R"™ est un réseau. A isomorphisme pres, tous les réseaux de
V sont de cette forme (Proposition 3.2(ii)).

(ii) Le sous-groupe de R? formé des couples (a,b) € Z? tels que a = 2b (mod 3) est un réseau.
C’est en effet un sous-groupe discret puisque contenu dans Z?, et il engendre R? puisqu’il contient
les points (3,0) et (0,3).

(iii) Soit K un corps de nombres. L’'image de O par I'application canonique K — K ®q R
est un réseau. En effet, le choix d’'une Z-base de Ok fournit un isomorphisme K ®qg R ~ R"
identifiant (O ) et Z".

Proposition 3.2 — Soit A un sous-groupe de V. Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) A est un réseau;
(ii) A est engendré par une base de V. ;
(iii) A est discret et V/A est compact.

Démonstration. (i) = (ii). Puisque A engendre V, il existe une base (ey,...,e,) formée
d’éléments de V. Posant B = > [0, 1]e;, nous pouvons écrire

n n
V=B+) Zei et A=ANB+> Ze.
i=1 =1

L’ensemble A N B est fini puisque A est discret dans V, donc le sous-groupe Ag = > ;" | Ze; est
d’indice fini dans A. Posant m = (A : Ag), nous avons obtenu les inclusions

n 1
ZZ@Z' cAC %ZZ@
=1 =1

qui prouvent que A est un groupe abélien libre de rang n. En appliquant le théoreme de la base
adaptée, la seconde inclusion montre qu’il existe des entiers dy, ..., d, tels que A soit engendré
par les vecteurs %617 e %"en.
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(ii) = (iii). Le sous-groupe A est discret, puisque formé des éléments de V' dont les coor-
données dans une base adéquate sont entiere. Il en découle que ’espace topologique quotient
V/A est séparé : si x,y sont deux points de V tels que y —x ¢ A, il existe € > 0 tel que la boule
ouverte B(y —x), ¢) soit disjointe de A et alors B(x,c/3)+ A et B(y,&/3)+ A sont des voisinages
disjoints de x + A et y + A respectivement. Cet espace quotient étant par ailleurs I'image du
compact 2?21[0, 1]e; par la projection canonique, il s’agit d’un espace compact.

(iii) = (i). Soit W le sous-espace vectoriel engendré par A. L’application naturelle V/A —
V/W est continue et surjective, donc V/W est compact ; comme il s’agit d’un espace vectoriel,
cet espace est nul et W =V, O

Supposons que V soit muni d’un produit scalaire ; on dispose alors d’une unique mesure inva-
riante par translation sur V telle que tous les hypercubes construits sur des bases orthonormées
soient de volume 1; on la notera vol. Lorsque V = R" est muni du produit scalaire euclidien
standard, la mesure invariante ainsi normalisée est la mesure de Lebesgue dx; - - - dx,,.

Lemme 3.3 — Soit A C V un réseau et soit (e1,...,e,) une base orthonormée de V. Etant
donnée une Z-base (e1,...,e,) de A,
n
VO] (Z[O, 1]6@) = ]det(ah_._,gn)(el, ey en)|
i=1

et cette quantité ne dépend pas du choix de la Z-base de A.

Démonstration. L’égalité est un cas particulier de la formule de changement de variables : si

A est la matrice des coordonnées des e; dans la base (e1,...,¢e,), alors
vol (Z[o, 1]61-) = vol <Z[0, 1],4@) = |det(A)|vol <Z[0, 1]51-) = |det(A)].
i=1 i=1 i=1

L’indépendance par rapport au choix de la base de A se déduit également de la formule de
changement de variables et du fait que deux Z-bases de A se déduisent I'une de 'autre par un
élément de GL,,(Z). O

Définition 3.4 — Le covolume d’un réseau A dans V est la mesure commune des pavés
construits sur une Z-base de A. C’est un nombre réel strictement positif, noté covol(A).

Proposition 3.5 — Soit A C V un réseau et soit A C A un sous-groupe. Les assertions
suivantes sont équivalentes :

(i) A" est un réseau;
(ii) A’ est d’indice fini dans A.
Si elles sont satisfaites, alors

covol(A") = (A : A")covol(A).

Démonstration. Notons que A’ est un sous-groupe discret de V puisque contenu dans le
sous-groupe discret A.

(i) = (ii). Le groupe quotient A/A’ est le noyau du morphisme canonique V/A" — V/A.
Comme V/A’ est compact, le sous-groupe fermé A/A’ est compact et donc fini puisque discret.

(ii) = (i). Posons m = (A : A’). L’inclusion mA C A’ montre que A’ engendre V sur R et
donc A’ est un réseau dans V.
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Supposons que A’ soit d’indice fini m dans A. En vertu du théoréme de la base adaptée, il
existe une base (e1,...,e,) de A et des entiers dy,...,d, > 1 tels que (dieq,...,dye,) soit une
base de A’. Ona (A: A)=dy---dy et

covol(A") = |det(dyeq, ... ,dnen)| = |di - - - dp||det(eq, ... en)l,

c’est-a-dire
covol(A") = (A : A")covol(A).

(I
Exemple. Considérons le sous-groupe A = {(a,b) € Z*? | a = 2b (mod 3)} de R?. En écrivant

A =%ker (Z* — Z/3Z, (a,b) —~ a—2b),
on obtient (Z? : A) = 3 et donc covol(A) = 3.

Le théoreme suivant est un résultat fondamental pour 1’étude des réseaux. On rappelle qu’'une
partie C' de V est dite conveze si, pour tous v,v" € C et tout ¢ € [0,1], on a tv + (1 —t)v' € C;
elle est dite symétrique si —v € C pour tout v € C.

Théoréme 3.6 (Minkowski) — Soit C' une partie conveze, symétrique et bornée de V et soit
A C V un réseau. Si vol(C) > 2™covol(A), alors C contient un élément non nul de A. Si, de
plus, C' est compacte, alors l'inégalité large suffit.

Démonstration. Posons A" = 2A; c’est un réseau de covolume 2"covol(A). Soit (e, ..., ep)
une Z-base de A’ et posons II' = 37" 1[0, 1]e;. On a

v=JO+1),
AEN

donc
C=|J Ccua+m) = A+@n(C-N))
AEN! AEN!
et
vol(C) < Z vol(I' N (C' = X)).
AEN
Si vol(C) > covol(A’) = vol(Il'), alors les parties II' N (C' — ) ne sont pas disjointes et il

existe donc A\, u € A’ distincts ainsi que v,v’ € C tels que v — A = v/ — . On en déduit que

1 1 p
5(/\—/025(“—”)

est un élément de A appartenant a C.

Supposons maintenant que C' soit de plus compact et que l'on ait covol(A’) < vol(C'). Pour
tout € > 0, posons
C.={veV|Jxel I|lxz—1|<e}.

Il s’agit d’une partie ouverte, bornée, convexe et symétrique telle que vol(C:) > vol(C'). D’apres
le cas précédent, 'ensemble (A \ {0}) N C: est non vide et fini (puisque A est discret). Cet
ensemble décroissant avec €, il est constant pour € suffisamment petit et donc CN(A\{0}) # @.
O

Le théoreme de Minkowski a de nombreuses applications & la théorie des nombres; en voici
une tres classique.
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Application : le théoréme des quatre carrés
Théoréeme 3.7 (Lagrange) — Tout entier positif est la somme de quatre carrés.

Démonstration. L’identité d’Euler

(a® +0* + A+ d*) (u? +v* +w? + %) =
(au + bv + cw + dz)? + (av — bu — cx + dw)? + (aw + bx — cu — dv)? + (ax — bw + cv — du)?
pour tous a, b, c,d,u,v,w,xr € Z montre qu’il suffit d’établir que tout nombre premier p est la
somme de quatre carrés.

Etape 1:—1 est la somme de deux carrés dans F),

C’est évident si p = 2. Pour p > 3, on observe que les deux sous-ensembles de F),
{1+2%|2€F,} et {—y*|yecF,}

sont tous deux de cardinal (p 4+ 1)/2 et donc ne sont pas disjoints.
Considérons deux nombres entiers u, v tels que 1+ u? +v? =0 (mod p).
Etape 2 : construction d’un réseau
Le groupe
A = {(a,b,c,d) € Z" | ¢ = au+ bv (mod p) et d = av — bu (mod p)}
= ker (Z4 — (Z/pZ)*, (a,b,c,d,) — (¢c—au—bv,d—av + bu))

est un réseau dans R* de covolume p?. Pour tout (a,b,c,d) € A,

a® + 02+ A+ d* = a?(1 4+ v +0?) + 03 (1 +u? +0v*) =0 (mod p).

Pour 7 > 0, notons B(r) la boule euclidienne ouverte de centre 0 et de rayon r dans R*; son

2
volume est %r‘*.

E’tape 3 : application du théoreme de Minkowski

La boule B(+/2p) est une partie bornée, convexe et symétrique de volume 272p?. Comme

om2p? 72

I _T oy
24p?2 8

on déduit du théoreme de Minkowski que B(,/2p) contient un élément non nul de A.

Soit (a, b, ¢, d) € ANB(y/2p) non nul. On a a?+b%+c+d? = 0 (mod p) et a®+b%+c%+d? < 2p,
donc
a>+ b0+ +d?=np.

3.2 Finitude du groupe des classes

Soit K un corps de nombres de degré n. On note 3, I’ensemble des plongements réels de K
et on désigne par ¥, un ensemble de représentants des plongements imaginaires de K modulo
conjugaison. On a

Card(X,) = ry,Card(X) =72 et ry + 2ry = n.
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Soit @ le plongement canonique de K dans Pespace vectoriel réel R¥r x C¥c ~ R"™ x C'2,
muni de la structure euclidienne standard.

Proposition 3.8 — (i) L'image de Ok par ® est un réseau de covolume 2772 Dy |'/2.

(ii) Pour tout idéal fractionnaire a de K, l'image de a par ® est un réseau de covolume
2772| D |Y/?N(a).
Démonstration. (i) Posons X, = {o1,...,0., } et 3. = {m,..., 7, }. L’application ® envoie une
Z-base (w1, ...,w,) de Ok sur la famille (®(w1),..., P(wy)) et

01(0.)1) al(wn) al(wl) al(wn)

Ory (.wl) cee Oy (wn) Ory ('wl) coo opy(wn)

det(@ens o) = | TR T | = | Do e
NRe 7',:2 (w1) ... Re TT'2 (wn) Try (.wl) cee Trp(wp)

Jm 7y (wr) ... Jm 7, (wy) Trp(W1) oo Ty (wn)

donc | det(®(wi, . ..,wn)| = 2772|Dg|"2. Ainsi, la famille (®(w1),...,®(w,)) est une base de
R> x C¥¢ et ®(Ok) est un réseau de covolume 2772 | Dy |1/2.

(ii) Soit a un idéal fractionnaire de K. Il existe un entier d > 1 tel que da C Ok et alors
(Ok : da) = N(da) = d"N(a).
En vertu de la proposition 3.5, ®(da) = d®(a) est un réseau de covolume d"N(a)covol(®(Ok)
et donc ®(a) est un réseau de covolume 27"2| D |'/2N(a). O

Remarque. Le point (i) fournit une interprétation géométrique (de la valeur absolue) du dis-
criminant d’un corps de nombres.

Pour R € R0, posons
C(ri,ro; R) = {(x1, ..o, Tryy 21, - oy 2ry) € RTXC™ | |y |4+ o 4 |2y |+ 2|21+ . -+ 2|20, < R}

C’est une partie bornée, convexe et symétrique de volume
)
r2 R"

nl’

™

vol(C(r1,m2; R)) = 2™ <§>

Ce dernier point se démontrer par récurrence sur n = r{ + 2rs.

(a) Initialisation

2 2
vol(C(1,0:R)) = 2R et vol(C(0,1: R)) = 7 (f) - g%
(b) Passage de r1 ar + 1
R
vol(C(r1 + 1,72, R)) = / vol(C'(ry,re; R — |t])) dt
-R
— 2T'1+1 m\"2 R R —t)"n! dt
= (3) /0 (B —1)"n!
it (2" i
2/ (n+1)!
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(b’) Passage de ro a1y + 1

dzdz

vol(C(r1,m2 + 13 R)) = / vol(C(r1,r2; R — 2|2])
2€C,|z|<R/2

2 rR/2 L T\T2 (R72p)n
- /0 /0 2 (5) o
R n
e A _pitdt
= 2m2 (2) /0 (R=1757
ro+1 n+1 n+2 R
_ 27"1(1)2 Rt ot
2 D) (nt2m

ry  RUH2
=2 <7T)2(f+2)!'

2

Théoréme 3.9 (Minkowski) — Soit K un corps de nombres de degré n. Soit r1 le nombre de
plongements réels de K et soit 2ry le nombre de plongements complexes (non réels) de K. Tout
idéal fractionnaire a de K contient un élément non nul a tel que

IN(a)| < n (4)T2 |Dg|'/?N(a).

n" \mw

Démonstration. D’apres la proposition 3.8, ®(a) est un réseau de R> x C>¢ de covolume
27"2| D |/?N(a). En vertu du calcul qui précede,

vol(C(r1,m2; R)) 2M2 22 RN (77)7“2 R"

2ncovol(®(a))  nl2rit2r22-72| Dy |1/2N(a) 4)  nl|Dk|'/2N(a)’
Par ailleurs, si x € K et ®(z) = (z1,...,%r, 21,..., 2r,), alors
1
IN(@)| = [a1] - an |21 - |2 * < (el ez | 20z 4 202 ))"

(inégalité arithmético-géométrique), donc N(z) < R"/n"™ si ®(x) € C(ry,re; R). En vertu du
second cas du théoreme 3.6, il existe donc un élément non nul a de a tel que

4\ n!
N@l< (1) 21Dk N,

s

L’expression

n! 4\
et (o

n" \mw

est la constante de Minkowsk: de K.

Corollaire 3.10 — Soit K un corps de nombres de degré n.
(i) Chaque classe d’idéauz contient un idéal de norme inférieure a My .
(ii) Le groupe Cl(Ok) est fini.

(iii) On a la minoration

n" o2 2
> — (= >
Dx| > <n! (4) ) -

En particulier, |Dg| > 1 si K # Q.

NS
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Démonstration. (i) Considérons une classe ¢ € Cl(Ok) et un idéal a C O appartenant a ¢~ 1.

D’apres le théoreme précédent, il existe un élément non nul = de a tel que |N(z)| < MgN(a).
L’idéal za~! est entier, appartient & c et sa norme est inférieure & M.

(ii) II n’existe qu’un nombre fini d’idéaux dans Ok de norme bornée (Proposition 2.11, (ii)),
donc la conclusion découle immédiatement du point précédent.

(iii) Appliquant le théoréme précédent a 'idéal trivial O, on obtient I’existence d’un élément
non nul x de Ok tel que |N(z)| < Mg. Comme |N(z)| est un nombre entier strictement positif,

on en déduit My > 1 et donc
2
n' T2
> (53
Dl (n! 4 )

En outre, en utilisant la minoration Lipn > on=lp) pour tout n > 1, il vient

T n/2 1/2
() <) =)
™ nn ™ s
et donc |Dg| > n"/4. O

Le cardinal du groupe Cl(Of) est appelé le nombre de classes du corps de nombres K et est
noté hy. Le groupe Cl(Ok) est engendré par les idéaux premiers de norme inférieure & M.

Corollaire 3.11 — Si K est un corps de nombres de degré > 1, alors il existe un nombre
premier qui se ramifie dans K.

Démonstration. On a |Dg| > 1 d’apres le corollaire précédent et tout diviseur premier de
|Dk| se ramifie dans K en vertu du théoreme 2.14. |

Les résultats précédents fournissent une méthode de calcul du groupe Cl(Ok) :

1) déterminer tous les idéaux premiers de Ok de norme inférieure & My en factorisant
les nombres premiers inférieurs & Mg ; on obtient ainsi un ensemble de générateurs du
groupe Cl(Ok);

2) déterminer les relations entre ces générateurs en factorisant des éléments de Ok dont la
norme est un produit de nombres premiers inférieurs a M.

En pratique, ces calculs ne sont envisageables que pour un corps de nombres de petit degré

et petit discriminant...

Ezemples de calcul du groupe Cl(Ok )
(i) K =Q(a) avec a® —a —1=0.
Posons f = T3 —T — 1. On a Dg = —N(f’(a)) = —23, donc 71 =r9 = 1 car r; > 1 et
(=1)" = —1. On en déduit

B \x

31 /4
My = <) V23 ~1,36 < 2.

Chaque classe dans Cl(Og ) contient un idéal entier de norme inférieure a 1, donc contient
Ok. Ainsi, Cl(Ok) = {1} et 'anneau Ok est principal.

(ii) K = Q(v/—65), Ok = Z[V/—65] ~ Z[T]/(T? + 65).

1. Si l'on pose an = n™/nl, alors anyi/an = (14 )" = enin(F1/n) 5 o1=1/20 done anii/an > 2 et
an > 2" 2%qy =271 pour tout n > 2. Comme par ailleurs a; = 1, on obtient a, > on—1 pour tout n > 1.
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On a D = —4 x 65, donc

MK:;G)\/W:;‘:\/&:N,26<11
et le groupe Cl(Of) est ainsi engendré par les idéaux premiers de norme inférieure a 10.
En utilisant la proposition 2.12, il vient :
(2) = p3, avec pa = (2,1 + /—65)
(3) = paps avec p3 = (3,1 +/—65) et p§ = (3, —1 + /—65) ~ p3 "
(5) = p2, avec p5 = (5,/—65)
(7)

7) est premier, car
05N _ (Y (T2 (2) 2
7 ) \7) \5) \5/

Le groupe Cl(Ok) est donc engendré par pa, p3 et ps.

Nous avons déja obtenu les relations p3 ~ p5 ~ 1. Nous allons maintenant chercher & en
établir d’autres en calculant la norme de quelques éléments de Og.

Comme N(4++/—65) = 81 = 3%, nous pouvons écrire (4 +/—65) = p%pgb avec a+b = 4.
On observe que 4 4 /—65 n’appartient pas & p4 (cet idéal contiendrait sinon le nombre
premier 5), donc b = 0 et a = 4. On en déduit la relation :

pa~ 1.

On a N(5++/—65) =90 =2-32-5 et 5+ +/—65 ¢ p3 (sinon 4 € p3), donc (5 + /—65) =
p2pg2p5 et ps ~ paps 2. On en déduit que Cl(Of) est engendré par ps et p3, vérifiant les
relations

p3 ~pi~ 1.

Si p3 ~ 1, alors p3 = (z + y/—65) avec z,y € Z et 2% + 65y*> = N(p3)? = 9, donc
(z,y) = (£3,0) et p3 = (3) = p3p;’; comme pj # p3, ceci est exclu.

Vérifions enfin que (la classe de) pa n’appartient pas au sous-groupe engendré par (la
classe de) ps. Supposons qu’il existe ¢ € {0, 1,2,3} tel que py ~ pé, c’est-a-dire tel que
pé = xpy avec x € K*. Si d € Z>; est un dénominateur de z, on en déduit I'identité

d? - 3" = N(dz) - 2

dans Z (prendre les normes), ce qui est absurde du point de vue de la valuation 2-adique.

Au final, nous sommes donc parvenus & expliciter le groupe Cl(Ok) :

(iii) K = Q((s), Ok = Z[Cs] ~ Z[T]/(®Pg), avec g = T* + 1. On a Dy = 28 = 256, donc

40 (4\? 41

Mg =—1|—] V256 =— ~2/42 < 3.
44 \ & w2

Le groupe Cl(Ok) est engendré par les idéaux premiers de norme 2.

On a (2) = p; avec p = (2,1 + (s). Comme 1 + (g divise 2 dans Z[(g] en evertu de

lidentité N(1 + (g) = Pg(—1) = 2, I'idéal py est principal. On en déduit que le groupe

Cl(Z[(g]) est trivial et donc que 'anneau Z[(g| est principal.
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3.3 Formes quadratiques binaires et groupes des classes

Gauss a mis en évidence un lien remarquable entre les idéaux fractionnaires d’un corps
quadratique et les formes quadratiques binaires & coefficients entiers, ce qui fournit une méthode
puissante d’étude du groupe des classes des corps quadratiques.

Définition 3.12 — Un discriminant fondamental est un nombre entier D qui est le discriminant
d’un corps quadratique.

On caractérise aisément les discriminants fondamentaux : ce sont les nombres entiers D
distincts de 1 et tels que

D=1 (mod4) et D estsans facteur carré

ou
D =0 (mod4) et D/4 estsans facteur carré et D/4 = 2,3 (mod 4).

Une forme quadratique binaire est une application de la forme
q:2Z2 > Z, (x,y) = ax® + bry + cy?
avec a, b, c € Z. Les entiers a, b et ¢ sont uniquement déterminés par q :
a=¢q(1,0), c=¢q(0,1) et a+b+c=q(1,1).

On note souvent (a, b, ¢) la forme ¢ ainsi définie. La forme (a, b, ¢) est dite primitive si pged(a, b, c) =
1.

Le discriminant de q est I'entier
disc(q) = b* — 4ac.

Ezercice — Vérifier que le discriminant d’une forme binaire non nulle g s’écrit toujours sous la
forme

disc(q) = Do f?,
ou f est un nombre entier strictement positif et Dy est un discriminant fondamental.
On dit qu'une forme g représente un entier n s'il existe (z,y) € Z2\{(0,0)} tel que q(z,y) = n.
On dit que q représente primitivement n si 'on peut de plus choisir x et y premiers entre eux.

Si g est une forme quadratique binaire et M € My(Z), alors 'application
2’ = Z, (x,y)— ql(z.y) ‘M)

est encore une forme quadratique binaire, notée g - M. Deux formes q1, g2 sont équivalentes s’il
existe P € GLy(Z) tel que g2 = ¢1 - P; on note alors ¢; ~ ¢o. Ces formes sont dites proprement
équivalentes 8’1l existe P € SLy(Z) tel que g2 = g1 - P; on note alors q; < go.

Remarques — (i) Comme disc(q - M) = (det M)?disq(q) pour tout M € Mz (Z), deux formes
équivalentes ont le méme discriminant.

(ii) Deux formes équivalentes ¢ et ¢’ représentent les mémes entiers; plus précisément, les
ensembles ¢~ ({m}) et ¢ '({m}) sont en bijection pour tout entier m € Z.

(iii) Si ¢ est une forme primitive et ¢’ ~ ¢, alors ¢’ est primitive (exercice).
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Lemme 3.13 (Equivalence élémentaire) — Pour tous a,b,c € Z, on a

(a,b,c) ~ (a,—b,c)

et
(a,b,¢c) % (¢, —b,a) X (a,b+2a,c+b+a) ¥ (a,b—2a,c—b+a)
Démonstration. On vérifie immédiatement les identités
1 0
(G,b,C) ’ < 0 —1 ) - (a,—b,c)
et

0 -1 11
(a,b,C)'<1 0 >(Cv_b7a)7 (G’?bac)'(o 1>(a,b+2a,a+b+c).

O

Remarque — Le groupe SLy(Z) étant engendré par les matrices < (1] 1 > et < [1) _01 >,

I’équivalence propre est engendrée par les équivalences élémentaires. Il en va de méme pour
I’équivalence puis le groupe GLy(Z) est engendré par SLy(Z) et la matrice

(0 2)

Lemme 3.14 — Soit q¢ une forme de discriminant D.
(i) q représente O si et seulement si D est un carré.
(ii) Tous les entiers représentés par q sont de méme signe si et seulement si D < 0.
Démonstration. Soit ¢ = (a, b, c).

Si a = 0, alors ¢ représente 0 et D = b?; de plus, q(z,y) = bxy + cy? est de signe constant
si et seulement si b = 0, donc si et seulement si D < 0.

Supposons maintenant a # 0. En écrivant

dagq(z,y) = (2az + by)* — Dy*

On observe que q représente 0 si et seulement si D est un carré dans Q, donc dans Z. Si D < 0,
alors g(z,y) est du signe de a pour tout (z,y) € Z?; réciproquement, si ¢ est de signe constant,
alors D est nécessairement négatif puisque

q(1,0) =a et q(b,—2a) = —aD.
(I

Définition 3.15 — Soit D un discriminant fondamental et soit K = Q(v/D) lunique corps
quadratique de discriminant D.
(i) On désigne par F(D) l’ensemble des formes quadratiques binaires de discriminant D.
Si D < 0, on désigne par F+ (D) le sous-ensemble de F(D) formé des formes définies
positives, c’est-a-dire les formes (a,b,c) telles que a > 0.
(ii) Posons CI(D) = Cl(Ok). Si D > 0, on désigne par C1T(D) le groupe des classes au sens
restreint : il s’agit du quotient du groupe I(K) des idéaux fractionnaires de O par le
sous-groupe P (K) des idéaux principauz engendrés par les éléments de norme positive.
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Etant donné un corps quadratique K, nous poserons

DTK si Dg =0 (mod 4)
(8 g
B 25 6 Dy =1 (mod 4).

Nous utiliserons la description suivante des idéaux de K.

Lemme 3.16 — Soit K un corps quadratique. Tout idéal non nul a de Ok s’écrit de maniére
unique sous la forme
a=Z+ (b+cak)Z

avec a € Z>1, 0 < b < a, ¢ >0 et cla, c|b. L’entier a est le plus petit entier positif contenu dans
a et ac = N(a).

Démonstration. L’anneau quotient Ok /a étant fini, le noyau du morphisme canonique Z —
Ok /a est un idéal non nul, engendré par un nombre entier a > 1 et a|N(a) = (Og : a). Le
groupe a/Za est libre de rang 1, donc il existe b € Z et ¢ € Z~¢ tels que

a=Za+ (b+ cak)Z.

On peut bien évidemment supposer b dans {0, ...,a — 1}. La condition aag € a implique c|a et,
comme o3 € Z + ag, la condition af (b + cak) € a implique c|b+ ¢, donc ¢[b. On a enfin

N(a) = (O : a) = [det( o) (a,b+ cax)| = |ac| = ac.
L’unicité de a et ¢ est manifeste; celle de b s’en déduit immédiatement. O
Il est plus commode de traiter séparément les discriminants positifs et négatifs.

1) Le cas D < 0.

Soit § le demi-plan supérieur, formé des nombres complexes de partie imaginaire strictement
positive. On définit une action (a gauche) de SLa(Z) sur $) en posant

« BY . _oz+p
v 4 Z_yz—{—6

€ SLy(Z). 11 est utile d’observer que Iaction des

pour tout z € § et toute matrice

générateurs standard de SLa(Z) :

11 0 -1 1
(0 1>~z—z+1 et (1 0 >~z——z.

Ezercice — Vérifier que l'on a effectivement défini une action a gauche de SLa(Z) sur §.

Convenons de désigner par v D la racine carrée de D dans C de partie imaginaire positive.
Etant donné une forme quadratique binaire g = (a,b,c) € F+(D), posons

—~b++vD

7(q) = 90
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C’est un élément de $ tel que, pour tout (z,y) € Z2,

ax? + bxy + cy?

b c
= a <:c2 + —xy + y2>
a a

= alzx —71(qQ)y)(x — 7(q)y)

q(z,y)

Lemme 3.17 — Pour toute forme quadratique binaire ¢ € F (D) et toute matrice M € SLy(Z),

T(q-M)=M""-7(q).

Démonstration. 11 suffit de vérifier cette identité pour des générateurs de SLa(Z). Posant

0 -1 11 I
S—<1 0 )etT—(O 1),1]V1ent

e et —b—22(2+\/5 =7(q) —1=T""-7(q)
ainsi que .
((a,b,¢) - §) = 7((¢, b, a)) = : +2c -
et
Sor(q) = 20 _2004VD) _2(+VD) _b+vVD _ gy )

b—VD b2 - D 4ac 2c

Lemme 3.18 — Soit g = (a,b,c) € F(D). Le sous-groupe a = Za + Zat(q) de K est un idéal
fractionnaire de norme a et

o(z,y) = N(la)NK/Q@a — yar(q)).

Démonstration. L’anneau O est un Z-module libre de base (1, ax), ou

@ si D=0 (mod 4)
A — \/5 .
VD i D=1 (mod 4).

Si D =0 (mod 4), alors b> = D + 4ac = 0 (mod 4), donc 2|b et

—b D
aT(q):2+\2F€Z—|—aK.

Si D =1 (mod 4), alors b> = D + 4ac = 1 (mod 4), donc 21 b et

_b+1+1+\/ﬁ

Z .
5 5 € L+ ok

at(q) =
On en déduit

aag € ar(q) +aZ Ca et ar(q)ak € (at(q))* + ar(q)Z = ac + at(q)Z C a,
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ce qui prouve que a est un idéal de Og. On a

N(a) = (Ok : a) = |det(1 ) (@, a7(q))| =

=a

a *
0 1

et, pour tout (z,y) € Z2,

1 1 — —

WNK/Q($Q —yar(q)) = —(za —yar(q))(za — yar(q)) = a(z — 7(g)y)(z — 7(0)y) = a(z,y).

Le lemme précédent nous permet de définir I'application

¢: F(D)— 1K), q=(a,b,c)— Za+ Zat(q).

Posant comme précédemment 1" = < L1 > et § = ( 0 _01 >, on déduit du lemme 3.17 les

0 1 1
identités
®(q-T) = Za+Za(7(q) — 1) = (q)
et
O(q-S) = Zc — z% - %(q) (Zat(q) + Za) = %@(q},

donc ¢ induit par passage au quotient une application
¢ : FT(D)/SLy(Z) — CI(D).
Partons maintenant d’un idéal fractionnaire a dans K. Il s’agit d’'un Z-module de rang 2

dont on peut choisir une base (w1,ws) directe relativement a lorientation de K définie par la
base (1, ax). Posons

Quor oo (T, ) = Nza)NK/Q(ifwl — Yuwy) = 1\1ch (N(w1)2? + (w1@2 — Tiwa)zy + N(wa)y?) .
On a
N(a)[N(w)

pour tout u € a puisqu’alors (u) = ab avec b = (u)a=! C O et
IN(u)| = N(a)N(b) € N(a)Z
donc gy, w, est une forme quadratique binaire définie positive. On a

Qzwi 2w = qu,wo

pour tout z € K car Ng,q(2) = N((2)) par positivité de la norme, donc nous pouvons supposer
a C Ok pour calculer le discriminant de g, . Sous cette hypothese, si 'on désigne par M la
matrice des coordonnées de (w1, —w2) dans la base (1, —ax) de Ok, il vient

Qoror () = N(lwa,%((x,y) ‘A),

donc
disc(Guy wy) = N(a)_Qdet(M)2disc(q17aK) = disc(q1,ax )
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puisque |det(M)| = (Ok : a) = N(a) ; finalement, puisque

2% — Dy? si D= (mod 4)

q1,aK($,y) = NK/Q(x_aKy) = (x_O‘Ky)(:U_O‘Ky) = { 72 — Ty + %yQ siD=1 (mod 4)

est une forme de discriminant D, nous obtenons
disc(quy we) = D.

Si (w],w}) est une autre Z-base directe de a, alors

Q! wh = Qur,we M
avec M = Maty, _y,)(w], —wy) € SLa(Z).
Ce qui précede nous permet de définir une application

Y : CI(D) — FH(D).

Théoreme 3.19 — Les applications ¢ et 1 sont des bijections réciproques.

Démonstration. Soit ¢ = (a,b,c) € FT(D). La Z-base (a,at(q)) de l'idéal fractionnaire
®(q) = Za + Zat(q) est directe et
1
q(z,y) = WNK/Q(WZ —yat(q))
pour tout (x,y) € Z, donc ¥(p(q)) = q dans FH (D).

Considérons réciproquement un idéal a de O, que 'on peut écrire sous la forme a = Za +
Z(b+ cak) avec a € Z~1, b€ {0,...,a — 1}, ¢ € Z~y, et cla,c|b (lemme 3.16). On a

a:c<ZZ+Z<(i+aK>y>

b 2/etVD i P =0 (mod 4)
c TR w si D=1 (mod 4)

donc a = ¢ ®(q), avec
[ (a/e,—2b/c, (4b* — Dc?) /4ac) si D =0 (mod 4)
4= { q=(a/c,—2b/c+1,(4b? — 4bc + (1 — D)c?)/4ac) si D =1 (mod 4).
et
p(Y(a)) =a
dans C1(D). O

Remarque — Les bijections du théoréeme précédent associent a la classe triviale dans Cl(D) la
classe d’équivalence propre de la forme quadratique binaire

z? — Dy? si D = 0(mod 4)

Aok (7,y) = Ng/q(z —yax) = { 2 — xy + %gﬂ si D = 1(mod 4).

appelée forme principale de discriminant D.

Définition 3.20 — Une forme quadratique binaire définie positive (a,b,c) de discriminant D
est dite réduite si |b| < a < ¢ et si de plus b > 0 lorsque 'une des deux inégalités est une égalité.

Proposition 3.21 — (i) Chaque classe d’équivalence propre de formes quadratiques binaires
définies positives de discriminant D contient une unique forme réduite.
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(i) Il n’y a qu’un nombre fini de formes réduites dans FT (D).
(iii) Le nombre de classes du corps quadratique imaginaire Q(v/D) est égal au nombre de
formes réduites de discriminant D.

Démonstration. (i) Soit ¢ = (a,b,c) € FT(D). Si ¢ < a, alors ¢ & (a/,b/,¢) = (¢,—b,a) et
ld'| + || = |b] + |¢| < |a|] + |b|. Si b ¢] —|al,|al], alors ¢ & (a’,V/, ') = (a,b+ 2a,c+ a £ b) et
la’| + |b| < |a| + |b]. En particulier, si 'on choisit ¢ dans sa classe d’équivalence propre telle que
le nombre entier positif |a| 4 |b| soit minimal, alors g est réduite.
Supposons maintenant que g = (a, b, ¢) soit réduite. On a g(z,0) = ax?® > a (avec égalité ssi
x = =+1),
daq(x,£1) = (2ax £ b)2 — D > b? — D = 4dac, donc q(x,£1) > ¢

(avec égalité ssi x(ax £b) =0, i.e. x =0 ou (z,y) = £(1,—1) si b = |a]) et
4aq(x,y) = (2ax + by)? — Dy* > —Dy* > —4D, donc aq(z,y) > —D > 3ac et g(x,y) > ¢

pour tous = € Z et y € Z avec |y| > 2. Ainsi, a est le plus petit entier non nul représenté par
q et, si a < ¢, alors ¢ est la deuxieme plus petite valeur non nulle de ¢. En outre, ’équation
q(z,y) = a a exactement

- deux solutions £(1,0) si a < c¢;

- quatre solutions +(1,0),+(0,1) si a = ¢ > |b|;

- six solutions £(1,0),£(0,1),+(1,—-1) sia = ¢ = |b|.
De méme, si a < ¢, ’équation ¢(z,y) = ¢ a exactement

- deux solutions (0, 1) si |b] < a;

- quatre solutions +(0, 1), £(1, —1) si |b| = a.

Considérons deux formes réduites proprement équivalentes ¢ = (a,b,¢) et ¢ = (d’, b, ),

avec ¢ = q- M, M € SLy(Z). Ces formes représentent les mémes entiers le méme nombre de
fois, donc a’ = a.

Si a < ¢, alors (1,0) tM = £(1,0) et donc M = i(é ql ) On a de méme o’ < ¢ et
d =c¢ doncm=0etd =bsilb <a.Silb|=a,alors |b| =d’ et donc b = b car b'* = b? et

B.b>0.
Si a = ¢, alors a’ = ¢ puisque I'équation ¢'(z,y) = @’ admet alors au moins quatre solutions
et donc ¢ = c. On en déduit ¥'% = b2, donc ¥ = b puisque ', b > 0.

(ii) Si ¢ = (a, b, ¢) est une forme réduite de discriminant D, alors 4a? < 4ac = b*—~D < a®—D,
donc

2
bl <a</|D|/3 etc=b>—D)/da <2 Dgg.
4 3

iii) C’est une conséquence immeédiate du théoreme 3.19 et des deux précédentes assertions.
q p
[l

Remarques — (i) Jointe au théoreme 3.19, les deux premieres assertions de cette proposition
fournissent une nouvelle démonstration de la finitude du groupe des classes d’un corps quadra-
tique imaginaire.

(ii) Le sous-espace
1

D:{z€53| 3

1 1
éiﬁe(z)<§et |z|>1}U{z€YJ| —§<9%e(z)<0 et |z|:1}
est un domaine fondamental pour action de SLo(Z) : chaque orbite rencontre D en exactement

un point. Dire qu'une forme quadratique binaire définie négative ¢ est réduite équivaut a dire
que le nombre complexe 7(q) appartient a D.

66



La proposition précédente fournit une méthode de calcul du nombre de classes du corps
quadratique imaginaire Q(\/E) : il suffit de compter les formes réduites de discriminant D. En
écrivant explicitement les idéaux fractionnaires associés a ces dernieres, nous pouvons également
en déduire des générateurs du groupe des classes.

Ezemples. (i) D = —20

Toute forme réduite (a,b, c) de discriminant —20 est telle que a < \/m < 3.

Sia=1,alors —1 < b <1et2lb, donc b =0 et ¢ = 5. Nous avons obtenu la forme réduite
a1 = (1,0,5).

Sia=2,alors —2 < b < 2 et 2|b, donc b € {0,2}. Comme b? — 8¢ = —20, on obtient b = 2

et ¢ = 3, ce qui nous fournit la seconde forme réduite g = (2,2, 3).

Le groupe des classes du corps quadratique imaginaire est donc d’ordre 2. Les idéaux associés

a g1 et go sont
14++v/-5
®(q) =Z+Z——— =0Oq(y=3)

et
®(q2) = 22+ Z(—1 + V=5).

Le premier définit la classe triviale, le second fournit un générateur du groupe des classes.

(i) D = —11

Les formes réduites de discriminant —11 sont telles que a < v/1633 < 8. En calculant b +163
pour b € {0,...,7}, on observe que ce nombre n’est divisible par 4 que si b € {1,3,5,7} et alors
(b? +163)/4 est premier. Cela impose a = 1, donc b = 1 et ¢ = 41; il n’y a donc qu’une seule
forme réduite de discriminant —163. On en déduit que 'anneau Z [Hi V2_163’} est principal.

(iii) D = —23

Considérons les idéaux a = (3, — 1) et b = (13, — 4) avec a = 1+V2723.

La forme quadratique binaire associée & a muni de la base (3, «) est

1 1
@3,0-1(7,y) = gN(?’x —ay) = 5(9902 — 3xy + 6y°) = 32% — xy + 27,

donc ¢ = gz o—1 = (3,—1,2).

La forme quadratique binaire associée & b muni de la base (13, + 4) est

1 1
@13,0+4(7,y) = SN2 — (o + 4)y) = 15((13)°%2° = (13 x 9)zy + 26y”) = 132" — 9y + 2,

donc ¢’ = 13,044 = (13,-9,2).

On réduit aisément les formes ¢ et ¢’ :
¢=(3,-1,2) ¢ (2,1,3)

et
¢ = (13,-9,2) £ (2,9,13) £ (2,5,6) L (2,1,3),

donc g et ¢’ sont proprement équivalentes. On en déduit que les idéaux a et b définissent la
meéme classe dans Cl(—23). Il est facile de voir qu’il existe exactement trois formes réduites de
discriminant —23 (a savoir (2,1, 3), (2,—1,3) et (1,1,6)), donc

Cl(—23) ~ Z/3Z.
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2) Le cas D >0

Comme toujours, on désigne par v/D la racine carrée positive de D dans R. La forme qua-
dratique binaire Nx/q (z + yak) étant de discriminant D > 0, elle prend des valeurs positives
et négatives; en particulier, nous pouvons fixer un élément A de O tel que N Kx/Q(A) <0.

Le groupe SLa(Z) opere sur R\ Q via
a B N B
v 4 R

Etant donnée une forme binaire ¢ = (a,b,¢) € F(D), posons encore 7(g) =

—b+vD
2a et

®(q) = X (Za + Z7(q))

avec €(a) = (1 —sgn(a))/2. On vérifie comme précédemment qu’il s’agit d’un idéal de Ok de
norme NK/Q()\)E(“)a et tel que

q(z,y) = Ng/q ($a)\€(a) - yT(Q))\s(a)>

N(®(q))

pour tout (x,y) € Z2.
Composée par la projection canonique de I(K) sur C17 (D), I'application ® induit une ap-
plication
¢ : FT(D)— CIt(D)
en vertu des identités
P(q-T) = ®(q)

et
(- S) = \O—=<@_C g
(q-5) @ (9)

et ¢ ne dépend pas du choix de .

Réciproquement, si a est un idéal fractionnaire de O muni d’une base (wi,ws) directe par

rapport a (1, ag), alors
1
Qo w2 (T, Y) = WNK/Q(JCWI — Ywa)

est une forme binaire de discriminant D (méme vérification que précédemment). On a

_ / /
Q! wh = Qui,we Mat(m,—u&)(wl? —wy)

si (w],wh) est une autre base directe de a et
Qawy,zwy = Sgn(NK/Q<z))qcu1,w2

pour tout z € K*, donc nous obtenons par passage au quotient une application

¥ : CIT(D) — F(D)/SLy(Z).

Théoréme 3.22 — Les applications @ et ¢ sont des bijections réciproques.

Démonstration. Identique a celle du théoreme 3.19. U
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On démontre comme dans le cas imaginaire que chaque classe d’équivalence propre dans
F(D) contient au moins une forme ¢ = (a, b, c) telle que

b < la] < ¢

et qu'il n’existe qu’un nombre fini de telles formes dans F(D) puisqu’alors |b| < |a| < /D/3.
On en déduit que le groupe C1T (D) est fini, et donc également le groupe Cl(Oq( \/5)) qui en est
un quotient. Cependant, il n’y a en général pas unicité de la forme « réduite > dans une classe
d’équivalence propre donnée et la situation est donc plus compliquée que dans le cas imaginaire.
Pour plus de détails, on pourra consulter le chapitre 5 de [1].

3.4 Le groupe des unités d’un corps de nombres

Soit K un corps de nombres. Le groupe des unités de K est le groupe O des éléments
inversibles de O ; il est formé des éléments x € Ok tels que !N K/Q (x)| = 1. L’objectif principal
de cette section est 1’élucidation de la structure de ce groupe.

Théoréme 3.23 (Dirichlet) — Soit K un corps de nombres ayant r1 plongements réels et ro
paires de plongements complexes non réels conjugués.

Le groupe O des de type fini. Son sous groupe de torsion u(K) est fini et cyclique, formé
des racines de Uunité dans K, et le groupe Oy /u(K) est libre de rang r = ri +ro — 1. Il existe

donc r unités multiplicativement indépendantes 1, ..., e, telles que
X Z V4
O =p(K) xet -...- g
Notons o1, ...,0,, les plongements réels de K et oy 41,041, -, Or +res Ori+r5 S€s plonge-

ments complexes non réels. On sait que I’application
P: K —->R &C™

identifie O & un réseau du R-espace vectoriel V = R @ C"?, de covolume 22| Dg|'/2. Soit
N : V — R lapplication définie par

N(Z1y ooy Ty 21y e ey Zry) = T1 e Ty 2121 « - - Zrg Zrg-

On a N o ® = Ng/q et le sous-ensemble G = {v € V | [N(v)| = 1} est un sous-groupe de
V¥ = (R*)™ x (C*)™ contenant ®(OF).

Proposition 3.24 — (i) Pour chaque entier k > 1, les a € Ok tels que [Nk q(a)| = k se
répartissent en un nombre fini d’orbites sous Oj.

(ii) Le groupe G/®(Oj) est compact pour la topologie quotient.
Démonstration. (i) Si ‘NK/Q(G)‘ =k, alors (Ok : aOk) = k et donc kOg C aOk C Ok.

L’anneau O /kOf étant fini, il n’existe qu’un nombre fini d’idéaux principaux a1 Ok, . . ., 4, Ok
contenant kOg. Si a est un élément de Ok tel que }NK/Q(a)} = k, alors il existe un indice
i€ {1,...,m} tel que aOx = a;Ok et donc a = a;e avec € € OF.

(i) Comme ®(Ofk) est une partie discrete de V, le sous-espace (O ) est également dis-

cret, donc fermé, et le quotient G/®(Oj ) est par conséquent séparé. Fixons une partie convexe
compacte et symétrique C dans V volume > 2" 2"2covol(®(Of)). Pour tout g € G, la multipli-
cation par g est un automorphisme linéaire de V' de déterminant +1, donc g~'C est une partie
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convexe compacte et symétrique de méme volume que C. En vertu du théoreme de Minkowski,
il existe donc a dans Ok \ {0} tel que ®(a) € g~1C.

On a [Ng/q(a)| = [N(®(a))| € [N(g7*C)| = [N(C)| et [N(C)| est une partie bornée de
R puisque C est compact ; comme N /q est a valeurs entieres sur O, }N K/Q(a)} parcourt un

ensemble fini. En vertu du point (i), il existe donc une partie finie 7 de Ok \ {0} telle que chaque

partie g~1C rencontre ®(FOF), ou encore telle que chaque partie g®(O) rencontre

C=|Je@'c
a€eF

Le sous-espace C de V est compact, donc G NC Dest également puis G est fermé dans V. L’espace
topologique G/®(Oj ) est séparé et image continue d’un compact, donc il est compact. [l

Démonstration du théoréeme 3.23.

Considérons 'application
L:V* R (1, 20,21, 20) = (log|x1], ... log |2, ], 21log |21], - - ., 210g |20, |).

C’est un homomorphisme de groupes continu et surjectif tel que G = L~'(H), ou

r1+72

H = {(yl’ Tt vyT1+7“2) € R | Z Yi = O}
=1

(a) L’image du sous-groupe ®(Oj) de G est un réseau dans H.

Tout d’abord, L(®(O)) est une partie discrete de H car, pour tout nombre réel R > 0,
I’ensemble

{a € OF | |oi(a)] < eff pour 1 < i <y, |oi(a)| < e pour r +1 < i <ri4ro}
est fini car contenu dans ’ensemble
{v e POk | |vi <efpour1<i<r et |vi] <ef?sir 41 <i<ry+ra}

qui est discret et borné, donc fini.

Ensuite, L induit une application continue et surjective
G/2(0k) — H/L(®(Ok))

donc H/L(®(O};)) est compact en vertu du point (ii) de la proposition précédente.

(b) Notons ¥ I’homomorphisme de groupes Ox — R™7"2 induit par L o ®. L’application
® réalise une bijection entre Ker U et l'intersection de ®(Ok) avec le sous-espace Ker L =
{£1}™ x (S1)™2 C V, donc Ker ¥ est fini puisque ®(Of) est discret et Ker L est compact.

L’inclusion p(K) C Ker W est claire puisque R "2 est sans torsion. Tout sous-groupe fini
du groupe multiplicatif d’un corps étant cyclique et formé de racines de I'unité, Ker ¥ = u(K)
est cyclique.

(c) Nous avons obtenu une suite exacte de groupes abéliens

1—— p(K) — O —*> 0(0F) —> 1

et U(Ox) est libre de rang r1 + ro — 1 puisqu’il s’agit d’un réseau de H ~ R"*+"21, t
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Remarques — (i) On a vérifié facilement que ¥(Oj) est un sous-groupe discret de H. La
difficulté principale du théoréeme 3.23 consiste a établir 'existence de r1 + r9 — 1 unités multi-
plicativement indépendantes, ce que I'on a fait en établissant la compacité de H/¥(Oj).

(ii) Si K admet un plongement réel, c’est-a-dire si 71 # 0, alors u(K) = {£1}.

Ezemples. (i) Si K = Q(v/2), alors (r1,72) = (2,0), Ox = Z[v/2] et u(K) = {£1}. Notons o7 et
0 les deux plongements réels de K, avec o1(v/2) = /2 et 02(v/2) = —v/2.

Puisque NK/Q(ﬁ)(l +/2) = —1, I'élément € = 1 4+ /2 de Ok est une unité; nous allons
démontrer qu’il s’agit d’une unité fondamentale, c’est-a-dire d'un générateur de O /p(K). Soit
u € Oj une unité fondamentale et écrivons e = +uF avec k € Z )\ {0} ; quitte & remplacer u par
v, nous pouvons supposer k > 1.

Si k > 2, alors
o1 (u)| = |or ()P = 1+ V)P < (1+V2)Y2 < 1,6
et
o2 (u)| = |oa(e)[VF = (V2—1)F < 1.

En représentant graphiquement le réseau ®(O) = Z(1,1) + Z(+/2, —/2) dans R?, on observe
que la partie de R? définie par les conditions |y1| < 1,6 et |y2| < 1 ne contient pas de point de
®(Of) autre que 0 et il est donc impossible que k soit supérieur a 2. Nous obtenons ainsi k = 1
et € = twu est bien une unité fondamentale.

(ii) Soit K = Q(a) avec famin = f = T2 — 3T — 1. On a disc(f) = 81 = 3* et f(1 +T)
est d’Eisenstein en 3, donc Ox = Z[a] (Proposition 1.14 et Corollaire A.3). La constante de
Minkowski de ce corps de nombres est My = 3!/33\/Dy = 2, donc Cl(Ok) est engendré par
les idéaux premiers de norme inférieure a 2. Comme f est irréductible modulo 2, I'idéal (2) est
premier et il n’existe donc pas d’idéal premier de norme 2; par conséquent, le groupe Cl(Ok)
est trivial et 'anneau Z[a] est donc principal.

Pour construire des unités, nous pouvons chercher a exhiber des éléments de norme +1 dans
Ok. Il est facile de le faire & partir de I'identité N q(ac +b) = —a®f(—b/a), avec a € Z\ {0}
et b € Z. On trouve en particulier

NK/Q(a):NK/Q(a+1):NK/Q(a—2):1 et NK/Q(2a+3):—1,

donc o, + 1,0 — 2,2a0 + 3 € Oj;. On vérifie par ailleurs que f est scindé sur K, de racines
a,2 —a? et a® — a — 2, et ces dernieres sont des unités puisque leur produit est égal & 1; ceci
nous donne donc deux nouvelles unités.

Numérotons les trois plongements réels de K de telle sorte que 'on ait o1 () < o2(a) < o3(a)
et considérons I'application

U0k = H={(y1,12,93) ER’ [ 1 + o +y3 =0}, @ — (log |o1(2)|,log |o2(z)],log |o3(x)])
introduite au cours de la preuve du théoreme de Dirichlet. En utilisant
o1(a) = —1,532, o9(a) = —0,347 et o3(a) =~ 1,879,

nous obtenons les approximations suivantes

log |o1] | log |og| | log |os]

o 0,426... | —1,058...] 0,631...
a—2 | 1,262... | 0,853... | —2,112...
a+1[-0,631...] —0,426... | 1,057...
20043 | —2,749... | 0,836... | 1,911...
2—a?|—-1,058...| 0,631... | 0,426...
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Ces données suggerent les identités
U(a—2) = —2¥(a+1), donc a —2 = +(a+1)"2

20 () — 3W(a+ 1) + ¥(2a + 3) = 0, donc 2a + 3 = +a 2(a+1)3

et
U(2—a?) =T(a+1) - ¥(a), donc 2 —a?® = o (a + 1).

On établit sans difficulté chacune des trois égalités de droite, par exemple
(a+1)}(a—-2)=a®>—3a—-2=—-1, donca—2=—(a+1)"2

Il semble se dégager de ces calculs que « et a 4+ 1 engendrent O /u(K). On peut au moins
s’assurer que ces deux unités sont multiplicativement indépendantes : comme

log [o1(e)]  log |oa(a)| ‘%‘ 0,426 = —1,058 | _ o5

log |o1(a+1)| log |o2(a+1)] —0,631 —0,426

les deux vecteurs ¥(a) et ¥(a + 1) sont linéairement indépendants et donc « et a + 1 sont
multiplicativement indépendants.

(iii) Soit K = Q(v/257). On a (r1,72) = (2,0), u(K) = {£1} et O = Z[a] avec a =
(1+V257)/2 et fomin =T% T — 64.

Nous allons illustrer sur cet exemple le lien étroit entre la détermination du groupe des classes
et celle du groupe des unités. La borne de Minkowski de K est

2
Mg = 2—2\/257 ~ 8,01

donc Cl(Ok) est engendré par les idéaux premiers de norme au plus 8. On a
(2) = paps, avec pa = (2, ) et py = (2,0 + 1)

tandis que les idéaux (3), (5) et (7) sont premiers puisque

(5)-) (- @) (D)

Le groupe des classes de K est donc engendré par (la classe de) po.

On a NK/Q(Oé - 8) = f(8) = —8et NK/Q(a - 9) = 8, donc
(0 —8)=p3 et (a—9)=p).

On en déduit p3 ~ 1 dans Cl(Of), donc 'ordre de p divise 3, et ((a — 8)(av — 9)) = (p2ph)® = 8,
donc

5:W:16_\/ﬁ
8

est une unité de Og.

Il reste a déterminer si po est, ou non, principal. Pour ce faire, on pourrait songer a prouver
que I’équation
a? —zy — 64y = [Nk q(z + ya)| = N(p2) = 2
n’admet pas de solution ; ce n’est malheureusement pas tres évident... Nous allons plutot exploi-
ter le groupe des unités de K.
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On vérifie comme dans I'exemple (i) que € est une unité fondamentale de K.
Raisonnons par ’absurde en supposant que po soit principal, engendré par un élément ~ de
Ok. On a alors (v%) = p3 = (a — 8), donc il existe k € Z \ {0} tel que

a—8:5k73

avec k € Z \ {0}. En particulier, cette identité montre que o — 8 appartient au sous-groupe
engendré par € modulo les cubes. Pour rendre cette observation effective, nous allons réduire
cette identité modulo 'idéal a = (5)p3, avec p13 = (13, + 3). Comme a — 8 € py est premier
a a, cet élément est inversible modulo a. On a

(Ok/a)" ~ (Ok [50K)™ x (O /p13)”* ~ Foy x Fiy

et
F;5/(F25)3 = (F25)8 = {1’ -, az}’ Fi<3 (FT3)3 = (F13)4 = {17 3, 9}
Comme
(a—8%¥=(a+28=(*-a-1)'=(-2)"=1 (mod5),
S =17-20°8=285(1-0a)® = (0> - 20+ 1) = (—a)* = —a (mod 5),
(a—8)t=(-3-8)"=2'=3 (mod py3)
et

et =(17-20)" = (-3)1 =81 =3 (mod p13)
le morphisme de groupes
(Ox/a) = Fi5 /(F35)° x Fiy /(F15)° ~ Z/3Z x Z/3Z

envoie o — 8 sur (0,1) et & sur (1,1). Ceci prouve que o — 8 n’appartient pas & % - (Ox)? et
donc que l'idéal py n’est pas principal.

Nous sommes finalement parvenus & identifier le groupe des classes de K :

Cl(Ok) = (p2) = Z/3Z.

Définition 3.25 — Soit K un corps de nombres admettant r1 plongements réels o1, ... 0., et
ro plongements complexes non réels oy, 41,0, 41 -, Or +ry, Or 41y - Le régulateurs de K est le
nombre réel

Rk = covol(¥(Ox))

1
Vit
oW : 08 = H={(Y1,- Yr4r) € R™T2 | 3" 1; =0} est Uapplication définie par

¥(z) = (log|oy(z)],. .., log|or, (), 210g |or, 41(2), ..., 2log |or; 41y (7))
et 'espace vectoriel H est muni de la structure euclidienne induite par celle de R™1"2,

Remarque — Siry +ro = 1, alors K = Q ou K est quadratique imaginaire et Ry = 1.

Proposition 3.26 (Méthode de calcul) —Soit K un corps de nombres, o1,...,0., ses plon-
gements réels et op 41,...,00 4r, des représentants de ses plongements complexes non réels
modulo conjugaison. Soit 1, ..., &, des unités relevant une base de O /pu(K). On a

Ry = |det(log [|oi(e;)|ier, 1<j<r|
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ot I est l’ensemble {1,...,r1 + ro} privé d’un élément et

ol = { 0L, LSS
! loi()? sirg+1<i<r +ro.

Démonstration. Soit & le vecteur \/Tl?(l7 ..., 1) € R™! unitaire et orthogonal & I’hyperplan

H.On a

covolg (¥ (Ok)) = covolgr1(ZE + ¥ (OF))
1/vr+1 log [loi(ed)]] ... log [lo1(er)]|

= |det : : :
1/vr+1 log [loy(e)l| ... log [lov(er)]
1/vr+1 log [low(e)|] ... log [loi(e)]]
= |det : :
Vvr+1 0 0

1/vr+1 log |lop(e)|| ... log [lor(er)]|
= Vri+ra|det(log [loi(e;)]])]

en remplacant la ligne d’indice i ¢ I par la sommes des lignes. (I

Ezemple. Si K est tel que 1 +72 —1 =1 (ie. (r1,72) = (2,0),(1,1) ou (0,2)), alors O =
pw(K) x €% et
Rg = [log [|o(e)]l],

ou o est n'importe quel plongement de K dans C.

Nous obtenons en particulier
Rgvaz) = log (1+v2) ~ 0,881

et
Rqvasm = | log (V257 — 16)| ~ 3,467.

Application : I’équation de Pell-Fermat

Etant donné d € Z~, considérons 'équation diophantienne X? — dY? = 1. Si d est un
carré, disons d = 0 avec § € Zg, alors cette équation s’écrit (X — JY)(X + dY) = 1 et donc
x — 8y = x + Sy pour toute solution (z,y) dans Z?; on en déduit y = 0 et z = +1.

Théoréme 3.27 (Lagrange) — Soit d € Z~o non carré. L’équation de Pell-Fermat X?—dY? =
1 admet une solution fondamentale (x1,y1) dans Z~g x Z~ telle que toutes les autres solutions
soient de la forme (£xy,+yy), oun € Z et

Ty + ynVd = (21 + y1Vad)™

Démonstration. Les solutions entieres de 1’équation de Pell-Fermat X2—dY? = 1 sont en bijection
avec les éléments de norme 1 dans 'anneau Z[v/d]. Posons K = Q(v/d). Tl découle de Iinclusion
Z[Vd] C Ok que Z[Vd]* est un sous-groupe d’indice fini de O} ; en vertu du théoréme de
Dirichlet, il existe donc € = u + wd € Z[\/ﬁ]>< tel que

ZIVd)* = {£1} x £Z.
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Si Ng/q(e) = 1, alors Ng,q(n7) = 1 pour tout n € Z[Vd]* et il suffit de poser (z1,y1) = (Jul, |v]).
Si N, (5) —1 alors NK/Q(:Izsk) = 1 si et seulement si 2|k ; écrivant €2 = s + t/d, il suffit
de poser (x; = (sl |t]). O

La théorie des fractions continues fournit un algorithme permettant de déterminer une solu-
tion fondamentale de ’équation de Pell-Fermat, ainsi d’ailleurs que toutes les solutions entieres.
La raison sous-jacente est que les solutions entieres de 1’équation X2 —dY? = +1 correspondent
aux bonnes approximations rationnelles de V.

Proposition 3.28 — Soit d € Z~y non carré. Pour tout couple (z,y) € Zso X Z=o,

2 —dy? =41 — ‘x—\/g‘<

1
y 2Vdy?’

Démonstration. Si x? — dy* =1, alors z/y > Vd et

T z?/y? —d 1
O V= VA S wap

Si 22 — dy? = —1, alors

1
<——f<0
Q\fy

Réciproquement, si 0 < z/y — v/d < 1/2v/dy?, alors

0<a?— dy? = (”yf_f> (—f+2f>

f(fy+2f>

et donc 2 —dy? = 1 puisqu’il s’agit d’un nombre entier. On vérifie de méme que, si —1/ 2V/dy? <
x/y —\/d <0, alors 2% — dy? = —1. O

Etant donné o € R\ Q, on définit deux suites (a,) € ZN et (z,) € RN en posant

xo =0, apg=[q]
Tn+1 = (xn - an)ily

Ap+1 = [$n+1]

Par construction, a, > 1 pour tout n > 1. Noter également que 1’on peut étendre cette définition
au cas o € Q; il existe alors un entier ng > 0 tel que z,, € Z et I’on ne définit pas z,, a,, pour
n > ng.

Pour tout n € N, la fraction

1
Pn =ag +
qn n 1
a
1 N 1
a
2 1
Gn
est la n-iéme réduite ; on la note [ag, . .., ay)].

Théoréme 3.29 — (i) La suite (pan/qon) est croissante et converge vers «. La suite (pan+1/q2n+1)
est décroissante et converge vers .
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(ii) Le nombre «v est quadratique si et seulement si la suite (an)n>1 est périodique.
(iii) Parmi deuz réduites consécutives, l'une au moins vérifie

‘ Pn
a_r

Qn
tel que p/q = pn/qn-

1
(iv) Réciproquement, sip € Z et q € Z~qg sont tels que |o — p/q| < 1/2¢%, alors il existe n

< —=.
2q2

Démonstration. (i) En raisonnant par récurrence, on établit aisément les identités

Pn+1 = Qn4+1Pn + Pn—1, dn+1 = An+19n + qn-1
et

InPn—1 — Pndn—1 = (—1)", @nPn—2 — Pndn—2 = (—1)
On en déduit

n—lan.
Pn-1  Pn _ (_1)71 ot Pn—2 Pn _ (_1)n_1an
4n—1 dn qndn-1 4n—2 an Andn—2

En observant que [ag, a1, ..., a,—1,y] est une fonction croissante (resp. décroissante) de y si 2|n
(resp. 21 n), il vient

P2

— = lag, .. ., azn] < [ao,

q2n

- G2n—1, T2p] = o < [ao,
puis

Pon+1
<oy A2n, a2n+1] =
q2n+1
_ 1
I@<p2n+2 <a<p2n+1 <p2n Lot ‘a_pn <
qon qon+2 q2n+1 qon—1 dn
section 10.12.

Gndn—1
(ii) 11 s’agit d’un théoreme de Lagrange. Pour une démonstration, voir par exemple [2],
(iii) et (iv) Voir [2], section 10.15.

O
Corollaire 3.30 — Soit d € Z~q non carré. Si p,q € Z~g vérifient |p? — dg?| < Vd, alors p/q
est une réduite de v/d.
Démonstration. Supposons tout d’abord p > ¢v/d. On a alors

L _ 1
L 41

1
\pQ—dq2\<\/g:>‘p—\/&‘<2- 5,2
q ¢ s q
et donc p/q est une réduite de v/d en vertu du point (iv) du théoreéme précédent.
Si p < ¢V/d, alors

1 Vd 1 1 1 1
’pZ—dq2’<\/g:>| <72'q 1 :72 <72
\/g—% dp E—i_id p 7(1\[)/34_1 2p

et donc ¢/p est une réduite de 1/v/4d.

Si vd = [ag, ay, ag, .. .], alors 1/v/d = [0, ag, a1, az,

..]; comme
[0,(10,(11, "aan]_l = [a()aalv'
1

les réduites non nulles de Nz
une réduite de V/d.

can]

sont les inverses des réduites de v/d; en particulier, p/q est bien

|
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Nous en déduisons un algorithme de calcul d’une unité fondamentale de Z[v/d] : il suffit de
déterminer la premiere réduite p,/q, de Vd telle que p2 — dg?> = +1. De méme, pour obtenir
une solution fondamentale de I’équation de Pell-Fermat X2 —dY? = 1, il suffit de déterminer la
premiere réduite p, /g, de Vd telle que p2 —dg? =1.

Remarque — Si d = 1 (mod 4), alors les unités u + v1+T‘/a de (’)Q( Va) sont paramétrées par les
solutions entiere de ’équation
1+Vd 2 —d ,
NQ(\/Q)/Q<U+U )zu + uv + v° = +1.

Elles sont en bijection avec les solutions entiere de ’équation X2 — dY? = 44 via I’application
(u,v) — (2u + v,v) (Iapplication réciproque est (a,b) — ((a — b)/2,b)). Si 4 < Vd, cest-a-
dire si d ¢ {5,13}, alors le corollaire précédent garantit que nous pouvons obtenir une unité
fondamentale de Z [HT‘/E} en déterminant la premiere réduite p, /¢, de Vd telle que p2 —dg? =
+4.

Ezemples. (i) d = 2.

Comme v2=1+zavecO <z <letl/z=1/(vV2—1)=+2+1=2+z, le développement
en fraction continue de v/2 est [1,2]. On apo/qo = 1, p1/q1 = 3/2 et p2 —2¢2 = —1, p? —2¢? = 1,
donc £ = 14 /2 est une unité fondamentale de Z[v/2] et (3,2) est une solution fondamentale de
I'équation X2 —2Y?2 = 1.
(i) d = 5.

En écrivant

1
Vb -2
on obtient v/5 = [2,4]. Les premieres réduites sont po/qo = 2/1 et p1/q1 = 9/4; comme 22 — 5 =

—let 92 —5-4%2 =1, on en déduit que 7 = 2 + /5 est une unité fondamentale de Z[+/5] et que
(9,4) est une solution fondamentale de ’équation de Pell-Fermat X2 — 5Y2 = 1.

VE=2+(V5-2) et =V5+2=4+(V5—-2),

Posons ¢ = (1 + +/5)/2. L’algorithme des fractions continues ne permet pas dans ce cas de
déterminer une unité fondamentale de Z[p] mais, en écrivant

Nawayq (-t u9) =1+ uw + o2,

on en obtient immédiatement une en posant & = . On observera que I'on a €3 = 7, donc Z[v/5]*
est un sous-groupe d’indice 3 de Z[p]*.

(i) d = 7.
Le développement en fraction continue de v/7 est [2,1,1,1,4] et les premiéres réduites sont

Po _ — -
o0 1Ua 1 ¢ 2 ¢

2 p1_ 3 p2_5 p3

wl oo

Comme
pe—Tqs =3, pt—Tql =2, p3 — g3 = —3 et pi — Tq3 = 1,

on obtient une unité fondamentale de Z[v/7] en posant € = 8 + 3v/7 et (8,3) est une solution
fondamentale de ’équation X2 — 7Y?2 = 1.

(iv) d = 61.
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Le développement en fraction continue de v/61 est [7,1,4,3,1,2,2,1,3,4,1,14]. On a

p2 39 2 2
P2 27 ot 392 -61-52=4
o 65 ° ’

donc € = 17 + 5%7‘/67 est une unité fondamentale de Z[(1 + /61)/2]. Pour obtenir une unité
fondamentale de Z[v/61], il faut aller jusqu’a la dixieme réduite :

— =— et — 61 = —1.
710 3305 €t Pio q10

En calculant le carré de 29718 +3805+/61, on en déduit la plus petite solution entiére non triviale
de léquation X2 —61Y2 =1

(z1,y1) = (1 766 319 049,226 153 980).
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Chapitre 4

Introduction aux méthodes
analytiques

4.1 Séries de Dirichlet, fonction zéta de Riemann

Une série de Dirichlet est une série de fonctions de la variable complexe s de la forme
QA
f(S) = Z E?
n=1

ou les a, sont des nombres complexes.

Proposition 4.1 — Si une série de Dirichlet converge pour s = sg, alors elle converge uni-
formément sur tout cone so + (Rxoe™ + Rxoe™™) avec 9 € [0,7/2].

Démonstration. Le changement de variable Y- a,n~° = 3 a,n~%n"(57%) permet de se ramener
au cas sg = 0; 'hypothese est alors la convergence de la série Y ay,.
Notons A,, v la somme partielle Z:im an. Soit € > 0. Il existe un entier mg > 1 tel que,
pour tous m’ = m > my,
’Am,m’| <e.

En vertu de la transformation d’Abel

m’ m’'—1
S ann™ = 3" A (07— (04 1)) + Ay (),
n=m n=m

il vient

m’ m'—1

S anr| < (z = D+ |<m'>—s)
n=m n=m

pour tous m’ > m > my. Ecrivons s = a + ib. En observant que 1’on a

1
|s| < ka avec k=
cos
pour tout s dans le cone Rxoe® + Rsoe™™, on obtient
log(n+1) log(n+1)
In=™*—(n+1)7° = / se st dt| < k / ae” dt| = k(n™* — (n+1)7%)
logn logn
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et donc

/

m
g apn”®

n=m

m/—1
<cek (Z (= (n+1)"*+ m’a> =ekm™® < ke.

n=m

O

Corollaire 4.2 — Si la série de Dirichlet converge en sg, elle converge sur le demi-plan Re(s) >
Re(sg) et définit sur celui-ci une fonction holomorphe dont les dérivées itérées s’obtiennent en
dérivant terme a terme la série initiale.

Corollaire 4.3 — Soit Y a,n™*® une série de Dirichlet. Il existe p € RU{£o0} tel que la série
diverge si Re(s) < p et la série converge si Re(s) > p.

La série de Dirichlet la plus célebre est la fonction zéta de Riemann

1
(s) = s
n=1
Cette série est convergente sur le demi-plan fRe(s) > 1. Le théoréeme de factorisation des nombres

entiers en produit de facteurs premiers permet d’écrire ((s) comme un produit eulérien

p »°
ou le produit porte sur ’ensemble des nombres premiers et est absolument convergent pour
MRe(s) > 1. En particulier, la fonction ¢ ne s’annule pas sur le demi-plan Re(s) > 1.

Proposition 4.4 — La fonction ( de Riemann admet un prolongement méromorphe sur le
demi-plan Re(s) > 0 ayant un unique pdle, qui est simple, en s =1; son résidu est égal a 1.

Démonstration. Supposons fe(s) > 1. En utilisant 'identité

1 +o0
- / s dt,
s—1 1

nous pouvons écrire

1 o1
((s) = 1T ©(s), avec p(s) = Z/n (ns - t5> dt.
n>1
Comme
/”“ LN W 11 |s] |s]
— == < su — — —| < =

" ns s ngtgngl ns 1 |ns+1| nRe(s)+1

la fonction ¢ est holomorphe sur le demi-plan JRe(s) > 0. O

Remarque — Si 'on pose
E(s) = 7T (s/2)¢(s),

avec I'(s) = O+°o tse~t 4t alors on démontre I'identité £(1—s) = &(s) pour tout s dans la bande
0Re(s) < 1. Celle-ci permet de prolonger ¢ en une fonction méromorphe sur C tout entier ayant
deux poles, simples, en s = 0 et s = 1. La fonction I' admettant un prolongement méromorphe
sur C partout non nul et admettant un pole simple en chaque entier négatif (déduit de I’équation
fonctionnelle T'(z 4+ 1) = 2I'(2)), la fonction ¢ elle-méme admet un prolongement méromorphe
sur C tout entier ayant un pole simple en 1 et un zéro simple en tout entier pair strictement
négatif.

Corollaire 4.5 — Soit Y a,n™"° une série de Dirichlet.
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(i) Sila suite (ay,) est bornée, alors la série de Dirichlet converge sur le demi-plan Re(s) > 1.

(ii) Posons Ay =), <y an et supposons qu’il existe k € C et § €]0,1] tels que
Ay = kN + O(N'79).
La série de Dirichlet admet alors un prolongement méromorphe sur le demi-plan Re(s) >

1 -9, avec au plus un pole simple, en s = 1 et de résidu .

Démonstration. (i) 11 suffit d’observer que 'on a

lann™*| = |an\n*%(s) = O(n*%(s)).

(ii) Posons b, = a, — Kk et écrivons

SO k) =3

n=1 n=1

La fonction ¢ admettant un prolongement méromorphe sur le demi-plan Re(s) > 0 ayant un
unique pole, simple, en s = 1 et de résidu 1, il suffit de prouver que la série de Dirichlet
Y n>1bn/n® admet un prolongement holomorphe sur le demi-plan fRe(s) > 1 — 4.

Cela se déduit de la transformation d’Abel. En posant B, = >, bk, il vient, pour
1< N<M,

ibn By +BM+M_1B 1 1
= (N—=1)s  Ms = "\n®t (n+1)s
M-1
By B mL o dt
= — Nl + M + Bn/ S——.
(N—-1)s Ms = n st
Comme B B
N 5 M —5—
N — O(Nl 0 i)fie(s))’ ‘]\43 — O(Ml 0 E)Re(s))
et 1
o de —a—
B [ ] = oty
la série des b,n~* converge localement uniformément sur le demi-plan Re(s) > 1 — 4. d

4.2 Fonctions zéta de Dedekind

Définition 4.6 — Soit K un corps de nombres. La fonction zéta de Dedekind de K est définie
par

1
C(s) = ZW,

a

ou a parcourt l’ensemble des idéauzr non nuls de Ok .

Exemples. On a bien évidemment (q(s) = ¢(s). Par ailleurs,

1 an
Qo) = > m22$

a,beZ n>1
a>0,b>0
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avec
a, = Card{(a,b) € Zsg X Zg | a® +b* = n}.

Proposition 4.7 — Soit K un corps de nombres. On a
1 1\
Ck(s) = = <1 - )
0 =2 r - LU~ wop

ou a parcourt l’ensemble des idéaux non nuls de Ok et p parcourt l’ensemble des idéaux premiers

de Ok . La somme et le produit convergent (localement uniformément) sur le demi-plan PRe(s) >
1.

Démonstration. Posons [K : Q] = d et soit s € C avec PRe(s) > 1.
Il y a au plus d idéaux premiers p divisant un nombre premier p donné dans Ok et N(p)~! <

p~ !, donc
1 1 1
Z ‘N(p)s‘ <d Z Re(s) <d Z nHe(s)

N(p)<X px P n<X

et la série ), N(p)~* converge donc normalement sur tout demi-plan Re(s) > og avec og > 1.

On en déduit la convergence du produit infini J[, (1 —N(p)™*) " sur le demi-plan Re(s) > 1.
En vertu de la factorisation des idéaux (non nuls) en produit d’idéaux premiers, il vient

1 1 1\ ! 1\ !
2 N(a)® s N(!;[ 2 N(p)ks 11 (1 - N(p)s> S 1;[ (1 - N(p)5>

N(a)<X <X k=0 N(p)<X

—S

pour tout s € C avec Re(s) > 1, donc la série des N(a)
demi-plan Re(s) > g avec og > 1. En outre,

converge normalement sur tout

1 1 \! 1
2w~ (“N@)s) S A N e

N(p)<X

donc

Ezemple. On a

(-2 I 0L (-3)

p=1 (mod 4) p=3 (mod 4)

11 est commode d’utiliser ici un résultat que nous ne démontrerons que plus tard (théoreme
4.13) : la fonction (g admet un prolongement méromorphe sur le demi-plan {JRe(s) > 1 — [K :
Q] '} ayant un unique pole, simple, au point 1.

Corollaire 4.8 — Soit K un corps de nombres.

1 1 1
LNGr T 2 Npr % i

p, deg(p)=1
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quand s tend vers 1 dans le demi-plan Re(s) > 1.

Démonstration. En vertu de I’écriture de (i sous forme de produit eulérien,

log Ck(s) = —Y log (1—N(p)™)
p
1
a zp:,;mN(p)ms

p, deg(p)=1 p, deg(p)>2 p, m>2
On a X
> N( - me(s <K QDY
p, deg(p)>2 p n>1

donc la série de gauche converge sur le demi-plan Re(s) > 1/2. De méme,

1 1 1
2 m|N(p)™*| Z IN(p) 2Sl 1—N(p)[~*

m2=2, p
<
Z IN(p) p)*l—1)
1
< [K:Q
[ ] ; p‘){e(s) (p%e(s) _ 1)
1
< K QD) e
= n2e( )(nﬁﬁe( ) 1)

donc la série de gauche converge également sur le demi-plan fRe(s) > 1/2.
Puisque la fonction (x(s) admet un prolongement méromorphe sur le demi-plan PRe(s) >
1 —[K : Q]7! ayant un pole simple en s = 1 (théoréme 4.13),

1

1 ~log ——
og (k(s) ~log —

quand s tend vers 1 dans le demi-plan PRe(s) > 1 et donc

1 1
> N(p) ~log Cx(s) ~log —

p, deg(p)=

quand s tend vers 1 dans le demi-plan Re(s) > 1. O
En particulier, il existe une infinité d’idéaux premiers de degré 1 dans Ok

Définition 4.9 — Soit K un corps de nombres et soit S un ensemble d’idéauz premiers de Ok .
On dit que S est de densité analytique  si

N —S
oy DO
SR 8T

Si elle existe, la densité analytique d’un ensemble d’idéaux premiers de Ok est un nombre
réel dans [0, 1].
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Proposition 4.10 — Soit K/Q une extension galoisienne finie. L’ensemble des nombres pre-
miers qui sont totalement décomposés dans K est de densité analytique 1/[K : Q).

Démonstration. Puisqu’il n’existe qu’un nombre fini d’idéaux premiers de Ok ramifiés,

1 1 1 1 1
2 P [K:Q] 2 N(p)* ~ [K: Q] 2 N(p)®

p tot. décomposé p non ramifié p, deg(p)=1
deg(p) =1
donc
_s —s

. Zp tot. décomposé P 1 . Zp, deg(p)=1 N(p) 1
T T e N e T ST)
S 1 —_— N s — _ :

s E?‘>1 08 51 s € Rx1 08 =1

O

Ezemple. Si K est une extension quadratique de Q, alors les nombres premiers totalement
décomposés (resp. inertes) dans K forment un ensemble de densité analytique 1/2.

Théoréme 4.11 — La fonction zéta d’un corps de nombres détermine sa cloture galoisienne.

Etant donné un corps de nombres K, notons S (K/Q) 'ensemble des nombres premiers qui
sont non ramifiés et totalement décomposés dans K.

Etant donné deux parties X,Y de Z, nous écrirons XC'Y si X \ (X NY) est fini, ¢’est-a-dire
s’il existe une partie finie Xy de X telle que X \ Xo C Y.

Lemme 4.12 — Soit K/Q une extension galoisienne finie. Si F/Q une extension finie telle
que

S(K/Q)C'S(F/Q),
alors F' C K.

Démonstration. Considérons une extension galoisienne finie L/Q contenant K et F' et désignons
par K F' le plus petit sous-corps de L contenant K et F'. Si p est un nombre premier non ramifié
dans L, alors les conditions suivantes sont équivalentes :

- p est totalement décomposé dans KF';
- pour tout diviseur premier p de p dans L,

(p,L/Q) € Gal(L/KF) = Gal(L/K) N Gal(L/F),

- p est totalement décomposé dans K et dans F.
Compte-tenu de '’hypothese S(K/Q)C'S(F/Q), on en déduit

S ONEUcEFQ Y U ~KFQ Yy~ [ﬁfﬁ] log
pCOkF, deg(p)=1 PES(KF/Q) pES(K/Q)
et donc
[KF : Q] <1
(K : Q] ’
c’est-a-dire F' C K. O

Démonstration du théoréme 4.11. La fonction (x détermine I'ensemble S(K/Q), & un nombre
fini de nombre premiers pres. Pour le voir, il suffit d’écrire (x(s) = >, -1 an/n® et d’utiliser la

formule de Perron : '
1 c+100



valable pour tout € R+ non entier et tout ¢ € R~j. En particulier, nous pouvons extraire de
la fonction (g le coefficient

ap = Card{p C Ok | N(p) = p}
pour chaque nombre premier p, et p est totalement décomposé dans K si et seulement si a, =

K : Q).

Si K désigne la cloture galoisienne de K, alors

S(K/Q)='S(K/Q)

et donc la fonction (g détermine I’ensemble S (I~( /Q), et donc le corps de nombres K. En effet,
si F' est une extension galoisienne de Q telle que S(F/Q)='S(K/Q), alors F = K en vertu du
lemme précédent. O

On peut reformuler ainsi le théoreme 4.11 : si K7 et K3 sont deux corps de nombres tels que
Cx, = CK,, alors K et K ont la méme cloture galoisienne.

4.3 La formule du nombre de classes

Soit K un corps de nombres de degré d. On note r1 (resp. 2r2) le nombre de ses plongements
réels (resp. complexes non réels), wxg = Card p(K) le nombre des racines de I'unité contenues
dans K, Dk le discriminant de K, hxg = Card Cl(Og) son nombre de classes et Rx son
régulateur.

Théoréme 4.13 (Formule du nombre de classes) — La fonction (x admet un prolongement
méromorphe sur le demi-plan Re(s) > 1 — [K : Q™! ayant un péle simple en s =1, de résidu

27 (2r)"2 h
R685:1<K(8) — ( 7'[') RK K

WK |DK|

Démonstration. Ecrivons

Cr(s) =) 2 = > %

n>1 c e Cl(Ok)
n>1

avec
a, = Card{a C Og | N(a) =n} et a,.= Card{a C Og | a € ¢, N(a)=n}.
En vertu du corollaire 4.5, il suffit de prouver que la quantité
An.=Card{a C Og | a € cet N(a) < N}

vérifie
2" (2m)"2 Rk

WK A/ ’DK|

Fixons ag € c. Les idéaux a de Ok appartenant & ¢ sont de la forme (x)ag avec x € ay* \ {0} et
INk/q(@)| < N/N(ag). Ainsi,

Ane= kN + O(le‘s)7 avec K = et § =[K : Q]il-

Ay = Card ({z € ag' \ {0} | [Ng/q(z)| < N.N(ag)'}/OF).

Posons n = [K : Q] et notons o1, . ..,0,, les plongements réels de K et 71,71, ..., Try, Try S€S
plongements complexes non réels. Soit ¥ I'application

KX SR, 20 (log|oy (@), ..., log oy, (2)], 210g 1 (@), .. ., 210g |77, () )
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et posons Wy = (1,...,1) et W =(1,...,1,2,...,2) dans R™ x R™. En vertu du théoréme 3.23,
¥ induit un isomorphisme du groupe O /u(K) sur un réseau de hyperplan H = (RWp)*; en
outre, comme N /q ("N q(z)™') =1 tout € K*, on a U(a?- N q(x)™") € H et donc

U(z) = % (qf (xd : NK/Q(x)—l) +log yNK/Q(x)|W) € H+RW

pour tout x € K*. On en déduit que, si P désigne un parallélépipede fondamental dans H pour
¥ (Op), alors

WK - AN,K = Card ({1‘ S CLO_1 \ {0} ’ ’NK/Q(x)| < N(ao)fl -N et \I/({L') e P+ RW}) .
Posons

<
r— {(x,z) € (R x (C) | log|z1| + ... +log |z, |+ 2log|z1]| + ... + 2log |zr,| <O }

et (log|zil,...,log|xy|,21log|z1],...,2log|zr,|) € P+ RW

En désignant comme d’habitude par ® le plongement de K dans R x C™ défini par o1, ...,0p,
et T,...,Try, il vient

wi - Ay, = Card (@(agl N (N/N(ao))l/”r> .

On voit facilement que le domaine I' est borné. En effet, pour tout point (z,z) € I,
(log|z1],...,log|zy, |, 2l0g |21],...,2]l0g |2, |) = p+ AW
avec p € P (borné) et
A =log|z1| + ...+ log|zy, |+ 2log|z1]| + ... + 2log |z, | € R<o,

donc toutes les fonctions log |z;],1og|2;| sont majorées sur I'.

Le bord de I' est défini par les conditions
log |x1| + ...log |z, | + 2log|z1] + ... 21log |z, =0

et
(log |21, ..., log |z, |, 21og [21],.. ., 2log |2, |) € OP + RW,
donc est recouvert par les images d’un nombre fini d’applications de classe C' de [0,1]"~! dans
R x C™2. En vertu du lemme ci-dessous, on obtient
vol(I) N
covol(®(agt))  N(ao)

Wk - AN, = + O(Nm,

Le domaine I" de (R*)™ x (C*)" est invariant par I'action de {£1}", donc
vol(T') = 2"vol(T'T)

avec

I =T 0 (Reg) x (CX)72).

Considérons 'application

fi(Roo) x Q)2 RO

(T1y ooy Tpyy 215 e s 2ry) = (logaxy, ... logx,,2log|z1],...,21l0g|z,]).

86



Par définition de I',
f(D) = P+ Regl.

Si dp désigne la mesure de Lebesgue sur R™ x C"2, alors
fodp = (2m)2 - 2772 e etrtraduy L duyy g,

donc

vol(I'h) = / dp = / fodp = 7" / e Frtry Aoy L Aty gy
T+ P+R<0W P-‘ngOW

En faisant le changement de variables

V1 = Uy, ... ’Url—&-rg—l = u’r‘1+7‘2—1) UT1+7”2 = u1 +...+ UT1+7“27

il vient

vol(TT) = 7r7°2/ e’z doy ... Aoy, 4re—1dUr 4y
P+R¢oW

0
= 7 / et </ 1P+RW(U1, . 7Ur1+r2—17t) dv1 NN dv?"l-‘rrz—l) dt

—00

0
= 7" / e \(t) dt

—00

ou A(t) désigne la mesure de la projection P, de (P + RW) N {vy, 4y, = t} sur 'hyperplan
{tp,+r, = 0}. Il Sagit d’un translaté du projeté P’ de Py = P sur cet hyperplan, donc

A(t) = covol(P') = Rk
en vertu de la proposition 3.26. Ainsi,
vol(I') = 2" my R
Au final, puisque ®(ay"') est un réseau de covolume 27"2| D |'/2N(a, ™), nous avons obtenu

vol(T") N

Aye = : O(N*=1/m
Noe wgcovol(P(a,~1)) N(a,) +0( )
21”1 (27T)T2RK 1—1
=2 AN OV,
'UJK|DK|1/2 ( )
O
Lemme 4.14 — Soit A C R"™ un réseau et soit I' C R™ une partie bornée dont le bord est

recouvert par les images d’un nombre fini d’applications lipschitziennes ¢ : [0,1]"~1 — R™. On
a

vol(T")

"4+ O™t

quand t € R~qg tend vers 400,

Démonstration. Soit P un parallélépipede fondamental pour A. Désignons par m(t) (resp. b(t))

le nombre de points de A tels que A+ P C tI" (resp. tels que (A + P)NtdI" # @). Les inclusions
U (+pPcirc U (A+P)

AEA AEA
(A+P)Ctlo‘ AN+P)Ntr # 0
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impliquent
m(t)vol(P) < vol(tI') < (m(t) + b(t))vol(P)

et donc
vol(T")

m(t) < covol(A)

Pour conclure, il reste a établir 'estimation

" < m(t) + b(t).

b(t) = O(t" ).

Soit ¢ : [0,1]"~' — R une application lipschitzienne, de constante de Lipschitz § € Ry.
Etant donné ¢ € Ry, on peut subdiviser [0,1]" en [t]"1 cubes C de coté 1/[t] et to(C) est
alors une partie de diametre inférieur & §' = 2v/26. En posant N = Card(A N B(0,4")), on en
déduit

Card(ANte(C)) < N

et donc
b(t) < Nt" !

puisque le bord de I' est recouvert par les images d’un nombre fini de telles applications . [

Ezemple : le cas des corps quadratiques.

Si K est un corps quadratique imaginaire, alors

lim (x(s) = 2mhi

mcS(:);1 wic\/ | Dk
On a wq() = 4, wq(;) = 6 et wx = 2 sinon.
Si K est un corps quadratique réel, alors

. . 2thog 0'1(6)
I Crls) = =5

Re(s) > 1
ol ¢ désigne une unité fondamentale telle que o1(g) > 1.

En guise de complément, mentionnons sans démonstration le résultat suivant, établi par
Hecke en 1910.

Théoréme 4.15 — La fonction
Zic(s) = D& (770 (5)) 7 (2m) 7 T(s)™ ¢ (5)

admet un prolongement méromorphe sur C ayant deux pdles simples en s = 0 et s = 1 et
satisfaisant a l’équation fonctionnelle

Zrg(1—38) = Zk(s).
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4.4 Caracteres et fonctions L de Dirichlet

Définition 4.16 — Soit N > 1 un nombre entier. Un caractére de Dirichlet est un morphisme
de groupes x : (Z/NZ)™ — C*. On note encore x la fonction N-périodique de Z dans C définie
par

0 si pged(n, N) # 1
x(n) = { x(n (mod N)) sipged(n,N) = 1.

Il peut arriver qu’'un caractere de Dirichlet modulo N se factorise par (Z/MZ)* avec M|N
et M # N, c’est-a-dire que y provienne d’un caractére de Dirichlet modulo M via la projection
canonique

(Z/NZ)* — (Z/MZ)* .

Cette observation motive la définition suivante.

Définition 4.17 — Le conducteur d’un caractére de Dirichlet x est le plus petit entier M (au
sens de la divisibilité) tel que x se factorise a travers (Z/MZ)*. On dit qu’un caractére de
Dirichlet modulo N est primitif si son conducteur est égal a N.

Ezemple : caractéres de Dirichlet modulo 8.

Le groupe (Z/8Z)* est abélien d’ordre 4, donc isomorphe & (Z/2Z) x (Z/2Z) car tous ses
éléments sont d’ordre 2. Un caractére de Dirichlet modulo 8 envoie tout élément de (Z/8Z)*
sur un élément d’ordre 2 dans C*, donc sur 1 ou —1, et il est entierement déterminé par son
noyau. Ces observations permettent de dresser aisément la liste de tous les caracteres de Dirichlet
modulo 8 :

1| —-1| 3 | —3 | conducteur
x1|1] 1 1 1 1
xo|1|—-1]—-1] 1 4
xs|1] 1 |—-1]-1 8
xa|1|-=1] 1 ]-1 8

Les caractéres qui se factorisent & travers (Z/4Z)* sont ceux qui sont triviaux sur le noyau
{1, —3} de la projection canonique (Z/8Z)* — (Z/4Z)*.

Soit N > 1 un nombre entier et soit x un caractere de Dirichlet modulo N. La fonction L
de Dirichlet associée a x est la série de Dirichlet
X(n)
nS

L(x,s) =

n=1

ou x désigne le caractere primitif induisant y.

Remarque — On a x(n) = x(n) pour tout entier n premier avec N ; par contre, x(n) = 0
et x(n) # 0 si pged(n, N) > 1 mais pged(n,cond(x)) = 1. En particulier, si x est le caractere
trivial, alors L(x, s) = ((s).

Lemme 4.18 — (i) La série L(x,s) converge sur le demi-plan Re(s) > 1.
(ii) (Produit eulérien) Pour tout s € C tel que Re(s) > 1,

Lios) =[]+

S L=x(p)p~
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ot X désigne le caractére primitif induisant x.
(iii) Si x n'est pas le caractére trivial, alors L(x,s) converge sur le demi-plan Re(s) > 0 et
y définit une fonction holomorphe.
Démonstration. (i) On a |x(n)| < 1, donc il suffit d’invoquer le corollaire 4.5.

(ii) La convergence du produit infini se déduit du fait que 'on a |x(p)] < 1 (cf. preuve
de lidentité analogue pour la fonction ¢ de Riemann). L’égalité découle formellement de la
multiplicativité de x.

(iii) Si x est non trivial, alors

> xla)=0

a€(Z/NZ)*
et donc
M
> x(n) =0(1)
n=1
quand M tend vers 4+o00. La conclusion découle alors du corollaire 4.5. O

Considérons un entier N > 1 et un sous-corps K de Q({x). L’extension K/Q est galoisienne,
de groupe de Galois G.

Q(¢N)
e
K (Z/NZ)*
G
Q

Le groupe dual G s’identifie au sous-groupe de Gal(Q(¢x)|Q) formé des caractéres triviaux
sur H. On rappelle également I'isomorphisme canonique ¢ : Gal(Q(¢n)|Q) — (Z/NZ)* défini
par

a(Cn) = ¢,

ce qui nous permet d’identifier G & un sous-groupe de (Z/NZ)~.
Proposition 4.19 — Awvec les notations précédentes,

Cr(s) = H L(x, s).

xeG

Démonstration. Par comparaison des produits eulériens, il suffit de prouver I'identité
[Ta-NE)™) " =[0-x@pr )"
plp XE@

pour tout nombre premier p (on rappelle que x désigne le caractére primitif induisant x).

Premier cas : pt N, i.e. p n'est pas ramifié dans Q((n).
On a pOg = p1...pg avec deg(p;) = f = Card((p, K/Q)) et g = [K : Q]/f. Par suite,

[T - NG = (- p 7).

plp
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De Pautre coté, les éléments de G s’identifient aux caractéres x : (Z/NZ)* — C* se factori-
sant a travers la projection (Z/NZ)* — G. La classe de p dans (Z/NZ)* s’identifie & I’élément
de Frobenius (p, Q(¢n)/Q), donc I'image de p dans Gal(K|Q) est (p, K/Q), d’ordre f. On en
déduit que x(p) que parcourt les racines f-iemes de 1'unité lorsque y parcourt @, chacune étant
obtenue g fois (voir le point 2 de I'appendice C). L’identité

[[a-xwpr=) =TI -xep) "= [[a-& )" =0 -p ')
xe@ X epy
en découle.

Second cas : p|N, i.e. p est ramifié dans Q((n).

Ecrivons N = pFm avec pged(p,m) = 1. L’extension Q(Cn)/Q (resp. Q(Cn)/Q(Cm)) est non
ramifiée en p (resp. totalement ramifiée en chaque idéal premier au-dessus de p), donc le sous-

groupe d’inertie I, = Gal(Q({n)|Q(¢m)) de Gal(Q(¢n)|Q) s’identifie au noyau de la projection
canonique (Z/NZ)* — (Z/mZ)*. Posons

Ko=K"%» = KNQ((n) et Gy = Gal(Ky|Q).

En vertu de la proposition 2.18, I’extension K(/Q (resp. K/Kj) est non ramifiée en p (resp. est
totalement ramifiée en chaque idéal premier au-dessus de p), donc

[ a-N™"'= [ a-NE)™)"
p C Ok p' C Ok,
plp plp
Considérons un caractere y € G C (Z/NZ)*, induit par un caractere primitif y. On a
X(p) # 0 si et seulement si pged(p, cond(x)) = 1, donc si et seulement si x se factorise a travers
la projection canonique de (Z/NZ)* sur (Z/mZ)*, c’est-a-dire si et seulement si x se factorise a
travers la projection de G sur Gy, c¢’est-a-dire appartient au sous-groupe Gg de GG. On en déduit :

[Ta=x@pr "= ] 0-x@p )"
xeG x€Go
Les deux expressions a comparer sont celles associées a 'extension Ky/K, non ramifiée en p,

donc la conclusion découle du premier cas. Il

Corollaire 4.20 — Soit K un corps de nombres contenu dans une extension cyclotomique

de Q, de groupe de Galois G. On a

2r1(27T)r2hKRK
II Loy = wi - [Dg|V?

En particulier, L(x,1) # 0 si x # 1.

Démonstration. C’est une conséquence immédiate de la proposition précédente et du théoreme
4.13. O
Théoréme 4.21 (Dirichlet) — Soit N € Z-g et a € Z avec pged(a, N) = 1. Il existe une

infinité de nombres premiers congrus a a modulo N.

Démonstration. Désignons par P I'ensemble des nombres premiers et par P, n) le sous-ensemble
des nombres premiers congrus a ¢ modulo N. La série de Dirichlet

>

PEP(a,N)
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converge sur le demi-plan Re(s) > 1 et 'on peut écrire

1 <« Lab)
Z s Z s

PEP(a,N) peEP

1{5} : (Z/J\IZ)>< — C*

désigne la fonction caractéristique du singleton {a}. On peut recourir & I’analyse harmonique
sur le groupe abélien (Z/NZ)™ afin d’écrire 15, & I'aide des caracteres :

1 -
1l = W XX: x(a)x.

On en déduit

PEP(a,N)

avec

Le théoreme sera démontré si I'on prouve que f,(s) est bornée au voisinage de s = 1. Pour ce
faire, on peut remplacer f(s) par

fx(s) + X0 _ > X(p,),: =—log [[(1 = x(p)p~*)".
p

mp™s m
PpEP, m=>2 P pEP, m=1 p

Aux facteurs (1—x(p)p~*) pres pour p divisant IV, le membre de droite coincide avec — log L(, $).
Si le caractere y n’est pas trivial, la fonction L(y, s) se prolonge en une fonction holomorphe

sur le demi-plan Me(s) > 0 (lemme 4.18) et L(x,1) # 0 (corollaire 4.20) ; on en déduit que la
fonction f, est bornée au voisinage de 1 et ceci acheve la démonstration du théoreme. O

Remarques. (i) La démonstration précédente donne un résultat plus fort :

hm ZPEP(GYN) 1/p8 = 1
so1 o 3 epl/p P(IN)

s € Rsq

donc I'ensemble P, n) admet une densité analytique, égale a 1/p(V).

(ii) Le théoréeme précédent peut se reformuler en utilisant I'isomorphisme canonique entre
(Z/nZ)* et G = Gal(Q((n)|Q) : étant donné un élément a de G, 'ensemble des nombres pre-
miers p non ramifiés dans Q((,) tels que (p, Q((r)/Q) = a a pour densité analytique 1/Card(G).
Sous cette forme, une vaste généralisation a été établie par Tchebotariov en 1922 : étant donné
une extension finie galoisienne K de Q et une classe de conjugaison C dans G = Gal(K|Q),
l’ensemble des nombres premiers p non ramifiés dans K tels que (p, K/Q) € C a pour densité
analytique Card(C)/Card(G).
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Complément C. Analyse harmonique sur un groupe abélien fini.

Soit G un groupe abélien fini.

1. Un caractére de G est un morphisme de groupes x : G — C*. L’ensemble
G = Homg, (G, C¥)

des caracteres de G est un groupe pour la multiplication usuelle des fonctions (i.e. (x1x2)(z) =
x1(x)x2(z)), appelé groupe dual et non canoniquement isomorphe & G. Son élément neutre est
le caractere trivial, qui envoie G sur {1} ; on le note 1.

Ezemple. Si G = Z/NZ, alors on dispose d’un isomorphisme canonique Z//N\Zim Ny X —

x(1). Choisir un isomorphisme entre Z/NZ et Z/NZ revient a choisir une racine N-ieme de
I'unité primitive.

2. [Fonctorialité] Si f : G — G’ est un morphisme de groupes abéliens, alors 'application
ff:G -G, x+— xof,est un morphisme de groupes. Etant donné un sous-groupe H de G,
la suite exacte naturelle

1 H—~G—"~G/H 1

induit une suite ezacte

1—>G/HZ ~G—“>H 1.
Autrement dit : tout caractére de H se prolonge en un caractere de G, et les caracteres du
groupe quotient G/H s’identifient aux caracteres de G qui sont triviaux sur H.
En particulier, si a est un élément de G d’ordre f, alors
(i) x(a) est une racine f-ieme de 'unité dans C pour tout caractere x de G;
(ii) lorsque x parcourt ’ensemble @, chaque racine f-iéme de 'unité apparait exactement
|G|/ f fois parmi les x(a).

Pour le vérifier, il suffit de considérer la suite exacte courte

o~

1 (a)+ G (a) 1

ott (a)t = {x € G | x(a) = 1}, et de remarquer que I'application x > y(a) réalise un isomor-
phisme entre (a) et ps(C).

3. Les caraceres de G forment une base orthonormée du C-espace vectoriel des fonctions
complexes sur G relativement au produit scalaire hermitien

1 N
(flg) = @ > f@)g(x).

zeG

En particulier (relations d’orthogonalité) :

(i) pour tout y € G,

Zx(w):my(ux):{ G| six=1

0 sinon.
zeG
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(ii) pour tout = € G,

E: ()__ |Gq siz=1
X\ = 0 sinon.

x€G

On peut le justifier ainsi :

doxt) = D x@x | ()

xeé xeé

= G D (A@mbox | ()
xeG
= |G[1gy(D)

ot 1,y désigne la fonction caractéristique du singleton {x}.
On peut aussi invoquer la bidualité : le morphisme de groupes canonique

GG, zm (x— x(@)

est un isomorphisme et (ii) est une reformulation de (i) en remplacant G par G.
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Complément D. La formule du nombre de classes pour un corps
quadratique

D.1. Le caractere de Dirichlet d’un corps quadratique

Considérons un corps de nombres quadratique K, de discriminant Dg.

Nous savons que K est contenu dans le corps cyclotomique Q({|p,|) (proposition 2.24). Le
caractere X est le caractere de Dirichlet modulo |Dg| défini via le diagramme commutatif

Gal(Q((|p,)|Q) — Gal(K|Q)

Cyclﬁ Zlb

(2/|Dk|Z)~ {£1}

XK

ou les fleches verticales sont les isomorphismes canoniques, définis par

() = ol et u(r) = (v Dx)

VDk

pour tous 0 € Gal(Q({|p,||Q), T € Gal(K|Q). Pour tout entier n premier & Dy, nous avons

donc
Xk (n) = L( Drc)
VD

ou 0y, est 'automorphisme de Q((|p,.|) envoyant (|p,| sur C&)K|.

Lemme D.1 — (i)

(—1) = 1 si Dg >0, i.e. si K est réel;
AK | =1 siDg <0, ie siK estimaginaire.

(ii) Pour tout nombre premier p ne divisant pas Dy,

1 si p est décomposé dans K;
o) = {

—1 sip estinerte dans K.

En particulier :

Xk (p) = <DK>

p

pour tout p premier impair ne divisant pas 2 et, si D = 1 (mod 4), alors

XK<2):{ 1  si Dg =1 (mod 8)

—1 si Dg =5 (mod 8)

Démonstration. (i) Fixons un plongement de Q((|p,|) dans C et désignons par c la conjugaison
complexe, qui induit par restriction des automorphismes de Q(q DKl) et de K. Puisque C|E)1K| _
c({|pg|)s on a 01 = c et donc

VDK

La conclusion est maintenant immédiate.
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(ii) L’automorphisme o, est I’élément de Frobenius (p, Q({|p,|)/Q), donc

k(o) = (P, Q(Gpx)/QAWDK) _ (p, K/Q)(vDr)
" VDx Nora

L’élément de Frobenius (p, K/Q) est trivial si et seulement si p est décomposé dans K. Lorsque
p > 2, cette condition équivaut au fait que Dy soit un carré modulo p; si D = 1 (mod 4) et
p = 2, il revient au méme de demander que le polynéme X2 — X + (1 — Dg)/4 se réduise sur
X? + X modulo 2. (Il

Proposition D.2 — Le caractére xi est primitif, i.e. son conducteur est |D]|

Démonstration. Pour tout diviseur f de |Dk/, le corps Q((y) est contenu dans Q((|p,|) et le
diagramme naturel

Gal(Q((p,|1Q) — Gal(Q(¢f)/Q)
(2/|Dk|2)* ——(2/f2)"
est commutatif. Il en découle que le caractére x i se factorise a travers (Z/fZ)* si et seulement
si K est contenu dans Q((y).

Soit f un diviseur de |Dg| tel que K C Q({f). Si un nombre premier p divise |Dg/|, alors
p est ramifié dans K, donc dans Q((y), et ainsi p|f. Les entiers |Dg| et f ont donc les mémes
facteurs premiers.

Rappelons que Dy est soit un entier sans facteur carré et congru a 1 modulo 4, soit de la
forme 4d avec d sans facteur carré et congru a 2 ou 3 modulo 4. Dans le premier cas de figure,
nous pouvons directement conclure a 1’égalité

cond(xx) = f = |Di|.

Supposons que 'on ait Dg = 4d avec d sans facteur carré et d = 3 (mod 4); il nous faut
vérifier que K n’est pas contenu dans Q((y|q)). Comme |d| est impair, —(jq est une racine
primitive d’ordre 2|d|, donc Q((ajq) = Q((jq)) et 2 n’est pas ramifié dans Q((}q)). Puisque 2 est
ramifié dans K, 'inclusion K C Q(yjq|) est exclue et donc

cond(xx) = f = [Dx|.

Supposons finalement que 'on ait Dg = 89 avec d impair et sans facteur carré; il nous faut
vérifier que K n’est pas contenu dans Q((yjs(), ¢’est-a-dire /D = 2v/20 ¢ Q(Cyy51)- Puisque
Vo e Q(C4j5)) en vertu de la proposition 2.24, il revient au méme d’établir que Q((y5) ne
contient pas v/2. Si tel était le cas, alors ce corps cyclotomique contiendrait également

V22

€ 5 5

car il contient ¢ = (4 et 'on aurait donc

Q(Cy15) = Q(Cg15))

puisque J est impair. Comme

[Q(Cajs)) = Q1 = w(4)¢([0]) = 20(10]) et [Q(Cyys1) = QI = @(8)0(10]) = 4([0]),
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ces corps cyclotomiques sont distincts et donc

cond(xk) = f = |Dk|.

Remarque — Si D =1 (mod 4), alors

o (52)
En effet, pour tout nombre premier p ne divisant pas D,
o= (2) = (2)
P Dk
en vertu de la loi de réciprocité quadratique.
Proposition D.3 —

Cre(s) = C(s) Lxx, s)

Démonstration. C’est un cas particulier de la proposition 4.19 dont on peut donner une démonstration
directe :

w(s) = JIa-»=" JI @-p72 ] -0

plDK ptDx pt Dk
p décomposé p inerte
= JJa-p"- Jl-p" Q= xx@p )"
p|Dk ptDx
= o) JTa=xp )"
ptDk

= C(s)L(xx; s)
en utilisant le fait que yx est primitif. O

Corollaire D.4 — La fonction L(xk,s) est holomorphe sur le demi-plan PRe(s) > 0 et

On a en outre

Démonstration. Compte-tenu de la proposition précédente, il s’agit de la formule du nombre de
classes dans le cas particulier d'un corps quadratique. Notons que 'on a wg = 2 lorsque K est
réel et
4 si K =Q(i), i.e. si Dg = —4
wg =14 6 si K=Q(j), i.e. si Dg = —3
2 sinon, i.e. si D < —4.



D.2. Calcul direct de L(xg,1)

Soit x un caractere de Dirichlet de conducteur f > 3 et soit wy = e2/f La somme de Gauss
associée a y est définie par

Gx)= Y xlaw"

a€Z/fZ
Plus généralement, pour tout ¢ € Z, posons

Glx.o)= Y, xl@w™.

a€Z/fZ

Lemme D.5 — (i) G(x,7) = x(r)G(x).
(i) GOOG(X) = x(=1)f
(iii) |G| = VF
Démonstration. (1) Si pged(r, f) = 1, alors
Ghor)= Y xlax(arw§ =x(r"G(x) = x(G(x)
a€(Z/fZ)*

puisque x(7) est une racine de 'unité dans C.
Si pged(a,r) > 1, alors x(r) = 0. D’autre par, en écrivant r = &/, f = §f" avec § =
pged(r, f), il vient wfc = wyp et

G(x,r) = Z X(a)w;/,a: Z Z x(a) w}llal.

a€Z/fZ WEL/F'T o €Z/f'Z

a =a’ (mod f’)

La somme entre parentheése est nulle : ¢’est immédiat si pged(a’, f') > 1, car alors pged(a, f) > 1
pour tout a congru & @’ modulo f’; si pged(a’, f') = 1, alors

> x@=x() >, x(b)=0

o €Z/f'Z beZ/fZ
a =a’ (mod f’) b=1 (mod f')

en vertu des relations d’orthogonalité (Complément C) car x se restreint en un caracteére non tri-
vial du noyau de la projection canonique de (Z/fZ)* sur (Z/f'Z)* puisque x est de conducteur

7
(ii) On a

COEE = Y XG0
reZ/fZ

= Z G(x,r)w}

reZ/fZ

= > xaw

a,r€Z/fZ

= x(-Df + ) oWt

ne/rm \rez/Jz
= x(=1)f
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(iii) On a

donc

et

Théoréme D.6 — Soit x un caractére de Dirichlet de conducteur f > 3.

Démonstration.

avec

donc

GOl = F/1GRI = VT

ae(Z/fZ)*

IL(x,1)| = ﬁ Z x(a)al six(-1)=-1.

a€Z/fZ

nz1 te(Z/fZ)* nzl
1 t (mod f) 144
. sin =t (mo (t—n)r
an(t) = { 0 sinon T wa ’
r=0
1 =
L(x,s) = 7 X(t)w?"wa "7
te(Z/fZ)* r=0 nz1
F-1

En faisant tendre s vers 1, il vient

Loy --2

re(2/12)x

!L(X,1)|=\/17 > x(a)log (sin:fl> si x(—1) =1

En considérant la détermination principal du logarithme sur C \ Ry, il vient

r mr
log(1 —w;") = log (2 sin e"/Q_W/f> = log (2 sin >
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Si x(—1) =1, alors x est pair et donc

G(x) —log(1 —w}) +log(1 —w;")
L = T\
(x.1) PR .
= _Gk) Z x(r) log <2 sin W)
d re(Z/12)* d
= —@ Z x(r) log (sin W)
d re(Z/12)* !

car Zre(z/fz)x x(r) = 0 puisque x est un caractere non trivial de (Z/fZ)*. On conclut en
passant aux modules et en utilisant |G(x)| = v/f (lemme D.5).
Si x(—1) = —1, alors x est impair et donc

___lo —wh) —1lo —wir
Lhel) = _Q%) > xlr 51 ~wp) Zg“ /)

re(Z/f2)

2
f re(Z/fZ)x

On conclut en passant aux modules et en utilisant |G(x)| = v/f (lemme D.5). O

En exploitant conjointement le corollaire D.4 et le théoreme D.6, nous obtenons une formule

du nombre de classe « explicite > pour les corps quadratiques.

Corollaire D.7 — Soit K un corps quadratique, de caractére de Dirichlet associé X .

(i) Si K est imaginaire, alors

w
hy = —t Z xk(a)al.
2| Dg|
a€(Z/DyZ)*
(il) Si K est réel, alors
. Ta
hxRig = Z Xk (a) log <sm DK> .
a€(Z/DKZ)*

Ezemples. (i) Considérons K = Q(v/—5), avec Dg = —20. Le caracteére de Dirichlet associé a

K est
. o 1 sia=1,3,7,9
xx : (Z/202) %ﬁﬂh‘“*{—laa:nJ&NJg
et donc 40
2.

1
=1 —11-13-17-19]= — =
hx 20|+3+7+9 3—17-19| 50
(ii) Considérons K = Q(+/—39), avec D = —39. Le caractere de Dirichlet associé a K est
w=(5) (53)
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et xx(a) =1 si et seulement si
a=1,24,5810,11,16,20,22,25 32 (mod 39).
On en déduit

156 — 312
_lso-s|

e 39
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