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CONTROLE PARTIEL DU 9 NOVEMBRE

Durée : 2 heures

Ce sujet est constitué de trois exercices indépendants.

On rappelle que la fonction de von Mangolt est la fonction arithmétique définie par

logp sin>1 estune puissance d'un nombre premier p;
0 sinon

A(n) :{

et que l'on note v sa fonction sommatoire.

On rappelle également la formule sommatoire d’Abel : pour toute fonction arithmétique a,
de fonction sommatoire A, et toute fonction f de classe €' sur Ry,

Y a(n)f(i’l)=A(X)f(X)—A(y)f(y)—f A f'(1) dt,
y

y<nsx

pour tous nombres réels0 < y < x.

Exercice 1 — Pour tout nombre réel x =2, posons

P =[] p.

psx
Démontrer que le théoréeme des nombres premiers est équivalent a I'assertion

lim P(x)'* =e.
x—+

Exercice 2 — Pour tout n € N*, posons
c¢(n) = Card{(a, b) e N* xN* | ppcm(a, b) = n}.

1. Démontrer que la fonction arithmétique ¢ est multiplicative.

On pourra raisonner en termes de valuations p-adiques.

2. Démontrer que, pour tout nombre réel € > 0,
c(n) = o(n)

quand n tend vers +oo.

3. Déterminer |'abscisse de convergence de la série de Dirichlet

f= Y !

m,n=1 PPCmM(m, n)?

4. Exprimer f(s) al'aide de la fonction zéta.



Exercice 3 — Pour tout nombre réel x > 0, posons

Mx) =) pn),

n<x

ol 1 désigne la fonction de M6bius. On se propose de démontrer que le théoreme des nombres
premiers implique I'estimation
M(x) =o0(x)

quand x tend vers +oo.

1. Démontrer quel’'ona:
Y p(n)logn = M(x)log(x) +O(x)

nsx

quand x tend vers +oco.
2. (i) Démontrer 'identité A = u = log.
(ii) Démontrer I'identité
(f*g)-log=(f-log) g+ f*(g-log)
pour toutes fonctions arithmétiques f et g.
(iii) En déduire les identités

p-log=—-puxA=-pu*(A-1)-0;.
On pourra observer que l'on a 6, -log =0...
3. Soit € >0 un nombre réel. En utilisant le théoréeme des nombres premiers, démontrer la

majoration . (w(f) ) EJ)

<2exlogx
as<x a

pour tout x assez grand.

4. En déduire que le théoreme des nombres premiers implique I’estimation :
M(x) =o0(x)

quand x tend vers +oo.

5. (Question bonus) Démontrer I'identité

> u(n) L%J =1,

ns<x
puis déduire de ce qui précede que le théoreme des nombres premiers implique :

n<x N

lim 0.
X—+00

Remarque : on peut démontrer que chacune des estimations M(x) = o(x) et Y. <y # =o(x) esten
fait équivalente au théoreme des nombres premiers.



