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Notations et objectifs du problème

On désigne parCn l’espace des configurations P= (A1,A2, . . . ,An) constituées den points,
distincts ou non, du plan euclidien orienté. Dans tout le problème,n est un entier supérieur ou
égal à 3. Lorsque les points A1,A2, . . . ,An ne sont pas alignés on dit que P= (A1,A2, . . . ,An)
est unpolygone; dans le cas contraire, on dit que la configuration P estaplatie. L’ensemble
des polygones, éléments deCn, est notéPn ; en particulier l’ensemble destrianglesest noté
P3, l’ensemble desquadrilatèresest notéP4. On dit qu’un polygone P= (A1,A2, . . . ,An) est
régulier s’il existe une rotationr telle quer(A j) = A j+1 si 16 j 6 n−1 etr(An) = A1. On sait
qu’une telle rotation est unique, qu’une mesure de son angleest de la forme2kπ

n où 16 k6 n−1 ;
son centre est appelé centre de P.

Le choix d’une origine O et d’une base orthonormée directe permet d’identifier le plan à l’en-
sembleC des nombres complexes en associant à tout point A de coordonnées(x,y) son affixe
z= x+ iy. À toute configuration P= (A1,A2, . . . ,An) est ainsi associé bijectivement un élément
u= (z1,z2, . . . ,zn) deCn qu’on appellera affixe de P ; inversement, on dira que P est l’image deu.
On désigne pard l’opérateur dedécalagequi, à toute configuration P= (A1,A2, . . . ,An) associe
la configurationd(P) = (A2,A3, . . . ,An,A1) et parm l’opérateur depassage aux milieuxqui à
P= (A1,A2, . . . ,An) associe(B1,B2, . . . ,Bn) où, pour tout élémentk de{1, . . . ,n−1}, Bk est le
milieu du segment[Ak,Ak+1] et où Bn est le milieu du segment[An,A1].

Dans toute la suite on note D et M les endomorphismes duC-espace vectorielCn définis par
les relations :

D(z1, . . . ,zn) = (z2,z3, . . . ,zn,z1), M =
1
2
(I +D),

où I désigne l’application identique deCn. Dans ces conditions, pour toute configuration P d’af-
fixe u, les configurationsd(P) et m(P) admettent pour affixes respectives D(u) et M(u).

L’objectif de ce problème est d’étudier l’opération m de passage aux milieux. Dans la partie
I, on examine l’effet du passage aux milieux sur la barycentration, ainsi que la comparatibilité
avec les similitudes. La partie II est consacrée aux propriétés du passage aux milieux dans le cas
des polygones réguliers, qui jouent un rôle fondamental pour l’ensemble du problème. Dans la
partie III, on étudie la bijectivité du passage aux milieux.Enfin, dans la partie IV, on caractérise
les polygones dont la forme est stable par passage aux milieux.
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I. Effet de la barycentration et compatibilité avec les similitudes du plan

Pour toute transformation affine (bijective)t du plan et pour toute configuration P=
(A1,A2, . . . ,An) on notet(P) la configuration(A′

1,A
′
2, . . . ,A

′
n) constituée des points A′j = t(A j).

1. ISOBARYCENTRE DEm(P) ; COMPATIBILITÉ AVEC LES TRANSLATIONS.

Soient P= (A1,A2, . . . ,An) une configuration et G l’isobarycentre de P, défini par la relation :
−−→
GA1+

−−→
GA2 + . . .+

−−→
GAn = 0.

a. Déterminer l’isobarycentre dem(P).

b. Soit t une translation du plan. Comparerm(tP) et tm(P). Déterminer l’isobarycentre de
m(tP).

2. INTERPRÉTATION DANSCn

On notee0 l’élément deCn défini par la relatione0 = (1,1, . . . ,1) et H l’hyperplan deCn

d’équation :
z1+z2+ . . .+zn = 0.

a. Montrer queCn = Ce0⊕H et expliciter les projecteurs associés à cette décomposition en
somme directe. Montrer que les sous-espaces vectorielsCe0 et H sont stables par l’endomor-
phisme M.

b. Soit P une configuration d’affixeu= (z1,z2, . . . ,zn). Déterminer l’affixeλ de l’isobarycentre
G de P. Caractériser géométriquement les configurations P telles queu ∈ H et celles qui
vérifient la relationu = αe0, oùα ∈ C.

3. COMPATIBILITÉ AVEC LES SIMILITUDES.

Soit P= (A1,A2, . . . ,An) une configuration d’affixeu = (z1,z2, . . . ,zn). On noteP la configu-
ration d’affixeu = (z1,z2, . . . ,zn) et, pour tout nombre complexea, on noteaP la configuration
d’affixe au= (az1,az2, . . . ,azn).

a. Par quelles transformations géométriques simples du plan P etaP se déduisent-elles de P ?

b. Comparerm(P) et m(P), ainsi quem(aP) et am(P).

II. Polygone des milieux d’un polygone régulier et simlitudes directes

Dans toute la suite du problème, on noteω la racinen-ième de l’unité définie par la relation
ω = exp

(2iπ
n

)

. Pour tout entierk tel que 06 k 6 n−1, on note Rk la configuration ayant pour
affixe :

ek = (1,ωk
,ω2k

, . . . ,ω(n−1)k).

1. INTERPRÉTATION DANSCn DES POLYGONES RÉGULIERS.

a. Prouver que, sik 6= 0 et 2k 6= n, Rk est un polygone régulier de centre O. Déterminer l’iso-
barycentre de Rk. Quelle est la nature de R0, et de Rk lorsque 2k = n?

b. Inversement, montrer que pour tout polygone régulier P= (A1,A2, . . . ,An) de centre O, il
existe un entierk tel que 16 k 6 n−1 et 2k 6= n, et une similitude directes, de centre O, tels
que P= sRk. Déterminer l’isobarycentre de P.

2. POLYGONE DES MILIEUX D’ UN POLYGONE RÉGULIER.

a. Pour tout entierk tel que 06 k 6 n−1, calculerD(ek) et M(ek).

b. En déduire que les endomorphismes D et M sont diagonalisables et déterminer leurs valeurs
propres.
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c. Prouver que, si 2k 6= n, m(Rk) se déduit de Rk par une similitude directe de centre O dont on
précisera la rapportρk et une mesureϑk de l’angle.

d. En déduire que la configuration des milieux Q= m(P) d’un polygone régulier P est encore
un polygone régulier et indiquer comment Q se déduit de P.

3. CARACTÉRISATION DES POLYGONESP DONT LE POLYGONE DES MILIEUX EST DIRECTE-
MENT SEMBLABLE À P.

a. Soit P= (A1,A2, . . . ,An) un polygone dont l’isobarycentre est O, d’affixeu. Montrer que
m(P) est directement semblable à P si et seulement siu est vecteur propre de M. En déduire
que P est de la forme P= aRk, où 0< k 6 n−1, 2k 6= n, et oùa est un nombre complexe
non nul.

b. Déterminer les polygones P tels quem(P) soit directement semblable à P.

III. Bijectivité du passage aux milieux.

1. CAS DES TRIANGLES.

a. Soient P= (A1,A2,A3) un triangle et G son isobarycentre. Construire un trianglem(P) =
(B1,B2,B3). Prouver quedm(P) se déduit de P par une homothétieh de centre G dont on
indiquera le rapportλ .

b. En déduire quem induit une bijection deP3. Étant donné un triangle Q= (B1,B2,B3)
indiquer une construction géométrique de l’unique triangle P= (A1,A2,A3) tel quem(P) =
Q.

2. CAS DES QUADRALITÈRES.

a. Soient P=(A1,A2, . . . ,An) une configuration, G son isobarycentre etm(P) = (B1,B2,B3,B4).
Prouver que

−−−→
A1A3 = 2

−−−→
B1B2 = 2

−−−→
B4B3 ; ainsi(B1,B2,B3,B4) est un parallélogramme (éven-

tuellement aplati) dont on indiquera le centre de symétrie.Placer P etm(P) sur une même
figure.

b. Inversement, soient Q= (B1,B2,B3,B4) un parallélogramme ets1,s2,s3,s4 les symétries
centrales par rapport à chacun des sommets. Calculers2◦s1 ets4◦s3 et montrer ques4◦s3◦
s2 ◦ s1 est l’identité du plan. En déduire que pour tout point A1 du plan il existe une confi-
guration P= (A1,A2,A3,A4) et une seule telle quem(P) = Q et indiquer une construction
géométrique des points A2,A3,A4.

c. Exemple oùQ est aplati et oùP ne l’est pas. On se donne les points B1,B2,B3,B4 par leurs
coordonnées(−3,0),(1,0),(3,0),(−1,0). Construire P sachant que A1 a pour coordonnées
(−4,1).

d. Exemple oùQ est non aplati et où les sommets dePne sont pas distincts deux à deux. Étant
donné un parallélogramme non aplati Q, déterminer une configuration P= (A1,A2,A3,A4)
telle quem(P) = Q et que A1 = A2. Peut-il arriver que A1 = A3 ?

e. Prouver quem induit une bijection de l’ensemble des parallélogrammes sur lui-même. À cet
effet, on pourra d’abord montrer qu’étant donné un parallélogramme P= (A1,A2,A3,A4)

d’isobarycentre G etm(P) = (B1,B2,B3,B4), alors
−−→
GA1 =

−−−→
B2B1.
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3. BIJECTIVITÉ DU PASSAGE AU MILIEU DANS LE CAS OÙn EST IMPAIR.

On écritn sous la formen = 2p+1 où p > 1.

a. Déterminer le noyau de l’endomorphisme M0 de H induit par M.

b. En déduire quemest une bijection deCn. Prouver quem induit une bijection dePn.

c. Soient Q= (B1,B2, . . . ,B2p+1) une configuration d’affixev = (b1,b2, . . . ,b2p+1) et d’iso-
barycentre O, P= (A1,A2, . . . ,A2p+1) l’unique configuration telle quem(P) = Q et u =

(z1,z2, . . . ,z2p+1) l’affixe de P. Écrire le système linéaire traduisant l’équation m(P) = Q.
Prouver que

(1) z1 = b1−b2+b3−b4 + . . .+b2p+1.

Indiquer un algorithme permettant de construire géométriquement A1, puis P, connaissant
Q.

d. Expression de l’inverse deM. Soit D0 l’endomorphisme de H induit par D. Calculer(I +

D0)(I−D0+D2
0+ . . .+D2p

0 ). En déduire M−1
0 en fonction de D0. Retrouver ainsi la formule

(1).

4. BIJECTIVITÉ DU PASSAGE AUX MILIEUX DANS LE CAS OÙn EST PAIR.

On écritn sous la formen = 2p où p > 2 ; dans ces conditionsep = (1,−1,1,−1, . . . ,1,−1).
On note F l’hyperplan deCn d’équation :

z1−z2 +z3−z4+ . . .+z2p−1−z2p = 0.

a. Déterminer le noyau de l’endomorphisme M0 induit par M sur H. Montrer que M0 stabilise
F∩H et induit un automorphisme M00 de F∩H ; en déduire l’image de M0.

b. Soit Q= (B1,B2, . . . ,B2p) une configuration d’affixev= (b1,b2, . . . ,b2p) et d’isobarycentre
G. Montrer quer appartient à F si et seulement si les isobarycentres de(B1,B3, . . . ,B2p−1)
et de(B2,B4, . . . ,B2p) coïncident avec G. On noteE2p l’ensemble des configurations satis-
faisant à cette propriété.

c. Prouver que, pour toute configuration Q= (B1,B2, . . . ,B2p) de E2p et pour tout point A1
du plan, il existe une configuration P= (A1,A2, . . . ,A2p) et une seule telle quem(P) =
Q. Montrer quem induit une bijection deE2p sur lui-même et que si P est un polygone
appartenant àE2p, m(P) en est encore un.

d. Expression de l’inverse deM00. Montrer que le polynôme X2p−1 est divisible par X2−1.
Soit V le quotient. Montrer qu’il existe un polynôme A de degré 2p−3 et une constante B
tels que A(1−X)−BV = 1. Calculer B puis A. Soit D00 l’endomorphisme de F∩H induit
par D. Prouver que V(D00) = 0 ; en déduire M−1

00 en fonction de D00.

IV. Caractérisation des polygones dont la forme est stable par passage aux milieux.

On munit l’espace vectorielCn du produit hermitien défini par :

(u|u′) =
1
n
(z1z′1+z2z′2 + . . .+znz′n).

On noteu 7→ ||u|| la norme hermitienne associée.

1. DÉCOMPOSITION CANONIQUE DECn.

a. Montrer que la base(e0,e1, . . . ,en−1) est orthonormale.

b. Compareren−k et ek ; calculer D(ek) et M(ek).
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c. Pour tout entierk tel que 16 k <
n
2, on note Ek le plan vectoriel deCn engendré parek etek,

on note E la somme des sous-espaces Ek. Montrer que E est somme directe orthogonale des
plans Ek. Prouver enfin que E= H si n est impair et E= F∩H si n est pair.

d. Prouver que, pour toutk, les endomorphismes D et M stabilisent Ek, et que, pour tout élé-
mentv de Ek,

||M(v)||= ρk||v||.

2. INTERPRÉTATION COMPLEXE DES TRANSFORMATIONS AFFINES DU PLAN FIXANT O.

Soit t une application du plan dans lui-même fixant O, et T l’application deC dans lui-même
qui à tout nombre complexez= x+ iy d’image A associe l’affixez′ = x′ + iy′ de A′ = t(A).

a. Prouver que les propriétés suivantes sont équivalentes :
– l’application T est un endomorphisme duR-espace vectorielC (autrement ditt est af-

fine) ;
– il existe des nombres complexesa et b tels que, pour tout nombre complexez,

T(z) = az+bz.

On expliciteraa etb en fonction des coefficients de la matrice associée à T dans labase(1, i).

b. Dans ces conditions, montrer que T est un automorphisme siet seulement si|a| 6= |b|.

3. STABILITÉ DES POLYGONES AFFINES DES POLYGONES RÉGULIERS.

On noteAn l’ensemble des éléments P dePn de la forme P= τR où R est un polygone
régulier etτ est une transformation affine du plan. Étant donnés un endomorphisme T duR-espace
vectoriel C et un élémentu = (z1,z2, . . . ,zn) de Cn, on pose T(u) = (T(z1),T(z2), . . . ,T(zn)).
Enfin, pour tout entierk tel que 16 k <

n
2, on note Sk la similitude directe duR-espace vectoriel

C telle que S(ek) = M(ek).

a. Soit P= (A1,A2, . . . ,An) une configuration d’affixeu= (z1,z2, . . . ,zn) et d’isobarycentre O.
Montrer qu’il est équivalent de dire :

– P est un élément deAn ;
– il existe un entierk, où 16 k <

n
2, et des nombres complexesα et β tels que :

u = αek +βek et |α| 6= |β |.

b. Étant donné un entierk tel que 16 k <
n
2, montrer que pour tout élémentuk de Ek, il existe

un endomorphisme Wk deR-espace vectorielC et un seultel queuk = Wk(ek).

c. Prouver que pour tout élément P deAn, Q = m(P) appartient encore àAn, et qu’il existe
une transformation affinet du plan et une seule telle quetP= m(P).

d. Inversement, soit P un polygone d’affixeu admettant O pour isobarycentre et tel quem(P) =
tP oùt est une transformation affine. Soit T l’endomorphisme duR-espace vectorielC as-
socié àt. Prouver d’abord queu appartient à E. Montrer qu’il existe un entierk tel queu
appartienne à Ek. À cet effet, on écrirau sous la formeu = ΣWk(ek), où 16 k <

n
2, et on

montrera que, pour toutk, WkSk = TWk. On en déduira que si Wj 6= 0, Wj est un automor-
phisme et on comparera les déterminants de T et de Sj .

e. Prouver finalement que les éléments deAn sont les seuls polygones P dont le polygone des
milieux se déduit de P par une transformation affine.


