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CAPES DE MATHEMATIQUES

CONCOURS EXTERNE - SESSION DE1988

DEUXIEME COMPOSITION DE MATHEMATIQUES

Notations et objectifs du probléme

On désigne pa#;, I'espace des configurations=P(A1,Ao,...,A,) constituées da points,
distincts ou non, du plan euclidien orienté. Dans tout lebfgnme,n est un entier supérieur ou
égal & 3. Lorsque les pointsAAo, ..., An ne sont pas alignés on dit que=P(A1,Az,...,An)
est unpolygone dans le cas contraire, on dit que la configuration Pagéatie L'ensemble
des polygones, éléments @g, est notéZ?,; en particulier I'ensemble ddsianglesest noté
23, 'ensemble desgjuadrilatéresest noté#,. On dit qu’un polygone P- (A1,Ay,...,Ap) est
régulier s’il existe une rotatiom telle quer (Aj) = Aj+1Si 1< j <n—1etr(A,) = Az. On sait
gu’une telle rotation est unique, qu’'une mesure de son a&yjlee Iaformé'r‘]—7T oul<k<gn-1;
son centre est appelé centre de P.

Le choix d’une origine O et d’'une base orthonormée directeped’identifier le plan a I'en-

sembleC des nombres complexes en associant a tout point A de coakdsay) son affixe
z=x+1iy. A toute configuration P= (A1,A,...,Ap) est ainsi associé bijectivement un élément
u=(z1,2,...,2z,) deC" qu'on appellera affixe de P ; inversement, on dira que P esadie deu.
On désigne pad I'opérateur dedécalagequi, a toute configuration P (A1,Az,...,A,) associe
la configurationd(P) = (A2,As,...,An, A1) et parm l'opérateur depassage aux milieugui a
P=(A1,Ay,...,Ay) associgB1,Bo,...,Bp) ou, pour tout élémerkkde{1,...,n— 1}, By estle
milieu du segmeniAy, A, 1] et ou B, est le milieu du segmerky,, Ay].

Dans toute la suite on note D et M les endomorphisme€-@space vectorigl" définis par
les relations :

1
D(z,....zn) = (22,23,...,Zn,20), M=§(I+D),

ou | désigne I'application identique d&". Dans ces conditions, pour toute configuration P d’af-
fixe u, les configurationd(P) etm(P) admettent pour affixes respective&udet M(u).

L'objectif de ce probleme est d’étudier I'opération m de gage aux milieux. Dans la partie
I, on examine l'effet du passage aux milieux sur la bary@in, ainsi que la comparatibilité
avec les similitudes. La partie Il est consacrée aux prdpgé&lu passage aux milieux dans le cas
des polygones réguliers, qui jouent un réle fondamental fiensemble du probleme. Dans la
partie Ill, on étudie la bijectivité du passage aux milieixfin, dans la partie IV, on caractérise
les polygones dont la forme est stable par passage aux milieu



|. Effet de la barycentration et compatibilité avec les simiitudes du plan

Pour toute transformation affine (bijectivé)du plan et pour toute configuration P
(A1,Az,...,An) on notet(P) la configuration/A7, Ay, ..., Ap) constituée des pointsiA=t(Aj).

1. ISOBARYCENTRE DEM(P) ; COMPATIBILITE AVEC LES TRANSLATIONS.
Soient P= (A1,A>,...,Apn) une configuration et G l'isobarycentre de P, défini par lati@ta

— — —
GA1 +GA+...+GA,=0.

a. Déterminer I'isobarycentre ae(P).

b. Soitt une translation du plan. CompanextP) et tm(P). Déterminer l'isobarycentre de
m(tP).

2. INTERPRETATION DANSC"
On noteey I'élément deC" défini par la relatiorey = (1,1,...,1) et H I'hyperplan deC"
d’équation :
n+zo+...+42,=0.

a. Montrer queC" = Cey @ H et expliciter les projecteurs associés a cette déconiposh
somme directe. Montrer que les sous-espaces vectigglst H sont stables par 'endomor-
phisme M.

b. Soit P une configuration d’affixe= (z1, 2, .. ., z,). Déterminer I'affixeA de I'isobarycentre
G de P. Caractériser géométriquement les configuratione® tpieu € H et celles qui
vérifient la relatioru = aey, oua € C.

3. COMPATIBILITE AVEC LES SIMILITUDES.

Soit P= (A1,A2,...,An) une configuration d’affixel = (z1,2,...,2,). On noteP la configu-
ration d’affixetl = (71,7, ...,Z;) et, pour tout nombre complexg on noteaP la configuration
d'affixe au= (az,az,...,az).

a. Par quelles transformations géométriques simples auPpéaaP se déduisent-elles de P ?

b. Comparem(P) etm(P), ainsi quem(aP) etam(P).

II. Polygone des milieux d’un polygone régulier et simlituces directes

Dans toute la suite du probleme, on natda racinen-ieme de I'unité définie par la relation
w= exp(Z'T") . Pour tout entiek tel que 0< k < n— 1, on note R la configuration ayant pour
affixe :

ac= (1, X, ..., w"VK),

1. INTERPRETATION DANSC" DES POLYGONES REGULIERS

a. Prouver que, $# 0 et X # n, R¢ est un polygone régulier de centre O. Déterminer I'iso-
barycentre de R Quelle est la nature degRet de R lorsque X=n?

b. Inversement, montrer que pour tout polygone régulier A1,Ao,...,A,) de centre O, il
existe un entiek tel que 1< k< n—1 et X # n, et une similitude directs, de centre O, tels
que P= sRy. Déterminer I'isobarycentre de P.

2. POLYGONE DES MILIEUX D’UN POLYGONE REGULIER
a. Pour tout entiek tel que O< k < n—1, calculeD(g) etM(e&).

b. En déduire que les endomorphismes D et M sont diagonbdsabdéterminer leurs valeurs
propres.



c. Prouver que, sik# n, m(Ry) se déduit de Rpar une similitude directe de centre O dont on
précisera la rappopy et une mesurdy de I'angle.

d. En déduire que la configuration des milieux-Qn(P) d’'un polygone régulier P est encore
un polygone régulier et indiquer comment Q se déduit de P.

3. CARACTERISATION DES POLYGONESP DONT LE POLYGONE DES MILIEUX EST DIRECTE
MENT SEMBLABLE A P.

a. Soit P= (A1,A2,...,An) un polygone dont I'isobarycentre est O, d’affiueMontrer que
m(P) est directement semblable a P si et seulemamest vecteur propre de M. En déduire
que P est de la forme R aRy, ou 0< k < n—1, & # n, et oua est un nombre complexe
non nul.

b. Déterminer les polygones P tels quéP) soit directement semblable & P.

. Bijectivité du passage aux milieux.

1. CAS DES TRIANGLES

a. Soient P= (A1,A2,A3) un triangle et G son isobarycentre. Construire un triangle) =
(B1,B2,B3). Prouver quaim(P) se déduit de P par une homothétiee centre G dont on
indiquera le rappord.

b. En déduire quen induit une bijection de#%3. Etant donné un triangle € (B, By, B3)
indiquer une construction géométrique de l'unique triari= (A1,A2,A3) tel quem(P) =

Q.
2. CAS DES QUADRALITERES
a. Soient P= (A1,A»,...,Ap) une configuration, G son isobarycentregP) = (B1,B2,B3,B4).
Prouver quéA1As = 2B1B, = 2B4B3; ainsi(B1, B2, B3, B4) est un parallélogramme (éven-
tuellement aplati) dont on indiquera le centre de syméRiacer P etn(P) sur une méme
figure.

b. Inversement, soient € (B1,B2,B3,B4) un parallélogramme et,s,, S3,S les symétries
centrales par rapport a chacun des sommets. Calguiai ets; oS3 et montrer quesg o Szo
S 05 est l'identité du plan. En déduire que pour tout pointdu plan il existe une confi-
guration P= (A1,A2,A3,A,) et une seule telle qua(P) = Q et indiquer une construction
géomeétrique des pointsAA3, Ag.

c. Exemple o est aplati et otP ne I'est pasOn se donne les points B, B3, B4 par leurs
coordonnée$—3,0),(1,0),(3,0),(—1,0). Construire P sachant que A pour coordonnées
(_47 1)

d. Exemple ol est non aplati et ol les sommetsRige sont pas distincts deux a de&tant
donné un parallélogramme non aplati Q, déterminer une amafign P= (A1,A2,A3,A,)
telle quem(P) = Q et que A = A,. Peut-il arriver que A= A3?

e. Prouver queninduit une bijection de 'ensemble des parallélogrammefusuméme. A cet
effet, on pourra d’abord montrer qu’étant donné un pa@iéimme P= (A1,A2,A3,A,)

d'isobarycentre G en(P) = (B1, By, B3, B4), alorsGA; = B,B;.




3. BIJECTIVITE DU PASSAGE AU MILIEU DANS LE CAS OUN EST IMPAIR.

On écritn sous la formen=2p+1oup > 1.

a. Déterminer le noyau de 'endomorphisme 8 H induit par M.

b. En déduire quenest une bijection d&},. Prouver quem induit une bijection de#,.

c. Soient Q= (B1,B>,...,B2p1) une configuration d'affixer = (by,by,...,bopi1) et dliso-
barycentre O, P= (A1,A,...,Azp41) I'unique configuration telle quen(P) = Q etu =
(21,2,...,22p1) laffixe de P. Ecrire le systéme linéaire traduisant I'égpam(P) = Q.
Prouver que

Q) Z]_:bl—b2+b3—b4+...+b2p+1.

Indiguer un algorithme permettant de construire géoméergent A, puis P, connaissant
Q.
d. Expression de l'inverse dél. Soit Dy 'endomorphisme de H induit par D. Calcul@r+
Do)(I —Do+D3+...+ D(Z)p). En déduire I\({1 en fonction de [3. Retrouver ainsi la formule
(1).
4. BIJECTIVITE DU PASSAGE AUX MILIEUX DANS LE CAS OUNEST PAIR
On écritn sous la formen = 2p ou p > 2; dans ces conditioresy, = (1,-1,1,-1,...,1,-1).
On note F I'hyperplan d€" d’équation :

21—22+23—Z4+...+Zzp,1—22p:0.

a. Déterminer le noyau de 'endomorphismeg Mduit par M sur H. Montrer que Wstabilise
FNH et induit un automorphisme §g de FNH ; en déduire I'image de W

b. Soit Q= (B1,By,...,B2p) une configuration d'affixe = (by, by, ..., byp) et d'isobarycentre
G. Montrer quer appartient a F si et seulement si les isobarycentré8gdeBs, ...,Bop_1)
et de(B2,Bs,...,B2p) coincident avec G. On not&, I'ensemble des configurations satis-
faisant a cette propriété.

c. Prouver que, pour toute configuration=Q)B1,Bp,...,B2p) de &, et pour tout point A
du plan, il existe une configurationP (Aq,A,,...,Azp) et une seule telle qua(P) =
Q. Montrer quem induit une bijection des>, sur lui-méme et que si P est un polygone
appartenant &,, m(P) en est encore un.

d. Expression de 'inverse ddgo. Montrer que le polyndme 3 — 1 est divisible par X —1.
Soit V le quotient. Montrer qu’il existe un polyndme A de dé@p — 3 et une constante B
tels que A1—X) —BV = 1. Calculer B puis A. Soit gy 'endomorphisme de FH induit
par D. Prouver que ¥Dgo) = 0; en déduire I\?Jol en fonction de [go.

IV. Caractérisation des polygones dont la forme est stablegr passage aux milieux.

On munit I'espace vectoriél" du produit hermitien défini par :

1
(UlY) = = (@4 + T+ ...+ %),
On noteu — ||u|| la norme hermitienne associée.

1. DECOMPOSITION CANONIQUE DEC".
a. Montrer que la bas@y, ey, . ..,en—_1) est orthonormale.
b. Comparer,_g ete; calculer O&,) et M(&).



c. Pour tout entiek tel que 1< k < 3, on note k le plan vectoriel d&€" engendré pag etg,
on note E la somme des sous-espagedMontrer que E est somme directe orthogonale des
plans k. Prouver enfin que E H sin est impair et E= FNH sin est pair.

d. Prouver que, pour tolt les endomorphismes D et M stabilisent Et que, pour tout élé-
mentv de g,

[IMMW)[] = okl V1]

2. INTERPRETATION COMPLEXE DES TRANSFORMATIONS AFFINES DU PIMFIXANT O.

Soitt une application du plan dans lui-méme fixant O, et T I'appiccade C dans lui-méme
qui a tout nombre complexe= x+ iy d'image A associe l'affix@ =X +iy’ de A =t(A).
a. Prouver que les propriétés suivantes sont equivalentes :
— l'application T est un endomorphisme ttuespace vectoriel (autrement dit est af-
fine);
— il existe des nombres complexastb tels que, pour tout nombre complexe

T(z) =az+bz
On expliciteraa etb en fonction des coefficients de la matrice associée a T dénasil,i).
b. Dans ces conditions, montrer que T est un automorphisetessulement sa| # |b|.

3. STABILITE DES POLYGONES AFFINES DES POLYGONES REGULIERS

On note,, 'ensemble des éléments P d&, de la forme P= TR ou R est un polygone
régulier etr est une transformation affine du plan. Etant donnés un engidrisme T diR-espace
vectoriel C et un élémentu = (z1,2,...,2,) de C", on pose Tu) = (T(z1), T(22),..., T(z)).
Enfin, pour tout entiek tel que 1< k < 3, on note & la similitude directe diR-espace vectoriel
C telle que %ex) = M(ey).

a. Soit P=(A1,A2,...,Ap) une configuration d'affixe = (z, 2, .. ., z,) et d'isobarycentre O.

Montrer qu’il est équivalent de dire :
— P estun élément der; ;
— il existe un entiek, ou 1< k < 5, et des nombres complexeset  tels que :

u=aec+pBe et |al# Bl

b. Etant donné un entidrtel que 1< k < 2, montrer que pour tout élément de K, il existe
un endomorphisme YAdeR-espace vectoriél et un seutel queuy = Wy (&).

c. Prouver que pour tout élément P .dg, Q = m(P) appartient encore &%, et qu’il existe
une transformation affinedu plan et une seule telle quie= m(P).

d. Inversement, soit P un polygone d’affixadmettant O pour isobarycentre et tel qo@) =
tP out est une transformation affine. Soit T 'endomorphismeRdaspace vectoriel as-
socié at. Prouver d’abord que appartient a E. Montrer qu’il existe un entieitel queu
appartienne a E A cet effet, on écrirai sous la formeu = TW (&), ot 1< k < g et on
montrera que, pour tolt Wy S = TWy. On en déduira que si YW 0, Wj est un automor-
phisme et on comparera les déterminants de T etjde S

e. Prouver finalement que les élémentszgesont les seuls polygones P dont le polygone des
milieux se déduit de P par une transformation affine.



