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Espaces et groupes polonais

De nition
Un espace topologiqu¥ est un espace polonais si sa topologie est
sparable, netrisable et admet une distance compatible compete.

Ce nition
Un groupe topologiqués est un groupe polonais si la topologie @Geest
polonaise.

Exemples

I G cenombrable, muni de la topologie discete.
IS NN, muni de la topologie de la convergence simple.

I Iso(X) XX muni de la topologie de la convergence simple (aXec
nmetrique polonais)

I HomedX) avecX compact (ou méme localement compact) et la
topologie compacte-ouverte.
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Groupes polonais et groupes d'isonetries

Theoeme (folklore?)
Tout groupe est isomorphe au groupe d'isonetries d'un espace rte.

Theoeme (Gao-Kechris)
Tout groupe polonais est isomorphelso(X) pour un certain netrique

polonaisX.

Treoeme (M.)

Tout groupe compact netrisable est isomorphelso(X) pour un certain
metrique compactX.
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Boeliens Standard et fonctions boeliennes

e nition

Un boelien standard est un espace polonaisequife de sa tribu berle.
e nition

Si X;Y sont deux boeliens standard,: X | Y est boelienne si son

graphe est boelien ou, de faconequivalente, &i 1(B) est boelien pour
tout boelien B Y.

Treoeme (Kuratowski)

Deux boeliens standard sont isomorphes si, et seulement si, ils@nt |
méme cardinal.

Proposition
Soit X un espace netrique eparable. Alors, muni de sa tribu
boelienne, est un boelien standard s¥i est boelien dans son compee.
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Observation

On peut souvent "regrouper" des classes de structures naturelles
(groupes/graphes cenombrables, espaces netriques compacts/polonais,
espaces de Banach sparables...) en un boelien standard.

Exemple

On peut consicerer tout groupe cenombrable comme ayaxtpour
univers; le groupe est alors determire par sa table de multiplicati
De nissons GROUP 2V N N comme I'ensemble des tels que:

I 8n;m9! ] (n; m; p) =1 (on note ci-dessousp = (n; m))

I 9n8m m = (n; m) = (m; n) eement neutre, noe e ci-dessous)

L 8mm;p (n; (myp)= ( (n;ym);p) (associativie)

I 8n9m (nym)=eet (Mm;n)=e (inverse)
Observation

GROUPest boelien dans B N N et est donc un boelien standard.
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Actions boeliennes de groupes polonais.

Ce nition
On dit qu'un groupe polonai& agit boeliennement sur le boelien
standardX si I'application @;x) 7! g:x est boelienne.

Remarque

Si G agit boeliennement suiX alors la relationEX assocee est
analytique (et m&éme boelienne si I'action est libre ouGiest un groupe
cenombrable).

Exemple

La relation d'isomorphisme entre groupes cenombrables est indpée
I'action naturelle deS; sur le boelien standardSROUP. Cette relation
est analytique non boelienne.
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Un exemple: classi cation des groupes akeliens de ran

Soit G un groupe alelien de rang 1. Powa2 G etp 2 P on ¢ nit le
p-type dea ty(a) 2 N[flg par

tp(a) = supfn: a est divisible pap"g

Puis on & nit le type dea, t(a) 2 N][flg P par

t(a) = (tp(a))p2p

On dit que deux types sontequivalents s'ils sontegaux sauf en un
ensemble ni d'indices, et si la dierence des coordonrees
correspondantes est nie.

Deuxekments dierents du neutre dansG ont des typesequivalents, ce
qui permet de ce nir le type deG.

Baer a cemonte quedeux groupes aleliens de rang 1 sans torsion sont
isomorphes si, et seulement si, ils ont le méme type
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Invariants complets et eductions boeliennes

De nition
Si E est une relation dequivalence suX, une classi cation deE est la
donree d'un ensemblé (les invariants) et d'une fonctiorf : X ! | telle
que

8x;y 2 X (xEy), (f(x)=f(y))
De nition

SoientE; F deux relations dequivalence sur les boeliens standatdy .
On dit queE se eduit boeliennementaF (en symbolesE g F) s'il
existe une fonction boelienné: X ! Y telle que

8x;y2X  (xEy), (F()Ff(y))

Remarque

Sif: X! Y estune eduction boelienne dé&Ea F, alorsa partir d'une
classi cation deF on peut ceduire une classi cation d& en composant
par F.
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Quelgues notations

De nition
Si E; F sont deux relations dequivalence boelienne, on ndie g F si
E gFetF g E.

De nition

Si le groupe polonai& agit boeliennement sur I'espace boelien
standardX en induisant une relation dequivalencg, on dira queX est
un G-espace boelieret que E est uneG-relation. On parlera de
G-relation boelienne siE est de plus boelienne dank  X.
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De nition
E est concetement classi able s&& g=g.

e nition
Sur 2N on & nit Ep par:

XEy,9 nBm nx(m)= y(m)

Theoeme (Harrington-Kechris-Louveal

Soit E une relation dequivalence boelienne.
Alors soitE g=gr sOitEy g E.
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Pour tout groupe polonais il existe une
relation universell&ES pour lesG-relations
boeliennes.

Si G est cenombrable, I'action par shift d&
sur (N)® est ga EP.

Exemple

La relation d'isomorphisme entre graphes (ou
groupes) cenombrables estga E .
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Remarque
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an
El

Treoeme (Becker-Kechris)

Il existe une relation universelEP° pour les
relations induites par une action boelienne de
groupe polonais

Remarque

Toute relation boelienne ne se eduit pasa un
telle relation; il n'y a d'ailleurs pas de relation
boelienne universelle.

Par contre il existe une relation analytique
universelleE2".

Exemple

La relation d'isonetrie entre espaces netrique
polonais est pa EP° (Gao-Kechris); de mém
pour l'isonetrie entre Banach sparables (M.).
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Theoeme (Feldman-Moore)

Toute relation dequivalence boelienne
aenombrable est induite par une action
boelienne d'un groupe cenombrabl6&.

Theoeme
(Dougherty-Jackson-Kechris)

Soit E une relation dequivalence
boelienne cenombrable. AlorE g Ey
ssiE est uneZ-relation boelienne.

Exemple

La relation |, disomorphisme entre
groupes aleliens sans torsion de rang
est boelienne cenombrable.
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Treoeme (Thomas)
Pour toutnona .<g n+
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Treoeme (Thomas)
Pourtoutnona ,<g n+1-

Treoeme (Thomas)

La relation ¢ n'est pas universelle pour
les relations boeliennes cenombrables.
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Question.

Existe-t-il des relations boeliennes
cenombrables incomparables pour? Si
oui, quelle est la cardinalie maximale
d'une antichame?
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De nition

Une relation boelienne cenombrabl&

essentiellement est essentiellement libre sBiest ga
libres une relation induite par une action

boelienne d'un groupe cenombrablé&.

Relations
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De nition
_ Une relation boelienne cenombrabl&
Relations . . .
essentiellement est essentiellement libre sBiest ga
libres une relation induite par une action
boelienne d'un groupe cenombrablé&.

Question.
Toute relation boelienne cenombrable
est-elle essentiellement libre?
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Relations peservant une mesure

De nition

Soit E une relation boelienne cenombrable suf. On dit queE peserve
la mesure (boelienne) de probabilie si, pour un groupe cenombrable
G induisantE, on a

892 G8A X boelien (g:A)= (A):

Remarque
Toute relation boelienne est g a une relation peservant une mesure.

Exemple

L'action par shift deG sur sa partie libre (ZJ peserve une mesure
unique (la restriction de la mesure de Haara Q).

Cette mesure est donG-ergodique
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Actions par shift

Proposition
L'action de G sur (2)¢ est en fait fortement nelangeante, c'esta-dire
que pour tousA; B mesurables (2)€ on a

limgn  ((g:A)\ B)= (A) (B):

Question.
A quel point la relationSg induite par I'action par shift deG sur (2)° se
souvient-elle des?

Remarque
SiG HalorsSg g S4. Quand la eciproque est-elle vraie?
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Morphsimes de relations cequivalence

De nition
Si E; F sont deux relations cequivalence sur les beliens standar; Y,
onditque : X! Y estun morphisme d& dansF si on a

8Xx;y2 X xXEy) f(xX)Ff(y)

De nition

Si E peserve une mesure et est un morphisme d& dansF, on dit
gue est -trivial s'il existexg tel que l'on aitf (x) F f(xp) -presque
partout.



Superrigidie et applications

Treoeme (Thomas)

SoitG=SL3(Z) S, a S estun groupe cecnombrable. Sol un
groupe cenombrable agissaribbrementet boeliennement sur un boelien
standardY . S'il existe un morphisme boelien non-trivial de Sg dans
EJ, alors il existe un plongement virtuel d&@ dansH.



Superrigidie et applications

Treoeme (Thomas)

SoitG=SL3(Z) S, a S estun groupe cecnombrable. Sol un
groupe cenombrable agissant librement et boeliennement sur un beel
standardY . S'il existe un morphisme boelien non-trivial de Sg dans
EJ, alors il existe un plongement virtuel d&@ dansH.

Treoeme (Adams-Kechris)
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Preuve du treoeme de Adams-Kechris (Thomas)
Pour tout nombre premiep on pose

- 1
Ap = iz Zp
Puis, pour tout ensembl€ de nombres premiers,on c nit

Gec = SL3(Z) p2C Ap

I Soient alors deux ensembl&; D de nombres premiers; S, se
eduita Sg, alors il existe un plongement virtuel d&: dansGp.
I Mais Slz(Z) a un sous-groupe sans torsion d'indice ni; par
consequent pour toutp dansC le groupeZ, se plonge dans
d2pAqg, d'as p 2 D.

I Finalement: s'il existe une eduction d8s.a Sg, alorsC D; la
eciproque estevidente.
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e nition

Une relation boelienne cenombrabl& est essentiellement libre & se
eduita une relation induite par une action boelienne et libre dh
groupe cecnombrableG.

Treoeme (Thomas)
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Preuve
Soit E une relation dequivalence boelienne cenombrable induite par une
action boelienne libre du groupé&.
I Il existe un grouped cenombrable qui ne se plonge pas da@s
SoitL=SL3(Z) (H 2).
I 'H Z n'a pas de sous-groupe distingte ni, donc il n'y a pas de
plongement virtuel dd_ dansG.

I Par conequent,S. ne se eduit pasaE, ce qui montre queE ne
peut pas étre universelle. O
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cocycle est une application: G X ! H \eriant

89;0°2 G8x2 X (9;9%x) (9%x)= (9g%x)

Exemple

Si G agit surX, H agit librement etf : Eg ! Ey est un morphisme, on
e nit implicitement un cocycle : G X! H en posant

(9;x):f (x) = f(g:x)

Ce nition
Deux cocycles boeliens : G X! H sontequivalents s'il existe une
fonction boelienneb: X ! H telle que

89;x2 X (g;x)= b(gx) (g;x)b(x) *:
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I Pour toutg 2 N on af(g:x) = f(x), i.e f estN-invariante et donc
constante -pp, ce qui est absurde.

I Par conequent, Ker() est ni et ' est un plongement virtuel d&
dansH. O
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