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Changements de variables
Feuille 9

Notations

1. La mesure de Lebesgue dans R™ est notée \,. La mesure de Lebesgue dans R est notée .
2. Pour x > 0, on note I'(x) := / t*te~tdt (la fonction Gamma d’Euler).
0

3. Une application H : A — B, avec A, B C R", sera souvent notée H : (x1,...,2,)
(U1, ... uy), avec (uy, ..., upy) = H(z1,...,2,).
Exercice 1

1. Montrer que Vo > 0,Vy > 0, Papplication ¢t — t*71(1 — ¢)¥~! est A-intégrable sur [0, 1]. On
1

pose pour z >0 et y > 0: B(z,y) = / t" 11 — t)v"' dt (c’est la fonction Béta d’Euler).
0

2. Soient x > 0,y >0et [ = / "1 s¥1e=(F9) gsdt. Calculer I en utilisant le changement
R+ XR+
de variables dans R? : u =t et v =t + s.

3. En calculant I d’une autre maniére, établir pour z,y > 0 I'identité

I'(z)l'(y)

I(x+y) (1)

B(z,y) =

Exercice 2 Pour n > 1, soit U, = {x € R"; x; > 0,...,2, > 0,21 + -+ + x, < 1}. Soit
Sy = A\ (U,). Etablir une relation entre S,, et S,,_1. En déduire la valeur de S,,.

Exercice 3

1. Soit H : (u,v) = (s,t) avec s = uv et t = u(1—wv). Montrer que H est un C'-diffécomorphisme
de l'ouvert U =]0, 0o[x]0, 1] sur Pouvert V' = (R%)?.
2. Soient x > 0,y >0et [ = / "y le =0+ dsdt.
R+XR+

En utilisant le changement de variables H, calculer I et retrouver identité (1).

Exercice 4 Soient 0 < a < b. On pose
D={(r,y) eR*;0<z<y<Va2+leta<uazy<b}

1. Montrer que D est un borélien.
. , u=1y>— 2 . .
2. A T'aide du changement de variables , que l'on justifiera, calculer I'intégrale
v =2y

I= / (y* — 2*)™ (2 + y*) dXo(2, y) en fonction de a et b.
D

Exercice 5
Soit U la partie de R3 définie par

U={(u,v,w) €R*; u>0,0>0,w>0etuv<1,uw<low< 1}



1. Montrer que U est borélien.

2. Calculer 'intégrale suivante :

[:/uvwd)\3(u,v,w).

U

On pourra, aprés 'avoir justifié, utiliser le changement de variables suivant :
(z,y,2) = D(u,v,w) = (Vow, vVwu, Vuv).

Exercice 6 Soit f: R, — R, une application borélienne. On fixe a,b,c > 0 et on note

Ia,b,c - / xa_lyb_lzc_lf(ff + Yy + Z) dxdydz
(R4)?

1. Soit H : (z,y,2) — (u,v,w),o0u=x+y+ 2z, v = T etw:u.MontrerqueH
Tty r+y+=z

est un C'-difféeomorphisme de (R*)? sur un ouvert V' de R* que 'on déterminera.

2. En utilisant H et la formule (1), en déduire que

~ T@T®I() [~ atbie1
Ipe= m/{) flw)u +h du.

3. Soient a, 8, > 0. Soit I'intégrale

dxdydz

J = :
®Ryyp 1+ 2o+ yP + 27

A quelle condition sur «, 3,7, 'intégrale J est-elle finie ?

4. Soit B = {(x,y,2) € R®; 2% + y? + 22 < 1}. En utilisant la question 2, calculer

L:/ 2|y P 2]t dadydz.
B

Que retrouve-t-on dans lecasa=b=c=17

Exercice 7 Partie 1

Pour a > 0 et > 0, on pose H,(z) = / e~ (@ +2/%) gy Onp rappelle que / e dt =
0 0

V.

1
2
1. Montrer que la fonction H, : [0, co[— R est continue.

2. Calculer H,(0).

3. Montrer que la fonction H, est dérivable sur |0, ool.

4

. Calculer, pour x > 0, H!(z) en fonction de H,(z) (on pourra utiliser le changement de

variable t = —, avec a convenablement choisi).
s

1
5. En déduire que H,(z) = 5\/Ee_2m, a>0,z>0.
a
Partie 2

Pour a > 0, on pose

J (@) :/ e~ @/ o112 o (2, y).
(R7)?



VT

1. En utilisant la partie 1, montrer que J(a) = 2a+1F(a).

u = xy?

, » que l'on justifiera, montrer que
v=ua/y

2. En utilisant le changement de variables {

o= G)r(%5)

1
3. En déduire la formule F(%)F(&_QF )= 2\6{%11“(@), a > 0.

ef +e*

Exercice 8 On rappelle que la fonction « cosinus hyperbolique » est définie par chx = 5

1. On se donne les trois intégrales

A:/ d)\g(s,t)7 B:/ d)\Q(S,t)7 C:/ d)\g(u,v)'
R2 chs+cht r2 chs 4 cht r2 chuchwv
la. Veérifier que B = 4A et C = 72,

1b. En faisant le changement de variables s = u—wv,t = u+wv, prouver que B = C' et donner
la valeur de A.

2. On considere la fonction H : R} — R définie par

H(z) = /OOO exp(—z cht)dt.

2a. Démontrer que H est décroissante et continue sur |0, co[. Déterminer les limites de H
lorsque — 0 et lorsque x — oc.

2b. Vérifier que/ H(z)dx = g
0

2

2¢. En utilisant U'intégrale A de la partie 1, montrer que / H(z)*dx = %
0

dxd
Exercice 9 On pose J :/ Y
0,1]x[0,1] 1 — Y

1
1. Montrer que J = E —- (On pourra utiliser le développement en série entiere de In(1 —t).)
n
n>1

2. Effectuer le changement de variables © = u — v et y = u + v et en déduire que

2dudv
J = 1 — w2+ 02’
QLl— uU“ + v
ol () est un quadrilatére du plan que l'on déterminera.

3. Effectuer le changement de variable u = cost et en déduire que J = 72 /6.

1- t
(On rappelle que ,—C(;S = tan(t/2) et que arctan(z) + arctan(1/z) = 7/2.)
sin



