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Mesures produits
Feuille 8

On désigne par A la mesure de Lebesgue dans R. La mesure de Lebesgue dans R” est notée \,.
(Donc A\; = \.)

Exercice 1 Soit p la mesure de comptage sur ([0, 1], 4([0, 1])).
1. Soit A :={(z,z); = € [0,1]}. A est-il un borélien de R?? De [0,1]??

2. Justifier l'existence des intégrales itérées suivantes, et les calculer.

I = /[ ; ( /[ xal) N)) )
I = /[ ) ( /[ ) ) ) (o),

3. Quelle conclusion peut-on tirer de cet exercice ?

et

Exercice 2 Pourz € Ret y > 0, on pose f(z,y) = y*. Soient a et b tels que —1 < a < b. Montrer

1,6 ,a
que f est Ag-intégrable sur [a,b] x [0, 1]. En déduire la valeur de 'intégrale I = / yl Y g
0 ny
1
Exercice 3 Pour y > 0, on pose f,(z,t) = 15 2 (1 1 72) avec x,t € R.
1. Montrer que f, est Ao-intégrable sur [0, 1] x R;.
1
2. Soit g(y,t) = / fy(x,t) dx. Montrer que g est Ao-intégrable sur [0, 1] x Ry.
0
> (arctant )’
3. En déduire la valeur de 'intégrale I = / < " ) dt.
0
Exercice 4
<1 1
1. Montrer que l'intégrale I = / 2nx1 dx est bien définie et que I = 2 / 2n:vl dx.
o I — o L7~

2. Calculer de deux facons différentes I'intégrale

/ dxdy
Ry xR (1 + y)(l + x2y) .

En déduire que I = 7% /4.

3. Déduire des questions précédentes et d’'un développement en série entiére de la fonction

T — — que
> 1 2 . =1 w2



Exercice 5 Soit 1 une mesure sur (R, (R)) telle que u(R) = 1. Pour ¢t € R, on pose

Fu(t) = p(] = 00,t]), Gu(t) = p(Jt, +ool) et H,(t) = p({t}).

1. Montrer que les fonctions F),, G, et H, sont boréliennes.

2a. Soit v une autre mesure sur (R, Z(R)) telle que v(R) = 1. Montrer que /
R

F, dv :/Gydu.
R

2b. Soit D, ={t € R; H,(t) # 0} et D, = {t € R; H,(t) # 0}. Justifier que les ensembles D,
et D, sont au plus dénombrables et montrer 1’égalité suivante

/RFMdujL/Fd;H— S u{hre) = 1.

teD,ND,,

Exercice 6 Soit p une mesure sur (R, Z(R)) telle que p(R) = 1. Pour s > 0 et 2 € R, on pose :

S

Hlz) = Hy(x) = | 5—F—— du(t).
) = Hw) = [ ot autt)
Le but de cet exercice est de montrer que HY = H! = p = v.

1. Montrer que Hj est continue sur R et déterminer la limite de H(z) quand z tend vers foo.

2. Soit a € R. Déterminer lim sH,(a).

s—0+

3. Soient a < b deux réels. Déterminer lim — / H(
s—=0+ 71

4. Soient p et v deux mesures sur (R, #(R)) telles que p(R) = v(R) = 1. On suppose que
H" = HY pour tout s > 0. Montrer que p = v.

Exercice 7 Pour (z,y) € [—1,1]?, on pose

fla,y) = {(a:y)/(x2+y2)27 si (2,9) # (0,0).

0, sinon

1. Montrer que les intégrales itérées de f existent et sont égales.

2. La fonction f est-elle \o-intgrable sur [—1,1]*?

Exercice 8 Pour (z,y) € R?, on pose

1/(x+1)? siz>0etz<y<2z
flr,y) =< =1/(x+1)? siz>0et2x<y<3z.

0, sinon

1. Montrer que f: R? — R est borélienne.

2. Prouver que pour tout y € R, f(-,y) est Lebesgue-intégrable. Pour tout y, on définit
oly) = / f(z,y) dx. Montrer que ¢ est Lebesgue-intégrable et calculer / o(y) dy.
R R



3. Prouver que pour tout z € R, f(x,-) est Lebesgue-intégrable. Pour tout z, on définit
P(x) = / f(x,y) dy. Montrer que 1) est Lebesgue-intégrable et calculer /¢(x) dz.
R R
4. Qu’en pensez-vous !

Exercice 9
Pour z réel, soit F(x) = /

—0o0

o0 2 0 2
exp [— <£> — uQ] du = 2/ exp [— <£> — uQ] du.
u 0 u
a. Montrer que la fonction F' ainsi définie est continue et bornée sur R.
b. Montrer que F' est dérivable sur R*, et exprimer F’(z) en fonction de F'(x) pour x > 0.

c. En déduire la valeur de F'(x) en fonction de F'(0) pour z réel.

a. Ecrire F'(0)? comme une intégrale sur R? et en déduire la valeur de F'(0) (on pourra penser
aux coordonnées polaires).

Exercice 10

1. Montrer que pour tout n > 0, la fonction w,(x) = z"e™®

* est Lebesgue intégrable sur [0, col.

On pose :
& 2
1, = / e dx.
0
; n+1 o
Calculer Iy. Montrer que 'on a [I,,,5 = T[n’ pour tout n > 0, et en déduire que
I - (2n)! /7
Tl 9
2. Montrer que pour tout y > 0 on a
/Oo cos(2zy)e ™ dx = i(—l)” 22n e /OO ?e ™ dx
0 0 (2n)! 0

En déduire que 'on a pour tout y > 0,

/ cos(2zy)e ™ do = Y
0 2

Exercice 11 Rappelons 'Exercice 23 de la feuille 6 : bien que la fonction x +— sin z/x ne soit pas
A-intégrable sur R, la limite suivante

0o : A -
SIn x . SN xr
I = dr ;= lim dx
0 X A—oo 0 X

existe et est finie.
1. Soit f: R, xRy — R la fonction définie par f(z,y) = exp(—zy)sinz. La fonction f est-elle
Ao-intégrable sur Ry x Ry 7

2. Montrer que f est Ag-intégrable sur [0, A] x R, pour tout nombre A > 0.

3. En déduire la valeur de I.



Exercice 12 En calculant de deux fagons

00 1
[:/ / e sin(2zy) dydzx,
=0 Jy=0

;2
U

dz.

oo
déterminer la valeur de / e
0 T

Exercice 13 Soit p une mesure sur (R, #(R)) telle que u(R) = 1. Pour x réel, on pose

o(x) ::/Rexp(zxt) du(t).

1. Montrer que la fonction ¢ est continue et bornée sur R.

2. Soit n > 1 et a € R. Montrer que

% /_T; exp(—wax)d(z) dr = /RKn(t —a)dpu(t),

ou K, est une fonction que I'on explicitera.

1 n
3. Déterminer lim 2—/ exp(—wax)o(z) dz.

n—oo 2N J_,,

4. En déduire que si ¢ est A-intégrable sur R, alors y est une mesure diffuse.

Exercice 14 Dans cet exercice, (E, A, ) un espace mesuré o-fini, et f : £ — R, une fonction
mesurable.

1. Montrer que A = {(z,t) € ExR,; f(z) >t} € A® B(R,).
2. En utilisant le théoréme de Tonnelli, prouver “le principe de la baignoire” :
[ rdn= [ G e B pla) = e (1)
E 0
3. Soit maintenant ¢ : R, — R, une fonction croissante de classe C* nulle en 0. En vous

inspirant de la question précédente, et en utilisant le fait que p(z) = / ¢'(t) dt, montrer le
0

que
[E oo fdu = / T oWl € E: f2) > 1)) dt. 2)

4. Montrer que (?77?) et (??) sont valides sans supposer la mesure p o-finie. [Indication : com-
mencer par le cas ou [ est étagée.|



