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Tribus
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Propriétés élémentaires des tribus‘

Exercice 1 Prouver ou réfuter les assertions suivantes.
1. Un ouvert ou un fermé est un borélien.
Un borélien est un ouvert ou un fermé.
Un intervalle est dans #(R).
Si X est dénombrable, alors toute tribu sur X est a. p. d.
T C P(X) est une tribu si elle vérifie :
(a) D e 7.
(b) Ace 7 — A€ J.
(c) [Av€ T, VneN] = (4, € 7.
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’ Engendrement ‘

Exercice 2 Montrer que #(R) est engendrée par une famille dénombrable.
Exercice 3 Déterminer les tribus engendrées par les familles suivantes.

1. o ={A}, avec A C X fixé.

2. o ={AC X; Ay C A}, avec Ay C X fixé.

Exercice 4 Soit &7 C Z(X). Si A € o(&/), montrer qu'’il existe une partie a. p. d. & de o telle
que A € 0(Z). [Indication : on pourra considérer

¢ ={Aco(); 3B C & a.p.d. telle que A € 0(A)}.]

Exercice 5 Un espace métrique (X,d) est o-compact si on peut écrire X = U K;, avec Kj;
j=0
compact, V j.

1. Montrer que R" est o-compact.

2. Montrer que, si X est o-compact, alors (X ) est engendrée par les compacts de X.

Tribus et partitions ‘

Exercice 6 Nous nous proposons de décrire toutes les tribus a. p. d. . C Z(X). Pour z € X,
soit A, = ﬂ A.
TEAET
1. Montrer que A, € 7.
2. Montrer que, pour tout ,y € X : ou bien A, = A,, ou bien A, N A, = 0.

3. En déduire que les A, engendrent une partition a. p. d. X = |_| B; de X.
iel



4. Montrer que T = {UBi; J C ]}.
ied
5. Application : décrire les tribus d’un ensemble & 2, 3, 4 éléments.
Exercice 7

1. Soit X = |_| B; une partition de X (pas forcément a. p. d.). Déterminer la tribu engendrée
iel
par la famille (B;);c;. Cas particulier : [ = X et B, = {z}.

2. Application : montrer que Z(R) n’est pas engendrée par une partition de R.

’ Union de tribus ‘

Exercice 8
1. Montrer que 'union de deux tribus n’est pas forcément une tribu.

2. Bien stir, 'union d’un nombre fini de tribus ordonnées est une tribu. Ce résultat ne passe
pas & une union infinie. En effet, soit .7, la tribu sur N engendrée par Z2([0,n]). Montrer

que (7,) est une suite croissante de tribus sur N, mais que U 7, nest pas une tribu.
n>0

limsup, liminf d’ensembles

Exercice 9 Soit (A,) C Z(X). On définit A := liminf A, et B := limsup 4,, par x4 :=

n—oo n—oo

liminf x4, et xp :=limsup xa, .
n—o0 N—00

1. Montrer que les définitions font sens.

2. Montrer que x € A <= dngtqr € A,, Vn > ny.

3. Montrer que x € B <= d une infinité de n tq x € A,.
4

. Utiliser le point précédent pour exprimer A et B en fonction de A,, en utilisant les opérations
U et N.

5. Trouver une cns pour avoir A = B. Si cette condition est satisfaite, alors on écrit A = B =

lim A,,.

n—o0

6. Soit J C Z(X) une tribu. Si A, € 7, Vn, montrer que A, B € 7.

Invariances de la tribu borélienne #(R")

Exercice 10

1. Soient (X,d), (Y,d) espaces métriques, et soit ® : X — Y un homéomorphisme (cad & est
bijectif, et ® et ®~! sont continus). Montrer que, pour A C X,ona A € B(X) < ®(A) €
BY).

2. Montrer que Z(R") est invariante par isométries : si R est une isométrie de R”, alors A €
BR") = R(A) € B(R™). Cas particulier : la tribu ZA(R"™) est invariante par translation.

3. Montrer que {B € #(R"); B = —B} est une tribu.

| Ensembles associés aux fonctions |

Exercice 11 Soit (X, d) un espace métrique. Soient fi, f : X — R.

1. Montrer que f est continue en z € X <= Ve > 0, il existe un voisinage V de = tel que
[fly) = f(2) <&, Vy,zeV.
2. En déduire que {x € X ; f continue en x} est un borélien.

3. Siles f, sont boréliennes, alors {z € X ; (f,(z)) converge} est un borélien.



