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Les résultats d’une question peuvent être utilisés pour les questions suivantes.

Problème 1

Soient K un corps et N une extension galoisienne finie de K.

1. Soient L1 et L2 deux extensions de K contenues dans L, et G = Gal(N/K), G1 =
Gal(N/L1) et G2 = Gal(N/L2). Montrer que si L1 et L2 sont des extensions normales
de K telles que L1 ∪ L2 engendre N et L1 ∩ L2 = K, alors G est le produit direct de
ses sous-groupes G1 et G2, autrement dit, G ∼= G1 ×G2.

2. Réciproquement, montrer que si G ∼= G1 × G2, alors pour L1 = I(G1) et L2 = I(L2)
on a que L1 ∪ L2 engendre L, et L1 ∩ L2 = K.

On rappele que G et le produit direct de ses sous-groupes G1 et G2 si G1 et G2 sont distingués,
G1 ∩G2 = {1}, et G = G1G2 = {g1g2 : g1 ∈ G2, g2 ∈ G2}.
Problème 2

Pour tout entier n, on note µn l’ensemble des racines mièmes de l’unité. On se fixe deux
entiers m et n, et on pose d = pgcd(m,n) et q = ppcm(m,n).

1. Montrer que Q(µm, µn) = Q(µq).

2. On pose K = Q(µm) ∩Q(µn), et on se propose de montrer que K = Q(µd).

(a) Montrer que [Q(µq) : K] = [Q(µm) : K]·[Q(µn) : K]. Indication : Utiliser l’énonce
du problème 1.

(b) En déduire que [Q(µq) : Q] · [K : Q] = [Q(µm) : Q] · [Q(µn) : Q], et donc
ϕ(q) [K : Q] = ϕ(m)ϕ(n), où ϕ dénote l’indicateur d’Euler.

(c) Montrer que ϕ(m)ϕ(n) = ϕ(d)ϕ(q). Indication : Décomposer en facteurs premiers.

(d) Vérifier que Q(µd) ⊆ Q(µm) ∩Q(µn), et conclure.

3. Montrer que Q(cos(2π/n) ⊆ Q(µn). Quel est le degré [Q(µn) : Q(cos(2π/n))] ? Indi-

cation : Exprimer cos(2π/n) à l’aide d’une racine primitive nième de l’unité.

4. Déterminer {σ ∈ Gal(Q(µn)/Q) : σ(cos(2π/n)) = cos(2π/n)}.

5. Montrer que Q(cos(2π/n)) = Q(µn) ∩ R.

6. Montrer que Gal(Q(cos(2π/77)/Q) est cyclique tandis que Gal(Q(µ77)/Q) ne l’est pas.

Problème 4

Soit p un nombre premier, K un corps de caractéristique p, et a ∈ K. On pose P (X) =
Xp −X + a ∈ K[X].

1. Montrer que f : x 7→ xp−x est un endomorphisme additif de K. Déterminer son noyau
ker f .

2. Soit b ∈ K̃alg une racine de K. Déterminer les autres racines de P dans K̃alg.

3. En déduire que P est soit irréductible sur K, soit complètement scindé.

4. Si P est irréductible sur K, montrer que son corps de décomposition est une extension
galoisienne de degré p. En déduire que son groupe de Galois est cyclique.


