Examen Partiel - Courbes Elliptiques
Vendredi 2 décembre 2016, 9h — 11

Exercice 1. Quel algorithme utilisiez-vous pour trouver un facteur d’'un nombre n si
vous saviez que

(1) » a un petit facteur premier.
(2) n a un facteur premier p tel que p — 1 n’a que des petits facteurs premiers (p est
powersmooth.

Dans les deux cas, décrire I’algorithme (en pseudo-code).
Solution.

(1) L’algorithme p de Pollard.
Entrée : Un entier n.
Sortie : Un facteur non-trivial de n, ou échec.
let z:=2, Y =2, d:=1

while d =1
x =22+ 1%n
y =y + 1%n
y:=y?+ 1%n

d = pged(|z —y|.n)
if d =n return "échec" else return d
(2) L’algorithme p — 1 de Pollard.
Entrée : Un nombre n et une borne B.
Sortie : Un facteur non-trivial de n, ou échec.

let a:=random(2,...,n), m=a, g=1, i=1
while (k< B and g=1)
k=k+1

m = m*%n

d = pgecd(m —1,n)
if 1<d<n return d
if d =1 return "échec, augmenter B"
if d =n return "échec, réduire B"

Exercice 2. Décrire 'algorithme de Dixon.

Solution. Un algorithme sous-exponentiel pour trouver un facteur non-trivial d’un
entier composé.

Entrée : Un entier n et une borne B.

Sortie : Un facteur non-trivial de n.

Soit P I'ensemble des nombres premiers bornés par B, et n = |P)|.

On cherche des entiers z; pour ¢ < n tels que

2= Hpk(i’p) mod n.
peEP
Il y a alors une relation lineaire nontriviale (qu'on peut trouver avec le pivot de Gauss,
par exemple) entre les k(i, p) modulo 2. Ceci signifie qu'ily a ) # I C {0,...,n} tel que
k(p) := Z k(i,p) =0 mod 2 pour tout p € P.
i€l
Ceci signifie que Z :=[[;c;zi et P =]] ¢p pFP)/2 gatisfait
Z*>=P? mod n.

Alors pged(Z + P,n) est soit un facteur non-trivial de n, soit n ; dans ce cas on continue

avec d’autres z;.
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Exercice 3. On consideére le polynome P(X) = X%+ X3 — 1 sur F3, et une racine 9 de
P dans une extension K > [Fs.

(1) Montrer que le polynome P(X) = X* + X3 — 1 est irréductible dans F3[X].
2) Construire le corps Fg; a l'aide de P.

) Montrer que Fg; = F5(¥), et donner la forme des éléments de F3(9).

) Calculer 91 et 919, En déduire que 9 est un générateur de Fy.

) Quels sont les sous-corps de Fg; 7 Donner une générateur sur Fy pour chacun.
) Donner 9.

) Calculer (1 +9)~L.

) Résoudre le probleme de logarithme discret 9" = 1 + 9.
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Solution.

(1) On a P(0) = —1, P(1) =1, P(—1) = —1, donc P n’a pas de facteur linéaire sur
F3. On essaie des facteurs de degré deux, avec a, b, c,d € F3 :
P(X)=(X?+aX +b)(X*+cX +d) = X'+ (a+¢)X> + (b+d+ac) X*+ (ad+bc) X +bd.
Alorsa+c=1,b+d+ac=0,ad+bc =0et bd = —1. Doncc=1-—a et
d = —b+# 0. Ceci donne
a+a* =0, b(l—a—a)=0.
Donc @ = 0 ou a = 1 d’apres la premiere équation, mais a = —1 d’apres la
deuxieme, une contradiction. Ainsi P est irréductible sur Fs.
(2) Puisque P est irréductible sur F3 et de degré 4, on a Fg; = Fsa = F3[X]/(P).
(3) Puisque p est irréductible sur F3 et P(J) = 0, le polynome minimal de ¢ sur Fj
est P. Donc [F3(0) : F3] =4 et F3()) = F3a = Fgy. Alors
F3(9) = {a + b0 + c¥? + dv* : a,b,c,d € F3}.
(4) On a
=0 +1
P=-0+I9=09-1+0=09+9-1
P ="+ 9=+ -9 +1
P=(—P+1)2 =020+ 1= P+ -9+ 1+P+1=09> -9 -1
PO= -9 -1 =0+ +1-20° 20 + 20 = 9 — ) — 1 #£ 1
92 = (= =9 1) =+ P 1+ 2083+ 202+ 200 =9~ — 1
IV =P -9 - =9 —1) =0 -9+ P -9 +1=-1#1

Pusique o(?)) divise 80 = |Fg; |, on en déduit que o(d) = 80 et ¥ est un générateur
multiplicatif.
(5) Les sous-corps de Fg; = [F31 sont les Fsn o n divise 4, notamment
e n=1:[F3 de générateur —1.
e n=2: Fs5 = Fy avec générateur 910 = 9* — 93 — 92 = 93 — 92 + 1 d’ordre
8 = |Fy .
e n=14: F3u = Fg; de générateur 1.
(6) 1 =09+ et donc 971 = 9% + 92
(7) 1= (1+9)9® et donc (1 + )1 =93
(8) 1+ 9 =073=09%3=9". Doncn=T7.



