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Chapitre 1

Langage et structure

En théorie des modeles on n’analyse pas une seule structure, comme les
entiers ol les complexes, mais on prend une classe de structures, et on cherche
a déterminer les propriétés communes des structures dans cette classe. En
général, une telle classe est aussi déterminée par des propriétés, comme par
exemple la classe des corps, ou la classe des groupes abéliens. Parlons donc
des propriétés.

Pour exprimer une propriété, il nous faut d’abord un langage.

Définition 1.1 Un langage £ est I'union (disjointe) d’un ensemble C de
symboles de constantes, d’'un ensemble F de symboles de fonctions, et d’un
ensemble R de symboles de relations. A chaque f € F et chaque R € R est
associé un entier, I’arité, qui indique le nombre d’arguments.

En plus, on aura les variables, qui seront notés z,vy, 2, . . ., xg, T1, Ta, - . ..

Remarque 1.2 Une fonction d’arité 0 est une constante. Il y a deux rela-
tions d’arité 0 : la relation T qui est toujours vraie, et la relation L qui est
toujours fausse.

Exemple 1.3 1. Le langage des ordres L,.4 ne contient ni constantes ni
fonctions, mais deux relations binaires = et <.

2. Le langage des groupes L,4, contient une constante 1, une fonction
unaire ~!, une fonction binaire *, et une relation binaire =.

3. Le langage L, des anneaux contient trois fonctions binaires (d’arité
deux) +, — et *, une relation binaire =, et deux constantes 0 et 1.



On utilise ce langage pour former des mots et des phrases.

Définition 1.4 Soit £ un langage. La collection des L-termes est défini
récursivement par :

e toute constante et toute variable est un L-terme.

e si f € F est une fonction n-aire et t,...,t, sont des L-termes, alors
f(ty, ... t,) est un L-terme.

Une L-formule atomique est une expression de la forme R(ty,...,t,), ou
R € R est une relation n-aire et t1,...,t, sont des L-termes. La collection
des L-formules est défini récursivement par :

e une L-formule atomique est une L-formule.

e si p et ¢ sont des L-formules, leurs combinaisons booléennes (o A )
(conjonction, et), (¢ V) (disjonction, ou) et =y (négation, non) sont
des L-formules.

e si p est une L-formule et = est une variable, les quantifications Vo
(universelle, quel que soit) et Jxe (existentielle, il y a) sont des L-
formules. Les occurrences de la variable x dans ces formules sont liées
a ce quanteur V ou 3 (sauf si elles sont déja liées a un quanteur dans
¢). Une variable qui n’est pas liée est libre.

Un énoncé, ou une formule close, est une formule sans variable libre ; une
formule positive est une formule sans négation.

Exemple 1.5 1. Les seuls termes de L,,.q sont les variables ; les L,.4-
formules atomiques sont les égalités et les inégalités.

2. Parmi les termes de L, il y a les produits des variables et leurs inverses
(le produit vide étant égale a 1) ; en effet, modulo les lois de groupe
chaque terme est équivalent a un tel produit. Donc les L) -formules
atomiques sont les équations.

3. Parmi les termes de L, il y a les polynomes (en plusieurs variables)
a coefficients dans Z, ou 'entier n est une abbréviation pour 1+...41
(somme de n fois 1), et ™ dénote x - - - x x (produit de n fois x) ; dans
un anneau commutatif tout terme est équivalent a un tel polynome.
Donc, dans un anneau commutatif, les L,,,-formules atomiques sont
les équations polynomiales.



Lemme 1.6 [LECTURE UNIQUE]

1. Soit t un L-terme. Alors soit t est une constante ou une variable
(uniquement déterminée), soit il y a une fonction f d’arité n, et des
L-termes ty, ..., t,, uniquement déterminés, tels que t est f(t1,...,t,).

2. Soit ¢ une L-formule. Alors ¢ tombe dans un (et un seul) des cas
suivants :

(a) ¢ est atomique et il y a une relation R d’arité n, et des L-termes
toy .-y by, uniquement déterminés, tels que ¢ est R(ty, ..., t,),

(b) 1l y a une formule ¥ uniquement déterminée telle que v est =1,

(c) Il y a deuz formules 1y et 1o uniquement déterminées telles que
p est (Y1 A ).
(d) 1l y a deux formules 1 et 1y uniquement déterminées telles que

@ est (Y1 Vo).

(e) Il y a une formule ¢ et une variable x uniquement déterminées
telles que @ est dx).

(f) Il y a une formule 1 et une variable © uniquement déterminées
telles que ¢ est Vzi).

DEMONSTRATION:

1. Par récurrence sur le nombre d’étapes dans la construction d’un terme
(que I'on ne suppose pas encore unique) on se rend compte que dans
un terme

e il y a le méme nombre de “(” que de “)”, et

e toute virgule “” est précédée par plus de “(” que de “)”.
Notons qu'un terme formé par itération comporte au moins les deux
parentheses, donc est de longueur au moins deux. Donc, si ¢t est un
mot de longueur un (un seul symbole), ¢ est soit une constante, soit
une variable, qui est évidemment uniquement déterminée. Si t est de
longueur supérieure a un, ¢t n’est ni constante ni variable. Donc ¢ est
créé itérativement ; le premier symbole de t est une fonction f € F,
déterminée uniquement, d'une certaine arité n. Comme ¢ est un terme,
il y a des termes t,...,t, tels que t est f(t1,...,t,). Supposons donc
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que cette lecture n’est pas unique, qu’il y a d’autres termes sy, ..., s,
tels que t se lit aussi f(s1,...,s,). Si sy n’est pas le méme que ¢y, alors
soit s; est un segment initial propre de ¢y, soit ¢; en est un de s;. Donc
soit 1 est si,..., soit sy est ty,... ; dans les deux cas la virgule est
précédée par autant de “(” que de “)”, une contradiction. Donc ¢; est
le méme que sq, et on peut répéter avec ty et so, ensuite t3 et s3, etc.

2. Par récurrence sur le nombre d’étapes dans la construction dune for-
mule (que 'on ne suppose pas encore unique) on se rend compte que
dans une formule

e il y a le méme nombre de “(” que de “)”, et
e tout “A” et tout “V” est précédée par plus de “(” que de “)”.

Si une formule ¢ commence par une négation “=”, on est forcément
dans le cas (b), et ¢ est de la forme —), ou ¢ est la formule obtenue

W_”»

en supprimant le premier symbole “=”.

Si ¢ commence par un quanteur “3” ou “v”, on est dans le cas (e) ou
(f) ; le second symbole est la variable, et le reste la formule .

Si ¢ commence par un symbole de relation R € R, elle est atomique ; si

n est 'arité de R, il existe n termes tq, ..., ¢, tels que p est R(tq, ..., t,).
L’unicité de ces termes se montre comme pour la lecture unique des
termes.

Si ¢ commence par une parenthese “(”, on est dans le cas (c¢) ou (d).
Supposons par exemple que ¢ se lit a la fois (11 A 19) et () A Y)),
ol 1y est un segment initial propre de ¢]. Donc ¢] est 1 A ..., et la
virgule est précédée par autant de “(” que de “)”, une contradiction.
Alors 9 est 1], le prochain symbole est le connecteur booléen (A ou
V, uniquement déterminée), et le reste (sauf la parenthese finale) est
5. Les autres cas sont analogues. m

Maintenant que 'on a fixé la syntaxe, il nous faut des objets.

Définition 1.7 Soit £ un langage. Une L-structure 91 est un ensemble M,
le domaine de M (souvent confondu avec M), et

e pour chaque symbole ¢ € C un élément ¢™ € M.

e pour chaque symbole f € F d’arité n une fonction f™: M™ — M.
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e pour chaque symbole R € R d’arité n un sous-ensemble R™ de M™.

Définition 1.8 Soit £ une langage, et 9T une L-structure. Si m est un uple
d’éléments de M et T est un uple de variables (de la méme longueur) dans
un terme t(Z), on peut substituer m pour toutes les occurences de z dans
t et obtenir un terme t(m), un terme a parameétres m. Nous allons définir
Uinterprétation t™ d'un terme ¢ & parameétres dans 90 clos (sans variable)
récursivement par :

e l'interprétation d’une constante c est ¢™ ; I'interprétation d’un parametre
m est m.

e si f € F est une fonction n-aire et ¢y, ..., t, sont des termes a parametres,
alors f(ty,... t,) " = fPEP, ... 1),

Donc I'interprétation associe a chaque terme clos (avec parametres) un élément
de M.

De méme, pour une formule ¢(Z), on peut substituer m pour toutes les
occurences libres de T dans ¢ et obtenir une formule ¢(m) avec parametres.
(Par unicité de lecture, la liberté d’une variable est uniquement déterminée.)
Nous allons définir la satisfaction d’une formule close avec parametres dans
I récursivement par :

o si ¢(m) est R(ti(m),...,t,(m)) est une formule atomique, ou R € R
est une relation n-aire et t,...,t, sont des termes, alors p(m) est
satisfaite dans 9 si (4, (m)™, ... t,(m)™) € R™.

e sipest (p1/Aps), alors @ est satisfaite dans 9 si ¢ et ¢y sont satisfaites
dans 9.

e sipest (1 Va), alors ¢ est satisfaite dans 9 si 1 ou @ (ou bien les
deux) est satisfaite dans 9.

e si ¢ est 1), alors p est satisfaite dans 91 si ¢ n’est pas satisfaite dans

M.

e si ¢ est Vau(x), alors ¢ est satisfaite dans 9% si pour tout m € M la
formule ¢(m) est satisfaite dans 1.

e si ¢ est Jxep(x), alors ¢ est satisfaite dans M s’il y a un m € M tel
que ¥ (m) est satisfaite dans 9.



Si p(m) est satisfaite dans 9, on le dénote par M |= ¢(m) ; on dit aussi que
w(m) est vrai dans 9, ou que M satisfait p(m).

Remarque 1.9 C’est cette définition de la satisfaction qui donne le sens
usuel au connecteurs booléens et au quanteurs. Avant, ce n’étaient que des
symboles manipulés de maniere purement syntaxique. Notons également que
la définition est possible grace au lemme d’unicité de lecture.

On peut aussi voir les choses de 'autre coté : si M = p(m), on dit également
que m satisfait p(z) dans 9, et on écrit m =g ¢(Z). Souvent on confond f
et [ Ret R™ et c et ™. Donc, dans un anneau R, on parlera de +, —,
x, et pas de +8, —F

Convention 1.10 Dans ce cours, l’égalité = fera partie de tous les langages,
et sera toujours interpretée par la vraie égalité. (Si = n’est pas interpreté par
la vrai égalité, mais on considere une structure ou les axiomes habituels de
[’égalité sont satisfaits — qu’elle soit une congruence pour toutes les fonctions
et relations —, alors on pourra quotienter par = ; comme c¢’est une congru-
ence, ca nous induit une L-structure sur ’ensemble des classes modulo =,
qu’on peut substituer pour la structure originale.)

Exemple 1.11 1. Considérons une L,,4-structure 9 satisfaisant :

(a) Vo -z < x.
(b) VaVy ((x <yVy<zx)Va=y).
(c) VaVyVz =((z <yANy<z)A(z=zVz<ux)).

Alors la relation <™ est anti-réfléxive, totale, et transitive, donc un
ordre total. L’orde est sans extrémité si 91 satisfait

Vedydz (y<zxAhzx<z);
il est dense si 901 satisfait
VaVy (zr=yVy<z)VIz(r <zAz<y)).

2. Considérons une Lg,-structure 9. Elle est un groupe si elle satisfait :

(a) Ve (xx1l=aAlxx=u2x).



(b) Vo (zxx P =1Az" vz =1).
(¢) VaVyVz xx (yxz) = (zxy) * 2.
Le groupe est abélien si Vo Vy x xy = y * x est vrai.
3. Soit M une L,,,-structure. Elle est un corps (commutatif) si
(a) (M,0,4+™) est un groupe abélien. (Qu'est-ce qu’on fait pour
'inverse 7)

(b) (M — {0}, 1,+™) est un groupe abélien. (Comment dire ¢a par un
énoncé 7)

(c) VeVyVz o x (y+2) =z *xy+x * 2.
Si @ est un ensemble d’énoncés et M une L-structure, on écrit M = P

si M = ¢ pour tout ¢ € ¢ ; on dit que M satisfait ¢, que M réalise P, ou
bien que 9 est un modele de P.

Définition 1.12 Soient ¢(Z) et 1(Z) deux L-formules. On dit que ¢(7)
implique ¥(Z) si pour tout L-structure M et tout m € M, si M = p(m),
alors M |= Y (m).

Deux formules ¢(Z) et 1(Z) sont équivalentes si ¢ implique ¥ et ¢ im-
plique ¢.

On a la méme définition pour des ensembles ®(z) et ¥(z) de L-formules.
Lemme 1.13 Pour toutes o et 1, les formules suivantes sont équivalentes :
e ¢ el .
o ~(pAY) et (mpV 1), ainsi que ~(pV 1)) et (mpA—1)) (DE MORGAN).
o Yz el 73xp, ainsi que Ix—p et “Vxp.

DEMONSTRATION: Par exemple, pour toute L-structure 9 et tout m dans
I on a

M —p(m) & M —p(m)
il n’est pas vrai que M = —p(m)
m)

<~
< il n’est pas vrai que M £ o(
& MEp(m). =



Corollaire 1.14 Toute formule est équivalente a une formule qui n’utilise
qu’un des deux connecteurs booléens, et qu’un des deuxr quanteurs.

DEMONSTRATION: Grace au Lemme 1.13 on élimine itérativement un des
connecteurs et un des quanteurs. m

Nous utiliserons aussi les abbréviations suivantes : (¢ — 1) pour (-pV), et
(p < ) pour ((p — Y)A(p — ¢)). On doit faire attention : ces connecteurs
cachent des négations, et sont interdits dans les formules positives.

Exercice 1.15 Deux formules () et 1(Z) sont équivalentes si et seulement
si VZ ((Z) < 1(Z)) est vrai dans toute L-structure.

Exercice 1.16 Dans une conjonction ou une disjonction de plusieurs argu-
ments, o A -+ A @, ou gV -V, tout choix des parentheses donne une
formule équivalente.

A partir d’ici on va supprimer les parentheses superflues. On notera A, ¢;
une conjonction @g A -+ A @y, et \/.. ¢; une disjonction g V -+ V @y,.

Définition 1.17 Une formule est préneze si elle est de la forme

Q121Q225 . . . ann%

ou Q; € {3,V} pour tout i < n, et ¢ ne contient pas de quanteur.
Exercice 1.18 Toute formule est équivalente a une formule prénexe.

Définition 1.19 Soient {p; : i < n} des formules, et ¢ une combinaison
booléenne des ;. Alors @ est en forme disjonctive si elle est une disjonction
de conjonctions de formules ¢; ou —; ; elle est en forme conjonctive si elle est
une conjonction de disjonctions de formules p; ou —y;. La forme est normale
si chaque conjonction/disjonction contient tous les {p; : i < n} précisément
une fois, soit positivement, soit en négation.

Exercice 1.20 Toute combinaison booléenne des formules {y; : i < n}
est équivalente a une forme disjonctive normale (ou la disjonction vide est
équivalente a la formule 1), et également & une forme conjonctive normale
(o la conjonction vide est équivalente a la formule T).



Chapitre 2

Equivalence élémentaire et
sous-structures élémentaires

Définition 2.1 Une L-théorie T' est un ensemble consistant de L-énoncés
(qui a un modele) ; elle est compléte si pour chaque énoncé ¢ soit tout modele
de T satisfait ¢, soit tout modele satisfait —¢.

Donc une L-théorie est complete si et seulement si pour tout L-énoncé ¢,
soit T' = ¢, soit T' = —p.

Convention 2.2 Conformément a notre convention sur l’égalité, les ax-
tomes habituels sur = feront partie de toute théorie.

Si 9 est une L-structure et A un ensemble d’éléments dans M, la L£(A)-
théorie de M, notée Th(M, A), est 'ensemble de tous les énoncés a parametres

dans A qui sont satisfaits par 2. Il est évident que c¢’est une théorie complete.
On pose Th(9M) := Th(, D).

Exemple 2.3 1. La théorie des ordres denses sans extrémité est une L,,4-
théorie complete.

2. La théorie des groupes abéliens divisibles sans torsion est une Lg,-
théorie complete. Elle est donnée par la théorie des groupes abéliens,
plus

e Vz Iy yx*---xy =z (produit de n fois y), pour tout entier n > 0.

e Vz (x =1V—-xx---xx =1 (produit de n fois x), pour tout entier
n > 0.



3. La théorie des corps algébriquement clos de caractéristique p fixe est
une théorie complete ; elle est donnée par les énoncés suivants :

(a) Les axiomes des corps (commutatifs).

(b) Soit p = 0, en caractéristique p > 0, soit n # 0 pour tout n € w,
en caractéristique 0.

(c) Vyp ... Vy, Iz " + y2"t + - - + y, = 0, pour tout n > 0.

On notera que les axiomes (a) et (b) donnent la théorie des corps de
caractéristique p, qui est axiomatisable par un seul axiome si et seule-
ment si p > 0. Les axiomes (a) et (c) forment la théorie ACF des
corps algébriquement clos ; (¢) ne s’exprime pas par un nombre fini
d’énoncés. Finalement, (a)—(c) axiomatisent la théorie ACF), des corps
algébriquement clos de caractéristique p.

Le maximum que l'on peut dire dans notre langage d’une structure est sa
théorie ; nous verrons plus tard que sauf si 91 est fini, il est impossible que
Th(9N) caractérise M a isomorphisme pres. Donce, on définit :

Définition 2.4 Deux L-structures 91 et N sont élémentairement équivalentes,
ce qui est noté M = N, si elles satisfont les mémes énoncés.

Exemple 2.5 1. (Q,<) = (R,<) et (Z,<) = (Z* <jex), OU <pep est
lordre lexicographique. Par contre, (N, <) # (Z, <) ; I'énoncé 3z ~Jy y <
x est vrai dans N mais faux dans Z.

2. (Z,0,+) = (Z®Q,0,+), mais (Z,0,+) £ (R*,1, ) : Pénoncé VzIy y+
y = x est faux dans Z, mais vrai dans R*.

3. Soit Q la cloture algébrique de @ dans C. Alors (Q,0,1,+, —, %) =
(C,0,1,+,—, %) et (QHR, 0,1,4+,—,%) = (R,0,1,+, —, x). Par contre,
(Q,0,1,+, —, %) £ (Q(x),0,1,+, —, %) ; 'énoncé VaoIr, JwyIzzIzy [ +
73 + 22 + 22]? = 2? est vrai dans Q, mais faux dans Q(z).

Exercice 2.6 Deux L-structures 91 et 91 sont élémentairement équivalentes
si et seulement si Th(9t) = Th(MN).

Définition 2.7 Soit 9t une L-structure. Une L-structure 9 est une sous-
structure de O, notée M C N, si
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e MM CN ;

o M =¢N pour tout c € C ;

o [P = %11 pour tout f € F n-aire, et tout n < w ; et
e R = RN M" pour tout R € R n-aire, et tout n < w.

M est une sous-structure élémentaire de MM si pour toute énoncé p(m) a
parametres dans 9T on a M = p(m) si et seulement si N = ¢(m). On
dénote cette condition par 9T < .

Si M <N, on dit que N est une extension élémentaire de M.

Remarque 2.8 Si M C N est un ensemble qui contient les constantes et
est clos par toutes les fonctions, alors les restrictions a M des relations de N
y induisent une L-sous-structure 9.

Exemple 2.9 1. (Q, <) < (R, <) et ({0} X Z, <tex) = (7% <ie). Par
contre, (2Z, <) A (Z,<); 'énoncé Iz (0 < z Az < 2) est faux dans 27Z
mais vrai dans Z..

2. (Z®{0},0,+) 2 (Z®Q,0,+), mais (2Z,0,+) A (Z,0,0) : 1'énoncé
Jrx + x = 2 est faux dans 2Z, mais vrai dans Z.

3. <@7 07 17 +7 ) *) j <C7 07 17 +7 ) *> et <@HR7 07 ]-7 +7 ) *> j <R7 07 ]-7 +7 ) *>
Par contre, (Q(z?),0,1,+, —, %) Z (Q(x),0,1,+, —, %) ; 'énoncé Jyy *
y = x? est faux dans Q(z?), mais vrai dans Q(z).

Définition 2.10 Un £-morphisme d'une L-structure 9t dans une L-structure
N est une application ¢ de M dans N qui préserve les constantes, les fonc-
tions, et les relations. Donc :

1. o(c™) = ™ pour tout ¢ € C.
2. o(f™(m)) = f™(o(m)) pour tout f € F et m € M.
3. m € R™si et seulement si o(m) € R™, pour tout R € R et m € M.

Un L-morphisme o : 9 — N est élémentaire si pour tout L£(M)-énoncé
w(m) on a M = p(m) si et seulement si N = p(o(m)). SiAC M et o(A) =
B C N, on dit que (9, A) et (N, B) sont élémentairement équivalents, noté
(M, A) = (M, B).

Un L-isomorphisme est un L-morphisme surjectif.
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Lemme 2.11 1. Un L-morphisme est injectif.
2. Un L-morphisme préserve les formules sans quanteurs.

3. Un L-isomorphisme est bijectif et élémentaire.

DEMONSTRATION:

1. Si o(m) = o(m’) pour m,m’ € M, alors m = m’ par préservation de la
relation =.

2. Par récurrence sur le nombre des opérations booléennes.

3. Par récurrence sur le nombre des symboles logiques. Par 1. et 2. un
L-isomorphisme est bijectif et préserve les formules atomiques. Le cas
des opérations booléennes étant trivial, on considere une formule de la
forme Jx p(x,m) vraie dans 9. Donc il y a my € M tel que M |=
©(mg,m), et par hypothese de récurrence M = p(o(myp),o(m)), d’ou
N E Jre(x,o(m)). Réciproquement, si N | Jrp(x,0(m)), il y a
no € N tel que M |= p(ng,o(m)) ; par surjectivité on trouve my € M
avec ng = o(mg). Par hypothese de récurrence M | p(o(my),o(m))
implique M | p(mg, m), d'ou M | Iz p(z,m). Le cas d'un quanteur
universel est analogue (ou bien on remplace Vz par =3z—). =

Exercice 2.12 Un L-morphisme préserve les quanteurs existentiels de la
gauche a la droite, et les quanteurs universels de la droite a la gauche.

Exercice 2.13 Soient 9 et D1 des L-structures avec M C N. Alors I
est une L-sous-structure de M si et seulement si 'injection canonique est un
L-morphisme.

Exercice 2.14 Soit 90 une sous-structure de 1. Les trois conditions suiv-
antes sont équivalentes :

o I <M.
e Th(9M, M) = Th(M, M).
e l'inclusion 9 — DN est un L-morphisme élémentaire.

Exercice 2.15 Soient 9t C 91 C 9 des L-structures.
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1. SiM <N <N, alors M < N'.
2. SI M N et N XN, alors M < MN.

Trouver un exemple avec 9t < N, M < N, mais N A N.

Définition 2.16 Soient 91 et N deux L-structures. Un isomorphisme par-
tiel de 9 dans M est une application partielle ¢ de M dans N telle que
pour toute L(dom(o))-formule atomique ¢(m) on a M = p(m) < N =
¢(o(m)). L’isomorphisme partiel est élémentaire si pour toute L(dom(o))-
formule p(m) on a M = p(m) < N = p(a(m)).

Une famille F non-vide d’isomorphismes partiels entre 91 et O est karpi-
enne si pour tout o € F et

(va) pour tout m € M il y a 7 € F prolongeant o avec m € dom(7), et

(vient) pour tout n € N il y a 7 € F prolongeant o avec n € im(7).

Proposition 2.17 Soient M et N deux L-structure, A C M et B C N.
Sl y a une famille karpienne F d’isomorphismes partiels prolongeant une
bijection 0 : A — B, alors (M, A) = (N, B).

DEMONSTRATION: On montre par récurrence que our tout L(A)-énoncé
w(a) ona M = p(a) ssi N = ¢(o(a)). Clest évident pour les formules atom-
iques par définition d’un isomorphisme partiel, et aussi pour les combinaisons
booléennes. Supposons donc que M |= Iz (x,a). Alors il y a ag € M tel
que M = p(ap, a). Puisque la famille est karpienne, il y a 0y € F prolongeant
o et by € N avec o : Aag — Bby. La famille {7 € F : 7 D 0y} est toujours
karpienne ; par hypothese de récurrence M |= ¢(ao, a) ssi N = ¢(by, b). Donc
M = Jo(z,b). La réciproque suit par symétrie. m

Remarque 2.18 Laréciproque n’est pas toujours vrai : Si (9, A) = (M, B),
il n’y a pas toujours une famille karpienne qui prolonge A — B.

Lemme 2.19 Soit (M, : i < w) une chaine élémentaire de L-structures
(M; < M1 pour tout i < w). Alors la réunion M = J,_, M; est canon-
tquement une L-structure qui satisfait M; = M pour tout 1 < w.

DEMONSTRATION: Soit M = |J On définit une L-structure M sur M

comme suit :

<w’
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o ™ = o pour tout ¢ € C ; on notera que My < M; pour tout i < w
par Pexercice précédant, et donc ¢™ = ™% pour tout i < w.

o fM(m) = fM(m) si m € M;, pour tout f € F (d’arité n, disons) ;
comme fP% = P | MM pour i < j, ceci est bien défini et f7% = f™ |
M pour tout ¢ < w.

e RM =J,_, R™ pour tout R € R (d’arité n, disons) ; comme R™ =
R™i N M pour i < j, ceci définit une relation sur M™ telle que R™ =
RN M! pour tout i < w.

Il s’en suit que 9M; est une sous-structure de 9 pour tout ¢ < w. Pour
vérifier qu’elle soit élémentaire, il nous suffit de voir par récurrence que les
quanteurs existentiels sont préservés de la droite a la gauche. Supposons
donc que M | Jx p(z,m), ou ¢(x,m) est une L(M;)-formule. Donc il y
amg € M tel que M = @(mo,m), et il y a j > i tel que my € M;. Par
hypothese de récurrence M, = ¢(mg,m), d’ou M; = Jz p(z,m). Comme
M, <M, ona M, =3re(z,m). w

Il n’est pas toujours facile de vérifier qu'une sous-structure est élémentaire,
puisque 'on doit connaitre la satisfaction des énoncés dans les deux struc-
tures. Voici un critere utile qui ne mentionne que la satisfaction dans la
grande structure :

Proposition 2.20 TEST DE TARSKI Soit I une sous-structure de N. Alors

M <N si et seulement si pour toute formule p(x) a parametres dans M, si
N Jzp(x), alors il y am € M tel que N = p(m).

DEMONSTRATION: Si 9 < 9 et M = Jz p(x), alors M | Tz p(z) et on
trouve m € M tel que M = p(m), dou N = ¢(m).

Pour la réciproque, nous supposerons que le critere soit satisfait. Nous
démontrerons par induction sur le nombre de symboles logiques d’un énoncé
¢ a parametres dans I que M = ¢ si et seulement N = . Comme M
est une sous-structure de I, il suffit de traiter le cas d'un quanteur ex-
istentiel. Supposons donc que M = Jrp(z,m). Alors il y a myg € M
tel que M = p(mg,m). Par hypothese de récurrence M = ¢(mg, m),
d'ou M E Jrp(x,m). Réciproquement, si N = Jz p(z,m), alors par hy-
pothese il y a mgy € 9 tel que N = p(mg, m). Par hypothese de récurrence
M = o(mo,m), et M = Jz p(z,m). A

Mais comment peut-on trouver ce témoin mg du test de Tarski ?
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Définition 2.21 Soit 7" une L-théorie. Pour chaque L-formule ¢(z,y) con-
sidérons un nouveau symbole de fonction f,(7), et posons

Lskoiem = LU {f, : ¢ une L-formule}.

La skolemisation Tsppem de T est la théorie suivante :

T U{¥5 32 ol 5) — o(f,(5). 9] : ¢ une L-formule}.
Les f, s’appellent fonctions de Skolem pour la théorie T'.

Remarque 2.22 Pour étre précis, on doit également inclure dans Tsxoiem les
énoncés précisant que ’égalité soit une congruence pour toutes les fonctions
de Skolem ainsi introduits.

Lemme 2.23 La skolemisation d’une théorie consistante est consistante.
Plus précisement, tout modele deT' a une expansion a un modele de Tsporem .-

DEMONSTRATION: Soit 9t un modele de T ; nous choisissons un élément
mo € M et interprétons f, sur 91 comme suivant :

e Si M = Jxp(x,m), on choisit m, € M tel que M |= ¢(my,, m) et met
fe(m) =me.

o SiM = —Jz p(z,m), alors f,(m) = my.

Il est évident que cette structure Mgrorenm satisfait Toroerm. M

Les fonctions de Skolem n’ont rien de canonique ; leur existence est une
conséquence de ’axiome du choix. On appelle Msroem une skolemisation de

M.

Lemme 2.24 Soit M une structure, et A C N. La cloture M de A par
toutes les constantes, toutes les fonctions dans F et toutes les fonctions de
Skolem est une sous-structure élémentaire M de N.

DEMONSTRATION: Comme M est clos par les fonctions dans F, il est une
sous-structure ; si M = Jrp(x,m) avec m € M, alors f,(m) € M est le
témoin pour 'application du test de Tarski. m

Corollaire 2.25 LOWENHEIM-SKOLEM DESCENDANT Soit M une L-structure
infinie, A C N, et X\ un cardinal infini avec |A| + |L] < X < |N|. Alors il y
a une sous-strucure élémentaire N < N contenant A de cardinal \.
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DEMONSTRATION: On peut supposer que |A| = X. Choisissons une skolemi-
sation de I, et considérons la cloture M de A sous les fonctions de F et les
fonctions de Skolem. Comme il y a |£| + Ry formules et donc fonctions de
Skolem, |M| = |A| = X ; par le lemme précédent M < N. m
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2.1 Annexe : Ordinaux et cardinaux

Définition 2.26 Soit (I, <) un ordre total. Un sous-ensemble X C [ est un
ségment initial si pour tout v € X et y € [ avec y < xon ay € X. L'ordre
(I, <) est un bon-ordre si tout sous-ensemble non-vide a un élément minimal.
Une injection d'un bon-ordre I dans un bon-ordre J est une application
f 1 — J qui préserve l'ordre, et tel que f(I) soit un ségment initial de J.

Un sous-ensemble d’un bon-ordre est également un bon-ordre.

Exercice 2.27 Le produit lexicographique de deux bon-ordres est un bon-
ordre.

Lemme 2.28 Soient I et J deux bon-ordres. Alors soit I s’injecte dans J,
soit J s’injecte dans I, et [injection est unique. En particulier, si chacun
s’injecte dans l'autre, I = J.

DEMONSTRATION: Montrons d’abord 'unicité d’une injection de I dans J.
Sinon, il existe un x € I minimal tel que deux injections de I dans J puissent
différer sur x. Mais alors I'image Y de {i € I : ¢ < 2} dans J est le méme
pour toute injection, et l'image de x est nécessairement 1'unique élément
minimal de J \ Y, contradiction.

Supposons qu’il existe un x € I tel que le ségment initial I(z) = {i €
I ;i < z} ne s'injecte pas dans J ; on choisit  minimal. Donc pour tout
x’ < x le ségment initial /(z') s’'injecte dans J. Par unicité, pour 2” < 2/ < x
I'injection de I(x”) est la réstriction de injection de I(z') a I(z"). Ces
injections sont donc compatibles, et leur réunion done une injection f de
{i € I :i < a} dans J. Silimage Y est J entier, alors J est isomorphe a
{i € I :i < x} et s'injecte donc dans I. Sinon, il existe un unique élément
y minimal dans J \ Y, et f U {z — y} est une injection de I(x) dans J,
contradiction.

Dong, si J ne s’'injecte pas dans I, tout ségment initial 7(z) pour = € [
s'injecte dans J ; par unicité ces injections sont compatibles, et leur réunion
donne une injection de I dans J. m

Définition 2.29 Un ordinal est une classe d’isomorphismes de bon-ordres.
Pour deux ordinaux «, 3 on dit que a < [ §’il existe une injection d’un
représentant de o dans un représentant de [3.

17



Evidemment la définition de < ne dépend pas des représentants choisis. Par
le lemme 2.28 la relation < est un ordre total sur les ordinaux. A par-
tir de maintenant on ne va plus distinguer entre un ordinal et un de ses
représentants.

Exercice 2.30 < est un bon-ordre sur les ordinaux, et « est le bon-ordre
sur les ordinaux < a.

Exercice 2.31 S’il y a une application de o dans [ préservant ’ordre, alors
a < f.

Définition 2.32 Soient a et § deux ordinaux.

e La somme a+ 3 est (la classe d’isomorphisme de) le bon-ordre de la con-
caténation a3 : d’abord «, ensuite [, ou encore 1'ordre lexicographique

sur ({0} x a) U ({1} x B).

e Le produit a - B est 'ordre lexicographique sur 3 X «.

On dénote par 0 le bon-ordre sur ), et par 1 le bon-ordre sur {0}. Le bon-
ordre minimal infini est noté w ; ¢’est I'ordre sur les entiers naturels.

Exercice 2.33 a + 1 est le plus petit bon-ordre strictement plus grand que
a, le successeur de .

Exercice 2.34 La somme et le produit sont associatifs, et distributif a
gauche.

Lemme 2.35 Si a est un ordinal, alors soit o = 0, soit il existe un ordinal
B tel que a« = B+ 1 (un ordinal successeur ), soit o est la réunion des images
des injections des ordinaux § < « (un ordinal limite). Ces trois possibilités
s’excluent mutuellement.

DEMONSTRATION: Si o est ni 0 ni limite, alors il y a x € « tel que x n’est
pas dans I'image d’une injection d'un ordinal 3 < a. On choisit x minimal
possible. Soit I(x) = {y € a : y < z}. Si I(z) < «, alors z est dans
I'injection de I(z) dans «, contradiction. Donc I(z) > «, d’ou I(z) = « ;
avec f={yc€a:y<zlonaa=pF+1 =

Convention 2.36 Un ordinal a un représentant canonique, qui est donné
par la récurrence transfinie suivante :
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o 0 est le plus petit ordinal.
o Le successeur d’un ordinal o est lordinal o U {a}.

e Un ordinal limite est la réunion de tous ses prédecesseurs.

Donc 0 = 0,1 = {0}, 2 = {0,1}, ..., w = {0,1,2,...}. La réunion d'une
famille quelconque d’ordinaux est encore un ordinal, qui est le sup de la
famille.

Exercice 2.37 Sont équivalents pour deux ordinaux « et (3 :
(a) a < f (b)) aCp (c) a € B.
Définition 2.38 L’ezponentiation o® est 'unique fonction qui satisfait
e =1,
o ol =0al.q,
e o =Jy, @’ pour un ordinal limite A.
Exercice 2.39 Soit 2 := 1+ 1. Montrer que :
() 1l+w=w<w+l Pw=2w<wtw=w-2 (c)2=w<w’

Théoréeme 2.40 FORME NORMALE DE CANTOR Soit o > 0 un ordinal.
Alors il y a un entier k > 0, des ordinauxr oy > --- > «y et des entiers
ni,...,n, > 0 tels que a« = w*'ng + - - - + W ny,.

DEMONSTRATION: Soient 3; minimal avex w® > a. Alors 3; ne peut
pas étre 0 ni limite ; il y a donc «; et un entier n;y > 0 maximal avec
01 =a; +1et w*ny < a. Ensuite on prend G5 > 0 minimal avex w®'n; +
w? > a. Encore 3, est de la forme as 4+ 1 et il y a un entier ny > 0
maximal avec w*n; + w*ny < . On repete ; puisque la suite des «; est
strictement décroissante, elle doit s’arreter apres un nombre k fini d’étapes,
et @ =w*ng + -+ w%n;. w

Exercice 2.41 Montrer que la forme normale de Cantor est unique.

Définition 2.42 La somme symétriqgue ou somme de Cantor de deux or-
dinaux o« = w*'my+- - -+ w**my et § = w*ng+- - -+w*ny (avec my,n; > 0)
est défini par a @ = w* (my +nq) + - -+ + W (my + ng).
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Définition 2.43 Soient X et Y deux ensembles. La cardinalité de X est
plus petit que la cardinalité de Y, noté | X| < Y|, s'il existe une injection
de X dans Y. On dit que X et Y ont méme cardinalité si | X| < |Y| et
Y] <|X].

Le théoreme de Schroder-Bernstein affirme qu’il y a toujours une bijection
entre deux ensembles de méme cardinalité. Avec I'axiome de choix, tout
ensemble est bien-ordonnable ; les cardinalités de deux ensembles sont alors
toujours comparables.

Définition 2.44 Un cardinal est un ordinal minimal dans sa classe de méme
cardinalité ; le cardinal d’un ensemble X, noté | X|, est le cardinal correspon-
dant a la cardinalité de X.

Le plus petit cardinal infini est w, il est également noté Ny, ot N, aleph, est
la premiere lettre de 'alphabet hébreu. Plus généralement, pour un ordinal
a, le a-me cardinal infini est noté N,,.

Définition 2.45 Soient k et A deux cardinaux.

e La somme (cardinale) k + X est le cardinal de leur somme ordinale.
e Le produit (cardinal) K - X est le cardinal de leur produit ordinal.

o La puissance (cardinale) k* est le cardinal de I’ensemble des fonctions

de X\ dans k.
La somme et le produit sont commutatifs, associatifs, et distributif.

Proposition 2.46 Soient k, A\ deux cardinauz, dont un infini. Alors leur
somme est égal au plus grand; si les deux sont non-nuls, le produit est égal
au plus grand.

DEMONSTRATION: Si k < ), alors k + A est borné par la cardinalité du
produit ordinal 2 - A = A.

Pour le produit, on montre par récursion transfinie que 82 = R,. Pour
cela, on définit une relation < sur 82 par (3,7) < (3,7') si max{3,v} <
max{3’,7'} ou max{8,v7} = max{3,v'} et (8,7) < (#,7') dans l'ordre
lexicographique.

On voit facilement que < définit un bon-ordre. Mais tout ségment initial
de ce bon-ordre est sous-ensemble de § X § pour un ordinal § < X, donc avec
|0] < W,. Par hypothese de récurrence |§ x §| < X, ; la réunion de tous ces
ségments initiaux est donc de cardinal au plus N,. =
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Théoreme 2.47 CANTOR 2% > Kk pour tout cardinal k.

DEMONSTRATION: Supposons 27 < k, et soit f une injection dans x des
fonctions de k dans 2. Soit g la fonction de s dans 2 telle que

o g(i) # (f7H(@)(@) sii € f(27).
e g(i) = 0 sinon.

Alors g est différent de toutes les fonctions dans 2%, contradiction. m

Il y a une deuxieme suite importante : Soit x un cardinal. On pose alors
Jo(k) = Kk (ou 3, beth, est la deuxieme lettre de 'alphabet hébreu), J,11(k) =
27 et Jy(k) = U,y Jal(k) pour un ordinal limite A\. Si kK = ag on le
supprime. Le théoreme de Cantor nous assure que la suite est strictement
croissante. L’hypothese du continu généralisée consiste alors a dire que X, =
3, pour tout ordinal a.

Exercice 2.48 Montrer que si « et # sont deux ordinaux dénombrables,
alors la puissance ordinale o’ est dénombrable.
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Chapitre 3

La compacité

Voici le théoreme le plus fondamental en théorie des modeles:

Théoréme 3.1 COMPACITE Soit ® un ensemble d’énoncés tel que tout sous-
ensemble fini de ® a un modéle. Alors ® a un modéle.

DEMONSTRATION: Soit I la collection de sous-ensembles finis de ®, et pour
i € I soit M; un modele de i (rappelons que 7 est un ensemble fini d’énoncés!).
Nous allons construire ici, a partir de la famille {9, : i € I}, une L-structure
qui est une sorte de limite, ou moyenne, des structures dans la famille, et qui
sera un modele de ® entier.

Définition 3.2 Un ensemble non-vide U de sous-ensembles de I est un filtre
sur [ si

T
esiXelUetY elU,alors X NY €U.
esiXelUet XCY CI alorsY €U.

Un filtre U est un wltrafiltre si pour chaque X C [ soit X € U, soit [— X € U.

Pour tout ¢ € I il y a l'ultrafiltre principal sur i, qui est 'ensemble {X C
I : i1 € X}. Par contre, lexistence des ultrafiltres non-principaux nécessite
I’axiome du choix.

Lemme 3.3 Tout filtre sur I est contenu dans un ultrafiltre.
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DEMONSTRATION: On voit facilement que la réunion d’une chaine croissante
de filtres sur I est toujours un filtre sur I; c’est une propriété inductive, ou
toute chaine croissante a une borne supérieure. Or, le lemme de Zorn nous
assure que tout filtre est contenu dans un filtre maximal. Vérifions qu'un
filtre maximal est un ultrafiltre.

Soit donc U un filtre maximal, et X ¢ U un sous-ensemble de /. On pose
U ={Y CI:3F el F—-X CY}. Clest un ensemble clos par intersection
(car U Vest) et agrandissement; si ) € U’, on aurait F' — X = () pour un
Feld,dou FFC X et X €U, contradiction. Donc U’ est un filtre qui étend
U et contient I — X; par maximalité I — X € /. m

Définition 3.4 Soit {9, : ¢ € I} une famille de L-structures, et U un
ultrafiltre sur I. L’ultraproduit [[; 9 /U est la structure M suivante:

e le domaine de M est le produit X;M;, modulo la relation ~ d’équivalence
suivante:
(mi)ier ~ (ni)ier < {i € I :m; =nit €U.

On dénotera la classe de (z;);e; modulo ~ par [z;)c;.
e pour tout ¢ € C on pose ¢™ = [¢™i];c;.
e pour tout f € F d’arité n on pose
P (mlliers - 2lier) = [P mer.

e pour tout R € R d’arité n soit R™ I’ensemble

{(Imilicr, - [m)ier) €M™ {i € I : (my,...,m}") € R™} e U}.

Il nous faut vérifier que c’est bien défini.

D’abord, supposons que (m;)ier ~ (n;)icr €t (n; : i € I) ~ (k;)ier. Alors

{iel-mi=k}2{iel:-m=n}n{iel:n=k}elU,

parce que U est clos par intersection et agrandissement. Donc (m;)ie; ~
(ki)ier; comme reflexivité et symétrie sont évidentes, ~ est bien une relation
d’équivalence.

Ensuite, si [m!];c; = [nl]ic; pour j = 1,2,...,n, alors par cloture de U
par intersections finies,

J={iel:m! =nl pourtout j=1,2,...,n} €U.
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Mais si f € F est une fonction n-aire, J est contenu dans

fiel: fMm},....m" = fM(n;,...,n"},

(2

et la définition de f™ ne dépend pas du choix des représentants modulo ~.
De méme, si R € R est une relation n-aire, alors J est contenu dans
fiel:(m},....m" € R™ &< (n;,...,n}") € R™},

et la définition de R™ ne dépend pas du choix des représentants modulo ~
non plus.

Notons que les définitions de ~ et de =™ sont les mémes: si ="% est la
vraie égalité sur 9; pour tout i € I, alors =" est la vraie égalité sur 9,
conformément a notre convention.

Théoréme 3.5 CRITERE DE Los Soit U un ultrafiltre sur un ensemble I,
et {IM; : i € I} une famille de L-structures. Si m = ([m}licr, ..., [MmPier)
est un n-uple dans Uultraproduit M =[], M; /U et o(z) est une L-formule,
alors M |= p(m) si et seulement si

fiel:MEomi,....m"H}eU.

DEMONSTRATION: D’abord, nous démontrons par récurrence sur la longueur
d’un terme t(z) que M = t(m) = [n;)ier si et seulement si

liel:MEtim],...,m") =n} €U.

C’est évident si t(Z) = f(Z) pour une fonction n-aire f € F, par définition
de f™. Soient donc #(%),...,t,(Z) des termes de longueur inférieur & celle
de t, et f € F une fonction k-aire, tels que t(z) = f(t1(2),...,t(z)). Si
nf =t;(m;,...,m!") pour j = 1,2,...,k, par hypothese de récurrence M |=
[nf]ig =t;(m), pour tout j =1,2,..., k. Ensuite

M = f([nﬂiela cee [”f]zel) = [Nilier

si et seulement si {i € I : M; = f(n},...,nf) = n;} € U par définition de
™ le résultat suit par substitution.

Maintenant on peut démontrer le critere par récurrence sur la longueur
de ¢(Z); pour I'économie de l'effort on supposera qu’'on a remplacé toutes
les formules par des formules équivalentes qui ne contiennent ni V ni Vv (et la
récursion reste bien dans cette classe).
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Si p(z) = R(Z) pour un R € R, la proposition suit de la définition
de R™: si (7)) = R(t1(7),...,t,(Z)) est atomique, on utilise le paragraphe
précédent. Si p(m) = —(m), on a

M p(m) < MEY(@m)
& {iel M EY(mg,...,m} el
& {iel:MEe(m;,....,m}}el,

comme [ — J C I est dans U si et seulement si J ¢ U.
St p(Z) = p1(Z) A @2(Z), on a pour j = 1,2 que

{i el M, )zwj(m},...,m?)} D{icel:ME=p(mi,...,m"}. (T])

Donc si le dernier est dans U, ainsi sont les premiers, et par hypothese de
récurrence M = ¢;(m) pour j = 1,2, d’'ou M = ¢(m). Réciproquement, si
M satisfait p(m), il satisfait ¢1(m) et po(m), donc les premiers ensembles
dans (T]) sont dans U pour j = 1,2, ainsi que leur intersection, qui est le
deuxieme.

Enfin, si ¢(m) = Jz¢(z,m), soit J = {i € I : M; = o(m},...,m")}.
Pour chaque i € J soit n; € M; tel que M; = Y(n;,ml, ..., mk); pour i & J
on choisit n; € M; quelconque. Sin = [n; : i € I], alors par hypothese de
récurrence i € [ implique M = ¢(n,m), dou M = ¢(m). Réciproquement,
siM = @), lyaunn=[n i€ I € M tel que M = ¢Y(n,m);
par hypothese de récurrence {i € I : IM; E Y(n;,mi,....mH} € U, et
fiel:MEem:,...mH}eU. =
Maintenant nous pouvons finir la d’emonstration du théoreme de la com-
pacité. Rappelons que I est 'ensemble des sous-ensembles finis de @, et que
M, |= i pour chaque i € I. Pour i € I soit I; 'ensemble des sous-ensembles
finis de ® qui étendent i. Silly = {X C [ : ilyai el tel que X D I},
alors pour X D [; et Y DI,ona XNY D [;y; €Up; enplus X D I; 3¢, et
Uy est un filtre. Soit U un ultrafiltre contenant Uy, et M = [[, M, /U. Donc
pour tout 0 € ® on a

{iE[:mi):U}QI{U}EUOQU.

Par le théoreme de Los, M =0. =

La réciproque est bien sir évident.
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Exercice 3.6 Démontrer que si toutes les 91; sont élémentairement équiva-
lentes, alors tout ultraproduit [ [, 9M%; /U est élémentairement équivalent aux ;.

Exercice 3.7 Soit U un ultrafiltre sur un ensemble I, et 9t une L-structure.
Alors on peut considérer 'ultraproduit ou tous les 9; sont égaux a M; on
I'appele une ultrapuissance de M, et on le dénote [, M/U.

1. Vérifier que I'application diagonale m +— [m];c; est un L-morphisme,
I'inclusion canonique.

2. Démontrer que I'inclusion canonique est élémentaire.

Exemple 3.8 Il n’y a pas d’ensemble ® de L,.4-énoncés dont les modeles
sont précisement les ordres finis.

DEMONSTRATION: Supposons que ® est un tel ensemble, et considérons
I’ensemble
\II:CDU{Ele-~-EIxn/\xi7éycj 'n < w}.
i<j

Pour tout sous-ensemble fini ¥y de ¥ soit ny maximal tel que ¥y contient
I'énoncé Iy - - - Iz, A, i # xj, et soit My un ordre fini de cardinalité ny.
Comme My = @ et a ng éléments, My = ¥y. Donc chaque sous-ensemble
fini de ¥ a un modele; par compacité ¥ a un modele M. Comme M = P,
il est un ordre fini. Mais 91 a au moins n éléments pour chaque n < w,
contradiction. m

Exercice 3.9 Démontrer qu’il n’y a pas d’ensemble ® de L,,,,-énoncés dont
les modeles sont précisement les corps finis.

Exemple 3.10 1. LES ENTIERS NON-STANDARDS
Soit ¢ un nouvel symbole de constante, et ® la L, U {c}-théorie suiv-
ante:

Thﬁann(<N70717+7;,*>,N)U{axn*fﬁ =Cc:n <W}U{C7é 0}

(on pose n—-m=0sm > n). Tout sous-ensemble fini de ¢ a un
modele: on prend N lui-méme, et interprete ¢ par un entier suffisament
divisible. Soit N* un modele de tout ®. Alors 'inclusion n — n" est
élémentaire; c’est un modele non-standard de I’arithmétique. Notons
que ¢V est un entier non-standard non-nulle qui est divisible par tout
entier standard.
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2. LES REELS NON-STANDARDS
Soit L = Lynn U {c, <}, et & la L-théorie suivante:

1
Thﬁ(an{<}<<R707 17 +, —, %, <>7R) U {O <ec< —in< CLJ}
n

Tout sous-ensemble fini de ¢ ayant R comme modeéle (avec une interpre-
tation de ¢ assez proche de 0), on trouve un modele R* de ¢ entier, les
réels non-standard. L’inclusion r — r® est élémentaire. Pour chaque
r € R* borné (tel qu'il y a r € R avec r* < r on trouve un unique réel
stand(r*) € R tel que |r* —stand(r*)| < £ pour tout n < w. On appele
stand(r*) la partie standard du réel non-standard r*.

Notons que ni les entiers ni les réels non-standard sont déterminés a iso-

morphisme pres.

Maintenant nous allons voir que ’équivalence élémentaire ne peut pas deter-
miner le cardinal d’'une L-structure, sauf si elle est fini.

Lemme 3.11 Soit M une L-structure infini. Alors il y a = 9N arbitraire-
ment large.

DEMONSTRATION: Soit A un cardinal arbitraire, {¢; : i < A} des nouvelles
constantes, et
O =Th(MM, M)U{c;#c;: i # 7}
Alors chaque sous-ensemble fini de ® ne mentionne qu'un nombre fini de
constantes, qu’on peut interpreter dans 9. Donc chaque sous-ensemble fini
de ® a un modele; par compacité il y a un modele 91 de . Evidemment
7] > A. En plus, on a une injection canonique de 9 dans M, qui envoie un
élément m € 9 a la réalisation m™ de sa constante dans M.
Soit maintenant ¢(m) € L(m) pour un m € M. Alors

M |= p(m) < (m) € Th(M, M) < N = p(m),
donc l'inclusion est élémentaire. m

Corollaire 3.12 LOWENHEIM-SKOLEM ASCENDANT Soit M une L-structure
infini. Alors pour tout A > |L| 4+ |M| il a une extension élémentaire N = M
de cardinal \.

DEMONSTRATION: Par le lemme 3.11 on trouve 9t = 9% de cardinal au

moins A; par Lowenheim-Skolem descendant il y a 91 < 9t contenant 90t de
cardinal A\, et M < IN. =
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Chapitre 4

Types

Définition 4.1 Soit 9 une L-structure, A C M et a un uple dans M.
Le type de a sur A, noté tp(a/A), est 'ensemble des L(A)-formules o(z)
satisfaites par a dans 9. Si A est vide, on l'omet et note tp(a).

Plus généralement, un n-type (complét) sur A est un ensemble p(z) max-
imal de L£(A)-formules avec variables libres z = (x1,...,x,), tel que toute
partie finie de p(Z) est réalisée dans I

La famille des n-types sur A est noté S, (A); on pose S(A) =, _ Su(A).

n<w ~n
Nous allons également considerer des types en une infinité de variables.

Remarque 4.2 Soit p(Z) un type sur A C M, et p(Z) une formule telle
que ni ¢ ni @ est dans p. Par maximalité on trouve des sous-ensembles
finis my et m de p tels que ni m(z) U {p(z)}, ni m(Z) U {—¢(Z)} a une
réalisation dans 9. Mais 7y(Z) U m1(Z) a une réalisation a dans 9t; comme
soit M |= p(a), soit M = —p(a), on obtient une contradiction. Donc pour
toute L(A)-formule ¢(Z) soit , soit =y est dans p.

Th(9M, A) fait partie de tout type sur A, et tp(a/A) dépend du modele am-
biant 91. Or, ce type reste inchangé si on remplace 9 par une extension
élémentaire.

Remarque 4.3 La collection des n-types sur () ne dépend que de la théorie
Th(9) = T; on la dénote par S, (7).

DEMONSTRATION: Soient 9 et M deux modeles de T, et p un type sur
() dans 9. Alors pour toute partie finie 7 de p on a M |= Iz A7 (7). Par
complétude, T = 3z A\ 7(z), et on trouve b € N tel que N = 7(b). Donc p est
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finiment réalisable dans 91; comme p contient toute formule ou sa négation,
p est un type dans 91. m

Remarque 4.4 Comme il y a au plus |£|+ |A|+w formules avec parametres
dans A, il y a au plus 2/FHAI+ types sur A.

Exemple 4.5 1. Dans la théorie des ordres denses, un 1-type sur A cor-
respond a la coupure qu’il détermine dans A.

2. Dans Th(Z,0,+) un 1-type sur {1} non-réalisé est déterminé par sa
classe modulo n pour chaque entier n.

3. Dans Th(C, 0, 1, 4+, —, %) un 1-type p(z) sur un sous-corps k est déterminé

e soit par I'unique a € k tel que x = a est dans p(z),
e soit par le polynome minimal sur £ d’une réalisation de p,

e soit par I'ensemble f(z) # 0 pour tout f(z) € k[z].

Lemme 4.6 Soit M une L-structure, A C M et a,b € M. S’l y a une
famille karpienne d’isomorphismes partiels de M dans I qui prolonge Aa —

Bb, alors tp(a/A) = tp(b/A).

DEMONSTRATION: Par la proposition 2.17 on a (9, Aa) = (90, Ab), ce qui
veut dire que pour toute L(A)-formule ¢(z) on a M = p(a) ssi M = ¢(b).
Donc tp(a/A) = tp(b/A). =

Proposition 4.7 Soit M une L-structure, A C M et p(z) € S,(A). Alors
ilyadM=Metce N tel que p = tp(c/A). Deuz uples a et @’ on méme
type sur A si et seulement s’il y a N = M et un automorphisme de N qui
fize A et envoie a a a'.

DEMONSTRATION: Toute partie finie de Th(90t, M) U p(¢) (ou ¢ sont des
nouvelles constantes) est satisfaite dans 9. Par compacité il y a un modele
M de Th(M, M) U p(¢); comme Papplication M > m — m™ est élémentaire,
on peut considérer M comme extension élémentaire de 9. On pose a = &
il est évident que tp(a/A) = p(T).

Maintenant soient a et @’ deux réalisations d'un type p(Z) sur A dans une
extension élémentaire 9 de 1. Nous allons construire une suite

M < My < My < -+ -
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d’extensions élémentaires, et une chaine oy C o7 C --- d’isomorphismes
partiels élémentaires o; : M; — M, telle que o( fixe A et envoie a a a’,
et pour tout ¢+ < w la domaine de 09,1 contient 9My; et 'image de o919
contient My; 1. Alors N = |, <o M, sera une extension élémentaire de M,
et 0 =J,., 0; sera un automorphisme de N qui fixe A et envoie a a @'

Lemme 4.8 Soit M une L-structure et o un isomorphisme élémentaire par-
tiel de M. Alors il y a I = M et un isomorphisme élémentaire partiel T de
N de domaine M qui étend o.

DEMONSTRATION: Pour chaque m € M soit m’ une nouvelle constante. I
nous faut voir que la théorie ® suivante est consistante:

Th(M, M) U {p(m',o(n)) : M E ¢(m,n) et n € dom(o)}.

Considérons une partie finie &g de ¢ qui contient des formules ;(m}, o(7;))
pour i < n. Alors M = A, wi(mi, i) et M = Jicn @i \io,, 0ilTi,100);

comme o est élémentaire, on a

m ): Ji<nT; /\ ‘:Oi(:ii» U(ﬁi))'

i<n

Donc, on peut modéliser @3 dans 99t. Par compacité on trouve un modele N
de ®, qui est une extension élémentaire de 9; 'application 7 : m +— (m/)™
est une continuation élémentaire de o sur 91. =

Maintenant on applique le lemme 4.8 d’abord a 9y et oy pour obtenir 91,
et o1, ensuite a M, et afl pour obtenir 91, et 0;1, etc. m

La preuve précedente démontre une méthode tres utile en théorie des modeles
pour construire un automorphisme d’une structure (J;_,, 9; comme réunion
de morphismes partiels, le va-et-vient: le va aux étapes impairs nous assure
que o sera total, et le vient aux étapes pairs prend charge de la surjectivité.

Définition 4.9 Un type p(Z) sur A est algébrique s’il y a une L£(A)-formule
©(Z) € p(Z) quin’a qu'un nombre fini de réalisations. Un uple a est algébrique
sur A si tp(a/A) Dest.

Exercice 4.10 Un uple a est algébrique sur A si et seulement s’il est con-

tenu dans chaque sous-structure élémentaire contenant A de toute extension
élémentaire de 9.
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Nous avons vu qu’on peut toujour trouver un modele qui réalise un type.
Mais est-ce qu’on peut en trouver un qui ne le réalise pas ?

Définition 4.11 Un type p(Z) sur A est principal, ou isolé, s’il y a une
formule ¢(z) dans p(z) telle que Th(9M, A) U{¢(z)} = p(z). Dans ce cas, la
formule () isole p(T) sur A.

Une reformulation nous donne : ¢(7) isole tp(a/A) si et seulement si Th(9, A)U
{#(@)} = Th(M, Aa)}.

Exercice 4.12 Un type algébrique est isolé.
Lemme 4.13 tp(ab/A) est isolé ssi tp(a/Ab) et tp(b/A) le sont.

DEMONSTRATION: Si ¢(Z,§) isole tp(ab/A), alors (7, b) isole tp(a/Ab), et
37 p(Z,9) isole tp(b/A). Réciproquement, si ¢(7,b) isole tp(a/Ab) et 1 (y)
isole tp(b/A), alors

Th(M, A)U{e(D)} = Th(IM, AD) et Th(M, AD)U{p(a,b)} = Th(IM, Aab)}.

Donc ¢(Z, ) A ¥(y) isole tp(ab/A). m

Il est évident qu’un type principal est réalisé dans chaque modele contenant
A, comme 37 p(7) fait partie de Th(9, A). Pour la réciproque, il faut que
L(A) soit dénombrable.

Théoreme 4.14 OMISSION DES TYPES Soit 9 une L-structure, A C M,
et p(z) € S,(A) dénombrable. Alors il y a un modéle de Th(IM, A) qui omet
p si et seulement si p n’est pas principal.

DEMONSTRATION: Soit C' = {¢; : i < w} des nouvelles constantes. Nous
allons construire une L(AUC')-théorie consistante 7" étendant Th(9, A) telle
que pour chaque formule p(z) il y a i, < w tel que Jzp(x) — ¢(c;,) est dans
T. Alors si M est un modele de T, alors {c)' : i < w} est une sous-structure de
N, comme parmi les formules p(x) se trouvent celles de la forme = = a pour
toute constante a, et x = f(¢) pour toute fonction f(z) € F et ¢ € C'. Par
le test de Tarski, l'inclusion est élémentaire, et {c' : i < w} est un modele
de Th(9, A); nous allons faire de maniere qu’il omet p.

Soit (pi(x) : 0 < i < w) une énumération des L(AUC')-formules avec une
variable lible x, et (¢; : i < w) une énumération des n-uples dans C'. On pose
To = 0; si on a déja construit T;, fini tel que Th(9M, A) U T,, a un modele,
alors :
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e Sin = 2m, soit ¢« minimal tel que ¢; ne figure pas dans 7,,. On
met 1,11 = T, U{Jzpn(z) — @m(c)}; comme ¢; ne figure pas dans
Th(9M, A) UT,, il y a un modele de Th(9M, A) U T),11.

e Sin = 2m + 1, on considere I'uple ¢,,. Soient d les constantes dans

C —{¢n} qui figurent dans T),, et ¥ (&, d) 'énonce A\ T,,. Comme p(Z)
n’est pas principal,

Th(M, A) U{3y¥(z,9)} - p(T)

et il y a un modele 9, de Th(M, A)U{(Cm, d)} tel que M., = p(En).
Si Y (Z) € tp(ém/A) \ (), alors Tp,11 = T,, U {thn(¢) } & un modele.

On pose T = |J,.,Tn- Alors T est consistant par compacité et étend
Th(9M, A), les quanteurs existentiels ont des témoins dans C, et aucun uple

dans C réalise p. m

Exercice 4.15 Soit 7" une théorie (possiblement incomplete), dans un lan-
gage dénombrable. Une formule ¢(Z) est un support pour un ensemble & ()
si TU{37 ¢(z)} a un modele et ¢(z) implique ®(z) modulo T". Si ®,,(Z) est
sans support pour chaque n < w, démontrer que 7" a un modele qui omet
tous les @, () simultanément.
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Chapitre 5

Modeles

Définition 5.1 Soit 9T une L-structure, A C B C M, et A\ un cardinal.

e B est atomique sur A C M si tp(b/A) est isolé pour chaque uple fini b
de B. Comme toujours, on supprime “sur ().

e B est construit sur A s’il existe une énumération (a; : i < o) de B\ A
tel que tp(a;/A,a; : j < 1) est islé pour tout i < a.

o M est premier sur A si 9 se plonge dans tout modele de Th(9, A).

o I est A-homogéne si tout isomorphisme partiel élémentaire dont le
domaine est de cardinalite < A est contenu dans une famille karpienne,
et homogene si M est |M|-homogene.

o I est fortement A\-homogeéne si tout isomorphisme partiel élémentaire
dont le domaine est de cardinalite < A se prolonge en un automor-
phisme, et fortement homogéne si 9 est fortement |9t|-homogene.

e M est A-universel si tout modele de Th(9M) de cardinal < A se plonge
élémentairement dans I, et universel si M est | |-universel.

o I est \-saturée si M réalise tout 1-type sur un domaine A C M de
cardinalité < A, et saturée si 9 est |M|-saturé.

Proposition 5.2 Soit M une L-structure, et X > |L] un cardinal infini.

1. 8i B\ A est dénombrable et B est atomique sur A, alors B est construit
sur A.
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St B est construit sur A, alors B est atomique sur A.
Si M est construit sur A, alors M est premier sur A.

Si A et L sont dénombrables, alors M est atomique sur A ssi M est
construit sur A ssi I est premier sur A.

Si M est fortement A\-homogene, alors M est \-homogene.

Si M est A\-saturée et A C M est de cardinalité < X\, alors I réalise
tout \-type sur A.

7. M est A-saturée ssi M est A-universel et \-homogene.

DEMONSTRATION:

1.

2.

Découle du Lemme 4.13.

Soit (a; : i < «) une construction de B sur A. On montre par récurrence
que {a; : i < j} est atomique sur A pour tout j < a. Cest évident
pour j = 0 ou j limite. Soit j = k+1et a € {a; : i < k}. On pose
a = a\ {ax}. Alors tp(ar/A,a; : i < k) est isolé par une formule
o(x,a”) avec ¢ € L(A) et @’ € {a; : i < k}. Cette méme formule
isole tp(ax/A,a’,a"”). Puisque tp(a'a”/A) est isolé par hypothese de
récurrence, tp(aga'a”/A) est isolé, ainsi que tp(a/A), par le lemme 4.13.

. Soit (a; : i < a) une construction de M sur A. Puisque tout type isolé

est réalisé dans tout modele 9 de Th(M, A), on trouve par récurrence
transfinie sur j une suite (b; : ¢ < «) d’éléments de N telle que

(M, Aya; 1< j)= (M A b i <j).

Si 91 n’est pas atomique sur A, alors il y a n < w et un n-type
principal p € S,(A) qui est réalisé dans 9. Par le théoreme 4.14
il y a un modele 9 de Th(M, A) qui omet p, et 9 ne peut pas se
plonger élémentairement dans 91 sur A comme la réalisation de p n’a
pas d’image possible. D’autre part, si A est dénombrable, alors par le
théoreme 2.25 il y a un modele dénombrable de Th(9, A), donc un
modele premier est forcément dénombrable. Le reste découle de 1.-3.

Suit immédiatement des définitions.
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6. Soit p(x; : i < A) € Sy(A), et M > M une extension élémentaire
qui réalise p par une suite (n; : i@ < A). On construit une chaine
d’isomorphismes partiels élémentaires (o; : i < \) de DM dans I telle
que dom(o;) = AU {n; : j < i}. On prend oy = idy, et des réunions
aux limites. Soit j =k + 1. Alors

or(tp(ng/A,n; 1 i < k)) € S1(A,or(n;) 11 < k) ;

comme |A U {ox(n;) : ¢ < k}| < A, ce type est réalisé par un élément
m € M. On pose oj(ng) = m. Alors la suite (0;41(n;) @ 4 < ) réalise
p dans M.

7. Exercice. m

Remarque 5.3 Si |[A| < A < |S(A)| pour un sous-ensemble A d’un modele
de T, alors il n’y a pas de modele saturé de cardinal A (un tel modele devrait
contenir une copie A’ de A, et ensuite réalisations de tous les types sur A').

Théoreme 5.4 1. Deux modeles atomiques dénombrables d’une théorie
compleéte sont isomorphes. Plus généralement, si (M, A) = (M, B),
M\ A et N\ B sont dénombrables, MM est atomique sur A et N est
atomique sur B, alors tout isomorphisme élémentaire partiel oy : A —
B se prolonge en un isomorphisme.

2. Deux modéles saturés de méme cardinal \ d’une théorie compléete sont
1somorphies. Plus précisement, tout isomorphisme élémentaire partiel
o9 : A — B de deux parties de cardinal < )\ se prolonge en un isomor-
phisme.

DEMONSTRATION: Si 9 et 9 sont deux modeles de la méme théorie complete,
I’application vide est un isomorphisme partiel. Donc I'isomorphie des modeles
est une conséquence de la possibilité de prolongement.

Dans le cas 1. on pose A = w. Solent (m; : i < A) et (n; : i <
A) des énumérations de M \ A et de N\ B. On va construire une suite
d’isomorphismes partiels (o; : ¢ < ) de 9t dans N, tels que o; étend o; pour
J > i, et pour tout ¢ > 0, le domaine de o; contient {my, : k < i}, et I'image
de o; contient {n; : k < i}, avec |dom(o;) \ A| = |im(o; \ B| < 2-[i]. Alors
o = J,., 0 sera I'isomorphisme entre 9 et N.

Supposons qu’on a trouvé o;, et soit A; le domaine et B; I'image de o;.
Dans le cas 1. le type tp(m;/A;) est isolé par une formule p(z, A;) d’apres le
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lemme 4.13 ; comme MM = 3z (x, A;) et 0; est élémentaire, N = Jz p(z, B;);
soit n € N tel que M = ¢(n, B;). Comme o; est élémentaire, p(z, A;) isole
tp(n/B;) = o;(tp(m;/A;)). Donc on peut étendre o; en envoyant m; a n. De
méme, comme tp(n;/B;,n) est isolé par une formule ¢ (x, B;,n), on trouve
m € M réalisant ¥ (z, A;, m;).

Dans le cas 2. le type o;(tp(m;/A;)) est réalisé dans D par un élément
n par saturation de M, si o’ = o U {m; — n}, le type o'~} (tp(n;/B;,n)) est
réalisé dans 9t par un élément m par saturation de 9. Ceci ajoute au plus
deux éléments au domaine et a I'image, ce qui conserve la condition sur leur
cardinalité. On pose

O'z(ZC) siz € Al
Oit1 T — n six=m;
n; siz=m.

Si on a obtenu une suite (0, : j < i) d’isomorphismes partiels pour un ordinal
limite 4, alors o; = | ;i 0j est aussi un isomorphisme partiel ; avec
(dom(0i1) \ Al = fim(os1 \ B < Ji] -2+ il = 2- i

pour ¢ infini. m

Exemple 5.5 1. (Z,<) et (Q, <) sont atomiques, (Q, <) est saturé, mais
(Z, <) n’est pas saturé : il omet le 2-type qui dit que la distance entre
x et y est infini.

2. (Z,0,+) est atomique; sa théorie n’a pas de modele saturé de cardinal
w : pour tout ensemble P de nombres premiers il y a le type qui dit
que z est divisible par p si et seulement si p € P; ca fait 2“ types sur
() qu’on ne peut pas tous réaliser dans un modele dénombrable.

3. Qet Fp sont les corps algébriquement clos atomiques. C est saturé (de

cardinal 2¥), et Q(z; : i < w) est saturé dénombrable.

Exemple 5.6 Voici une théorie qui n’a pas de modele atomique: Le langage
comporte un ordre < et un prédicat unaire P; on considere la théorie de R,
ou on a ajoute une constante pour chaque rationel g € Q, et P est interpreté
par Q. Alors tout modele contiendra une copie de Q; on peut construire un
modele 9 de fagon que pour une certaine coupure irrationnel sur Q toute
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réalisation satisfait P. Mais s’il y a un modele atomique 9, il s’injecte dans
R et dans 901, et toutes les réalisations de cette coupure dans 9y satisfont a
la fois =P et P. Donc il n’y en a pas; comme on peut repeter avec chaque
coupure irrationnel, aucune telle coupure est réalise dans 9,. Mais 9,
s'injecte dans R et ne réalise que des coupures irrationnelles. Ca signifie que
la domaine de 9y est Q, et My ne comporte aucun élément réalisant — P,
contradiction.

Exercice 5.7 Pour tout 91 et tout A il y a une extension élémentaire 91 > 9
qui est A-saturée.

Exercice 5.8 Si [£] < A et AT = 2 une théorie complete a un modele
saturé de cardinal AT,

Définition 5.9 Soit A un cardinal infini. Une théorie T" est A-catégorique si
tous les modeles de cardinal A sont isomorphes.

Exemple 5.10 1. La théorie des ordres denses sans extrémités est w-
catégorique.

2. La théorie des groupes abéliens d’exposant p premier est A-catégorique
pour tout A.

3. La theorie des corps algébriquement clos de caractéristique donnée est
A-catégorique pour tout A non-dénombrable.

Théoreme 5.11 RYLL-NARDZEWSKI, SVENONIUS, ENGELER Les condi-
tions suivantes sont équivalentes pour une théorie compléte dénombrable :

1. T est w-catégorique.

2. Pour chaquen < w il n’y a qu’un nombre fini de formules inéquivalentes
modulo T" a n variables libres x1, ..., x,.

3. Su(T) est fini pour chaque n < w.

DEMONSTRATION:  Si S,,(T) est fini, on trouve facilement des formules
isolant les types dans S,(7); une formule en n variables libres sera donc
équivalente a une combinaison booléenne de ces formules. L’équivalence
2. & 3. en découle.
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Si S, (T) est fini pour chaque n, alors chaque type sur () est isolé et tout
modele de T est atomique; par le théoreme 5.4 deux modeles dénombrables
sont isomorphes.

Réciproquement, si T" est w-catégorique, comme tout type non-isolé sur
() peut étre ou bien réalisé ou bien omis dans un modele dénombrable par le
théoréme d’omission des types, tout type sur () est principal. Pour n < w
soient {¢;(Z) : i € I} toutes les formules qui isolent un n-type. Si I est infini,
alors par compactité 'ensemble {—;(Z) : i € I} est consistant et on peut le
completer en un type p(z). Mais p est principal, et la formule isolant p(z)
doit figurer parmi les formules ¢;(Z), ce qui contredit que p contient —p;(Z)
pour tout 7. =

Définition 5.12 Une théorie complete est menue si S(T') est dénombrable.

Proposition 5.13 Une théorie dénombrable menue a un modele atomique
dénombrable et un modéle saturé dénombrable.

Evidemment, s’il y a un modele saturé dénombrable, 7" est menue.

DEMONSTRATION: Notons d’abord que comme un type tp(a/b) est déterminé
par tp(ab), sur tout ensemble fini dans un modele de 7' il n’y a qu'un nombre
dénombrable de types.

Construisons d’abord le modele saturé. Soit 9, n’importe quel modele
dénombrable. Alors il y a |J, ., w" = U,.,w = w - w = w sous-ensembles
finis de My, et sur chaqu’'un il n’y a qu'un nombre dénombrable de types.
Iy a9 = 9y qui réalise tous ces types; par le théoreme de Lowenheim-
Skolem on peut choisir 9; dénombrable. Mais ensuite on trouve 9y = Ny
dénombrable qui réalise tous les types sur les sous-ensembles finis de M, et
on obtient récursivement une chaine élémentaire My < Ny < My < - - -, telle
que M, est dénombrable et réalise tous les types sur les ensembles finis de
M. Alors M = J,__ M, sera une extension élémentaire dénombrable saturée
de 9.

Quant au modele atomique, on va le construire comme sous-structure
élémentaire de n’importe quel modele dénombrable 9T de T'. Soit @ un uple
fini de M, et ¢(x,a) une formule consistante : M = Iz ¢(z, a).

<w

Lemme 5.14 [l y a un type isolé p(x) € Si(a) qui contient p(z,a).

DEMONSTRATION: Supposons qu’aucune formule consistante ¢ (z, @) qui im-
plique ¢(z,a) isole un type sur a. Alors on trouve une L(a)-formule p;(x)
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telle que (z,a) A pg(z) et @(x,a) A —py(x) sont consistantes; ensuite on
divise la premiere en deux par une formule ¢o(z), et la deuxiéme par une
formule ¢ (x). Plus généralement, pour toute suite (s; : i < n) € {0,1}" et
L(a)-formules @(s,.ick) (@) pour k < n telles que

QD(L a) A /\ _‘Skﬁp(sl-:Kk) (x)

k<n

est consistant (ot ="t est 1) et —'¢) est 1)), on trouve une L£(a)-formule
O(sii<n) (7) telle que

90(37’ &) A /\ _‘Sk@(sz':i<k) (-77) A _‘anSO(sz':ién) ('73)
k<n

est consistante pour s,,1 = 0 et 5,1 = 1. Récursivement on trouve donc des
formules ¢z pour toute suite fini binaire s, telles que pour toute suite infini
s = (S0, 51,52,...) € {0, 1}*

Pal(2) = (@, @) A\ = @iy (1)

k<w

est consistant. Mais les completions des différents ps(z) donnent 2 types
sur a, contradiction. m

Soit (yi(x,a;) : i < w) une énumération de toutes les formules a parametres
dans 9 qui isolent un type sur @;. On pose Ag = 0 ; si on a trouvé A;, soit
Jj < w minimal telle que a; € A; et ¢;(z,a;) n’a pas de réalisation dans A;.
Par le lemme, on trouve une £(A;)-formule qui implique ¢;(z, a;) et isole un
type sur A; ; on ajoute une réalisation de ce type (qui doit exister dans 91)
pour obtenir A;;;. A la fin, on pose A = J,_, 4.

A est atomique par le lemme 4.13, comme chaque A;,; est atomique sur
A;. 11 contient toutes les constantes, comme x = ¢ isole un type pour chaque
c € C, et est clos par les fonctions, comme x = f(a) isole un type sur a. Donc
A est une sous-structure de 9 ; elle est élémentaire par le test de Tarski : Si
M = Jrp(z,a) avec a € A, il y a une formule ¢;(x,a) qui implique ¢(x,a)
et isole un type sur a. Mais si @ € A;, alors ¢;(x, a) est réalise dans A;y; au
plus tard. m
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Chapitre 6

Elimination des quanteurs et
modele-complétude

Définition 6.1 Une théorie T' élimine les quanteurs si toute formule ¢(z)
est équivalente modulo 7" & une formule sans quanteurs.

L’élimination des quanteurs dépend du langage choisi :

Remarque 6.2 Soit 7' une théorie quelconque. Pour toute formule ¢(z)
on rajoute une nouvelle relation R,(Z) au langage, et 'axiome VZ [¢(Z) <
R,(z)] a la théorie, pour former le langage £’ et la théorie T". Alors T”
elimine facilement les quanteurs : une L-formule ¢ est équivalente a R, ;
quant aux £'-formules on remplace d’abord les éventuelles sous-formules Ry,
par ¢ pour obtenir une L-formule équivalente.

Le changement de langage a pour effet de changer la notion de sous-
structure : si 9 et N sont deux modeles de T avec M C N, ils ont des
expansions canoniques a des modeles de 7" en interpretant

R?::{MGM:WIZQO(M)}

(et similairement pour 91). Mais comme L'-structures on a M C N si et
seulement si 9 < MN.

Proposition 6.3 Une théorie T' élimine les quanteurs si pour tous modeles
M et N de T deuz uples m € M et n € N qui satisfont les mémes formules
atomiques (dans leurs modéles respectifs) satisfont les mémes formules. Plus
gén’eralement, si € est un ensemble de formules tel que dans tous modeles N
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et N de T deux uples qui satifont les mémes formules dans € ont méme type,
alors toute formule est équivalente a une combinaison booléenne de formules
dans €.

On appelle un tel ensemble € un ensemble d’élimination. 1l est nécessaire que
I’hypothese soit satisfaite pour tous modeles 9T, N de T, et tous m € M,
n € M. Notons que la réciproque est évidente. DEMONSTRATION: Sup-
posons qu’une formule (%) n’est pas équivalente modulo 7" & une combinai-
son booléenne de formules dans &. Soient ¢, d des nouvelles constantes, et
considérons

© =T U{(e) = ¥(d) : ¥ € €} U{p(c), ~p(d)}.

Si @ est finiment satisfaisable, on peut trouver un modele 9t de @ entier,
dans lequel ¢™ et d™ satisfont les mémes formules de &, mais pas les mémes
formules, en contradiction avec nos hypotheses. Donc il y a une partie finie

ToU{v(¢) < y(d) i < n}U{p(¢), ~¢(d)} quin’a pas de modele, ou Ty C T'.
Par conséquent, dans chaque modele 9 = T la formule ¢ est équivalente a
une des 22" combinaisons booléennes des {1; : i < n}.

Si 9 et N sont deux modeles de T' qui satisfont les mémes énoncés dans
¢, ils sont élémentairement équivalents par hypothese (appliquée aux uples
vides) ; en particulier ¢ est équivalente dans 9t a la méme combinaison
booléenne des 1; que dans . Par compacité, un nombre fini d’énoncés dans
¢ vrais dans 91 suffit a impliquer, modulo 7', que ¢ est équivalente a une
combinaison booléenne tgy particuliere ; soit ogy leur conjonction.

Comme il y a au plus |£]| + w énoncés dans &, par compacité il y en a un
nombre fini ooy, ..., o9, tels que tout modele en satisfait un. On obtient
que () est équivalent modulo T" & \/; ;. [Jm (Z) A ooy |. m

Théoreme 6.4 Une théorie T élimine les quanteurs si pour tous modéles
M et N de T deuz uples m € M et n € N qui satisfont les mémes formules
atomiques satisfont les mémes formules de la forme Jxp(x, ), ot ¢ est sans
quanteur.

DEMONSTRATION: Soient 9 et M eux modeles de T et m € M et i €
N deux uples qui satisfont les mémes formules atomiques. On trouve des
extensions élémentaires w-saturées My = M et Ny = . 1l suffit de voir
que la famille d’isomorphismes partiels de 9y dans D1y de domaine fini est
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karpienne : puisque m — n est un tel isomorphisme, il sera élémentaire par
le lemme 4.6. On peut alors appliquer la proposition 6.3.

Soit donc ¢ un isomorphisme partiel de 9t dans D qui envoie m’ a n’. 1l
nous suffit de trouver pour chaque my € M un ng € N, et vice versa, tel que
m'mgy — 'ngy est un isomorphisme partiel.

Par symétrie il suffit de considérer my € M ; soit ®(m',z) 'ensemble
des formules sans quanteurs satisfaites par mgy dans 99t. Pour chaque sous-
ensemble ®q(m/, x) fini de ® on a M = Jz A\ $o(m/, x) ; par hypothese N |=
dx A\ ©o(7, ), et par w-saturation on trouve ng € N tel que N = ®(7/,ng). m

L’élimination des quanteurs a une conséquence bien importante.

Définition 6.5 Une théorie T est modele-complete si toute inclusion de
modeles de T" est élémentaire.

Proposition 6.6 Une théorie qui élimine les quanteurs est modele-complete.

DEMONSTRATION: Soient 91 et 9 des modeles de T avec M C N, et (m)
un énoncé a parametres dans M. Alors ¢(Z) est équivalent dans tout modele
de T & une formule () sans quanteurs, et

M= p(m) & M=(m) < NEPm) < N pm). =

Exemple 6.7 La L,,,-théorie de R est modele-complete, mais n’élimine pas
les quanteurs : Jyy? = x n’est pas équivalente & une formule sans quanteurs.
On verra dans le chapitre suivant que R élimine les quanteurs si on ajoute
I'ordre au langage.

Théoreme 6.8 Une théorie est modeéle-compléte si et seulement si toute for-
mule est équivalente modulo T a une formule existentielle.

DEMONSTRATION: Si toute formule est équivalente & une formule existen-
tielle, considérons deux modeles M C N, et une formule ¢(m) vraie dans M.
Elle est équivalente a une formule 3z ¢)(Z,m), et on trouve n € M tels que
M = (n,m). Donc N = (7, m), et N | 3z (T, m), dout M = p(m). On
a bien 99T < MN.

Réciproquement, supposons que T soit modele-complete, et considérons
deux modeles M et N de T, ainsi que deux uples m € M et n € N. Supposons
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que les formules existentielles satisfaites par m dans 91 forment un sous-
ensemble des formules existentielles satisfaites par n dans 9. Soient {c,, :
m € M} des nouvelles constantes, et considérons

O =ThM, N)U{e(Cmys---sCmy, 1) s M= @(ma, ..., mi,m), ¢ atomique}.

Chaque sous-ensemble fini ®y(¢, ) de ® est interpretable dans M, comme
M = Iz \ Po(z, m) implique que N |= 3z A\ Po(Z, 7). Donc il y a un modele
N de ®, extension élémentaire de N, qui contient une copie de M, 1’ensemble
M = {c : m € M}, comme sous-structure ; notons que 1'uple correspon-
dant & m est n. Par modele-complétude 9 < M. Pour chaque formule on
a

M p(m) & M = pn) &N | phn) e NE phn).

Donc m et n satisfont les mémes formules. Par la proposition 6.3 chaque for-
mule est équivalente a une combinaison booléenne de formules existentielles.

I1 nous reste de voir qu'une formule universelle ¢(Z) est équivalente a une
formule existentielle. Soit ®(Z) la collection des formules existentielles en
qui impliquent ¢(z) modulo T, et

U(7) = {-~9(7) : (7) € 2(7)}.

Soient ¢ des nouvelles constantes, et supposons que

Tuv(e)u{p(©)}

aun modele M. SiPy(z) est la collection des formules existentielles satisfaites
par &™ alors T'U®q(d) U{—p(d)} n’a pas de modele (¢ et d doivent satisfaire
les mémes formules par la premiere partie de la preuve), et il y a une partie
finie ®)(d) U {—¢(d)} qui est inconsistante avec T. Mais ca signifie que
P(z) = N\ Py(Z) implique ¢(Z) modulo T. Donc ¢(z) € &(z), et M =
—1)(¢), en contradiction avec M = O ().
Il y a donc une partie finie ¥y(z) de ¥(z) telle que T"U Vy(Z) U {p(Z)}
est inconsistant. Donc A ¥ (Z) implique —¢(Z) modulo T, et ¢(Z) implique

= \{e(@) : ~(z) € Wo(2)}

modulo 7. Comme (Z) implique 90(3_:) modulo T pour toute ¥ (z) € ®(z),
la formule ¢(Z) est équivalente a ¢y(Z).
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Exemple 6.9 La théorie ACF des corps algébriquement clos élimine les
quanteurs.

DEMONSTRATION: Rappelons que ACF est consiste de la théorie des corps,
ainsi que pour chaque n < w de ’énonce

Yyp ... Yy, oz + 2" 4 4y, = 0.

Soient K et L deux corps algébriquement clos, et @ € K et b € L deux
uples qui satisfont les mémes formules atomiques. Alors @ et b engendrent
des sous-corps A et B isomorphes. Considérons une formule ¢(x,y) sans
quanteurs ; ¢’est une disjonction finie de formules de la forme A,.; fi(z,7) =
0A /\jeJ gj(x,y) # 0, ou les f; et g; sont des polynomes a coefficients dans
Z. Comme tous les g; sont différents de 0 si et seulement si ] i1 9i # 0, on
peut supposer |J| < 1.

Si A, fi(z,a) = 0 définit un ensemble fini dans K (éventuellement vide), il
est contenu dans la cloture algébrique A de A, ainsi que toutes les solutions de
@(x,a). De l'autre coté, si A, f;(z,a) = 0 définit un ensemble infini dans K
(ce sont donc des équations polynomiales triviales), c’est K entier, et ¢(z, a)
définit un ensemble co-fini. La cloture algébrique étant infinie, ¢(x, @) a une
solution dans A.

Dans les deux cas, ¢(x,a) a une solution dans K si et seulement si ¢(z, a)
a une solution dans A. De méme, ¢(z,b) aune solution dans L si et seulement
s'il a une solution dans B. Or, l'isomorphie de A et B implique I'isomorphie
de leurs cl6tures algébriques ; on voit que ¢(x, @) a une solution dans A (c’est-
a-dire dans K) si et seulement si (z,b) a une solution dans B (c’est-a-dire
dans L). Donc a et b satisfont les mémes énoncés de la forme 3z (z,§) ; par

le théoreme 6.4 ACF élimine les quanteurs. m

La modele-complétude nous donne par un court raisonnement algébrique le
fameux théoreme des zéros de Hilbert.

Proposition 6.10 Si K est un corps algébriquement clos, alors tout systeme
fini p(z) d’équations et d’inéquations a coefficients dans K qui a une solution
dans un corps L extension de K a déja une solution dans K lui-méme.

DEMONSTRATION:  Soit [~/~la cloture algébrique de L. Alors ¢(Z) a une
solution dans L ; car K = L par modele-complétude, K = 37 (7). =
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Théoreme 6.11 NULLSTELLENSATZ Soit K un corps algébriquement clos,
et f1(Z),..., fm(T),q9(Z) des polynémes sur K. Si tout zéro commun de
fis-- oy fm est aussi un zéro de g, alors il y a k € N tel que g* est dans
l’idéal engendré par fi,..., fm.

DEMONSTRATION: On met fo(Z,2) = 1 — g(Z)z, et on considere I'idéal T
dans K[z, z] engendré par fo, f1,..., fm-

Supposons que I < K|z, z]. Alors I est contenu dans un idéal propre
maximal M, et K[Z,zz]/M est un corps L. Car M ne peut contenir au-
cun élément invertible de I'anneau, K s’injecte canoniquement dans L par
a+— a+ M ; ceci induit une injection o : K[X, Z] — L[X, Z] des anneaux
polynéomiaux en X Z.

On voit facilement que les polynomes fo(X, Z), ..., fn(X, Z) ont un zéro
commun (xg+ M, ..., x, + M,z + M), car

fileo+M,....;¢x, + M, z+ M) = fi(xo,...,x4,2) + M € M.

Donc fy,..., f,n ont un zéro commun dans K, qui est impossible, car tout
zéro commun Ty de fi,..., f,, annule g, d’ou fo(Zo, 2) = 1.

Alors I = K|z, z], et il y a des polynomes p;(z, z) € K[z, z] pour i < m
tels que Y ;" pi fi = 1 ; en mettant z = 1/¢(Z) et en multipliant par une large
puissance g¢ de g, on obtient polynomes p;(z) = g%(2)p:i(7,1/9(z)) € K|[Z]

tels que
m

g'(@) =) _m@fi(z). =

i=1
Proposition 6.12 1. La théorie ACF, d’un corps algébriqguement clos de
caractéristique donné p est complete : tout énoncé ¢ sans parameétres
est soit vrair dans tout corps algébriquement clos de caractéristique p,
soit faur dans tout corps algébriquement clos de caractéristique p. De
meme pour les énoncés a parametres a, pourvu que les corps contien-

nent le corps engendré par a.

2. Soit p un énoncé sans parameétres. Alors ¢ est vrai dans tout corps
algébriquement clos de caractéristique nulle si et seulement si ¢ est
vrai dans tout corps algébriquement clos de caractéristique p > 0, pour
tout p premier sauf un nombre fini.

DEMONSTRATION:
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1. La premiere partie découle de la deuxieme, car tout corps de car-
actéristique donnée contient le sous-corps engendré par 0 et 1 (le corps
premier). Soit donc ¢(a) un énoncé a parametres a, et K et L deux
corps algébriquement clos contenant le corps A engendré par a. Alors
a satisfait les mémes formules sans quanteurs dans K, dans A et dans
L, et donc les mémes formules ; en particulier K = p(a) < L = ¢(a).

2. Pour un énoncé ¢ considérons ® = ACF, U {p}. Sl y a des corps
algébriquement clos de caractéristique arbitrairement grande qui satis-
font ¢, alors chaque partie finie de ® a un modele, comme elle ne peut
contenir quun nombre fini d’axiomes de la forme 1+---+1 # 0. Donc
® a un modele, un corps algébriquement clos de caractéristique 0 qui
satisfait ¢, et ¢ est vrai dans chaque tel corps.

Pour la réciproque on considerera —¢. m

En particulier, tout énoncé est soit vrai en toute caractéristique sauf un
nombre fini, soit faux en toute caractéristique sauf un nombre fini.

Exemple 6.13 La L, U{<}-théorie RCF des corps réels clos consiste de :
1. La théorie des corps.
2. < est un ordre total qui satisfait

(a) siz <y,alorsz+2<y+z;
(b) siz <yetz>0,alors xz <yz;
(c) stz <yetz<0,alors zz > yz.

3. Si f(x) € Klz] et a < b sont tels que f(a)f(b) < 0, alors il y a
x € [a,b] avec f(z) = 0. (Ceci se dit par un énoncé pour chaque degré
du polynéme f.)

Les énoncés 1. et 2. axiomatisent la théorie des corps ordonnés ; on va voir
que chaque corps ordonné se plonge dans un corps réel clos. Un corps ordonné
est nécessairement de caractéristique 0 ; comme a < “T“’ < b pour a < b,
I'ordre est dense et sans extrémité, car x — 1 < = < x 4+ 1. Pour chaque
a # 0 soit a > 0, soit —a > 0 ; on dénote par |a| celui qui est positif. On
peut montrer que a est positif si et seulement si a=* l'est, et que I'inégalité
du triangle |a + b| < |a| 4 |b] est satisfaite.
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Remarque 6.14 On peut remplacer 'ordre total de la condition 2. par un
prédicat unaire > 0 tel que

2'. (a) ona —1 #0, et pour tout x, soit x > 0, soit —x >0 ;
(b) siz>0ety>0,alorsz+y>0etzy>0.

Ensuite on définit un ordre total x > y si et seulement si x — y > 0.

Remarque 6.15 (R,0,1,+, —, -, <) est un corps réel clos ; notons qu’il n’est
pas w-saturé : Pensemble {z > n : n € N} est finiment réalisable dans R,
mais n’a pas de réalisation dans R.

Lemme 6.16 Chaque corps ordonné K se plonge dans un corps L réel clos
algébrique sur K.

DEMONSTRATION: Par le lemme de Zorn, K a une extension L (de corps
ordonné) maximal algébrique ; L est un sous-corps de la cloture algébrique
Kde K (qui n’est pas ordonnée, car —1 y est un carré). Supposons que a < b
et f(z) € L[z] est de degré minimal tel que f(a) > 0> f(b), mais f n’a pas
de zéro dans (a, b) ; notons que f est nécessairement irréductible. Soit

A={ce L:3x € (a,b) [c<zA f(x)>0]}.

Notons que A n’a pas d’élément maximal : si f(c¢) > 0,y ae > 0 (qui se
calcule en fonction de f(c) et des coefficients de f) tel que f est positif sur
(c—¢€,c+e€); de méme B := L — A n’a pas d’élément minimal.

Soit o une racine de f dans K. Alors L(a) = Llz]/(f(z)) ; chaque
élément dans L(a) a un (et un seul) représentant g qui est un polynome
de degré strictement inférieur a deg(f). Si g # 0, comme g(z) n’a qu'un
nombre fini de zéros, et donc qu'un nombre fini de changements de signe par
minimalité du degré de f, il y a un segment final de A et un segment initial de
B tel que g(z) y est positif (et on dira que g > 0) ou négatif (et g < 0). Il est
évident que soit g > 0, soit —g > 0, et que la somme de deux représentants
positifs est positif. Quant au produit, on peut écrire ¢, - gs = g3+ f + g4, ol gy
est le représentant du produit g; - g, de degré strictement inférieur a deg(f) ;
comme gs est également de degré strictement inférieur a deg(f), il y a un
segment finial Ag de A et un segment initial By de B tels que les polynomes
J1, 92, g3, ga ont signe constant sur Ag U By. Si g; et go sont positifs, comme
f change signe sur AgBy et gs(x)- f(z) est donc negatif pour un = € AgU By,
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il est impossible que g4 soit négatif. Ceci montre que nous venons de définir
un ordre qui étend l'ordre de K, et qui place v (qui est représenté par x)
dans la coupure déterminée par A.

Comme c¢a contredit la maximalité de L, le lemme est montré. m

On appelle un tel corps L une cloture réelle, notons qu’elle n’a pas d’éléments
infinitésimaux (ni infiniment grands), puisqu’un tel élément ne peut pas an-
nuler un polynome sur K. En général, un corps K a beaucoup de clotures
réelles dans sa cloture algébrique. Si L* en est une, pour un a € L* — K de
degré minimal soit f son polynéme minimal. Soit ¢ € K[X] un polynome
de degré minimal tel que g a un zéro dans la coupure déterminée par o dans
une cloture réelle. Alors g n'y a pas de deuxieme zéro (sinon ¢’ y en aurait
un), et il existent a < o < b dans K tel que g change signe dans (a,b), et
son seul zéro dans (a,b) est dans la méme coupure que o. Donc ¢ a un zéro
dans cette coupure qui est dans L* — K; par minimalité g et f ont méme
degré, et f aussi change signe dans un interval de K autour de a. L’ordre
sur K («) est completement déterminé par la coupure {a € K : a < a} et le
polynoéme minimal f de o : En fait, si g(z) € K[z] avec deg(g) < deg(f) est
positif dans un interval de K autour de «, alors g(«) > 0 (sinon g ou une de
ses dérivées aurait un zéro dans la coupure déterminée par «, en contradic-
tion avec la minimalité du degré de f). De méme, si g(x) < 0 autour de «,
alors g(a) < 0. On voit donc que toute cloture réelle s’obtient par une suite
(possiblement transfinie) d’adjonctions de tels éléments.

Corollaire 6.17 Soit 0 : K1 — Ky un isomorphisme de corps ordonnés, et
L; une cloture réelle de K; pouri = 1,2. Alors o s’étend en un isomorphisme
de L1 a LQ.

DEMONSTRATION: Pour chaque polyndme f(z) € K;[x] qui change de signe
n fois dans (a, b) le polynéme o ( f)(x) change de signe n fois dans (o(a), (b)) ;
comme Lo est réel clos, pour un zéro o de f dans L; on trouve un zéro
o de o(f) dans Ly avec o({a € K; : a < a}) = {b € Ky : b < o'}
Cette application s’étend en un isomorphisme de corps ordonnés Kj(«) et
Ks(a/). Réciproquement, pour tout o/ € Ls on trouve oy € L; tel que
o se prolonge en un isomorphisme de Ki(a) a Ky(a'). Par va-et-vient, on
construit itérativement un isomorphisme de L; a Ly prolongeant . m

Théoreme 6.18 La théorie des corps réel clos est compléte et élimine les
quanteurs.
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DEMONSTRATION: Soient K et K, deux cors réel clos (qu’on peut supposer
w-saturés), et a € K et b € K, deux uples qui satisfont les mémes formules
atomiques. Alors les sous-corps A et B engendrés par a et b sont isomorphes.
Notons que les clotures algébriques relatives ANK; et BN K, sont réel clos,
et donc isomorphes. Alors, si ag € K est algébrique sur A, on trouve by € K,
tel que aag et bby engendrent des corps ordonnés isomorphes : les deux uples
satisfont les mémes formules atomiques.

Si ap € K est transcendant sur A, alors A(ag) est isomorphe au corps
des fonctions rationelles A(x), et 'ordre est déterminé par la coupure {a €
A :a < ag}. Par w-saturation on trouve by € K, transcendant sur B, tel
que by réalise la coupure correspondante a celle de aj. (Cet ensemble est
finiment consistant, comme 'ordre est dense sans extremité, et la condition
pour mn implique celle pour n). Puisque la somme de deux coupures est
une coupure, et le produit d'une coupure par un élément du corps est une
coupure, la donnée des coupures de toutes les puissances d’un élément tran-
scendant determine I'ordre sur I’anneau, et donc aussi le corps, engendré. Par
conséquent, A(ag) et B(by) sont isomorphes comme corps ordonnés, c’est-a-
dire aag et bb, satisfont les mémes formules atomiques.

Par le théoreme 6.4, RCF élimine les quanteurs. C’est une théorie complete
car RNQ, la cloture réelle des rationnels, s'injecte élémentairement dans tout
modele. m

Exercice 6.19 Montrer qu’un corps ordonné est dense dans sa cloture réelle.
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Chapitre 7

Indiscernables et stabilité

Définition 7.1 Soit 9 une structure, A C M, et (a; : i € I) une suite
d’uples de méme longueur dans M, ou [ est un ensemble d’indices ordonné
infini. La suite est indiscernable sur A si pour chaque n < w et tout i; <
s <y et gy <o < jponatp(a,...,a,/A) =tpla,,...,a;,/A).

Remarque 7.2 Soit (a; : ¢ € I) une suite indiscernable sur A dans une
structure 9. Alors par compacité pour tout ensemble ordonné J infini il y a
91 = 9N et une suite indiscernable (@} : j € J) C N sur A dont les sous-suites
finis ont méme type sur A que les sous-suites finis de (a; : i € I).

Pour construire des suites indiscernables, on a besoin d’un théoreme combi-
natoire :

Théoréme 7.3 THEOREME DE RAMSEY Soit X un ensemble infini dont les
parties de taille n sont colorés en k couleurs. Alors il y a un sous-ensemble
Y C X infini monochrome.

DEMONSTRATION: Par récurrence sur n, I’énoncé étant évident si n = 1.
Considérons donc une coloration des (n + 1)-parties de X ; fixant xy € X on
obtient par hypothese de récurrence un sous-ensemble infini Xo C X'\ {zo} et
une couleur ky < k tel que pour tout n-uple  de X, 'ensemble z¢Z porte la
couleur ky. Récursivement on obtient une suite X = X_; 2 Xy D X; D ---
de sous-ensembles infinis, des éléments x; € X;_ 1 \ X;, et des couleurs k;,
tels que pour chaque n-partie * dans X; I'ensemble xZz porte la couleur k;.
Comme il n’y a qu'un nombre fini de couleurs, il y a un sous-ensemble infini
I C w et une couleur £’ tels que k; = k' pour tout i € I. Alors ’ensemble
Y = {x; : i € I} sera monochrome. =
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Remarque 7.4 Par compacité pour tout k,m,n < w il y a un entier
R(k,m,n) tel que pour toute coloriage des parties de taille n d’'un ensemble
de cardinal R(k,m,n) avec k couleurs il y a un sous-ensemble monochrome
de taille m.

Théoréeme 7.5 Soit M une structure, A C M, et (a; : i < w) une suite in-
finie d’uples de méme longueur dans M. Alors il y a une extension élémentaire
M = M et une suite indiscernable (a; : i < w) sur A dans N, telles que toute
L(A)-formule ¢(z; : i < n) satisfaite par (al,...,al) est satisfaite par une
n-sous-suite de (a; 1 i < w).

DEMONSTRATION: Pour toute suite finie de £(A)-formules A = {¢;(Z1, ..., Zx) :
i < k} le théoreme de Ramsey nous donne un sous-ensemble infini X5 C w
tel que soit M = ¢i(aj,,...,a;,) pour tous j; < --- < j, dans Xa, soit
M = —pi(ay,, ..., a;,) pour tous j; < --- < j, dans Xa, comme satisfaction
de ces formules nous donne une 2*-coloration des n-uples dans (a; : i < w).
Donc, si (¢; : i < w) sont des nouvelles constantes,

Th, M) U | {e@,.....6,) < @@, ....¢,) ¢ € LA}

i1 <<y
J1<<gn

U {(,0(61,...,6”)- 9065(/1)’93?):<p(ai1,...,ain)}

" pour tout iy < - < iy, <w

est finiment réalisable dans M, et a un modele N, extension élémentaire de
9 ; on prend @, = &' pour i < w. W

En fait, si la suite initiale est plus longe, on peut faire mieux.

Fait 7.6 Soit M une structure, A C M, et (a; : 1 < :1(2m)+) une suite dans
M. Alors il y a une extension élémentaire N = M et une suite indiscernable
(@i : 1 <w) sur A dans M, telles que pour tout n < w le type des n-uples de

)

(@; : i < w) est satisfait par un n-uplet dans (@; : i < Jgriy+).

Théoreme 7.7 Soit T une L-théorie dénombrable avec un modeéle infini.
Alors pour chaque cardinal X infini il y a un modele M de T de cardinal A
qui ne réalise que |A| types sur chaque ensemble infini A C M.

DEMONSTRATION: On va raisonner dans Lgpeiem. S0it 91 un modele dénom-
brable de Tsioem. Par le théoreme 7.5 on trouve une extension élémentaire
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M de DM qui contient une suite indiscernable (a; : i < ) avec ag # a; (on
l'obtient & partir de n’importe quel énumération de N). Soit M la sous-
structure de 9 engendrée par (a; : i < A); par le lemme 2.23 elle est incluse
élémentairement dans DV pour le langage L original.

Soit A C M infini, et a € M; on doit calculer le nombre de possibilités
pour tp(a/A). Mais A est engendré par une partie (a; : i € I) de la suite
indiscernable, de cardinal |I| = |AJ; il suffira donc de compter les types sur
(a; : 1 € I) réalisés dans 9. Chaque a € a est engendré par un nombre
fini d’éléments dans la suite indiscernable; le type sur (a; : ¢ € I) d’un uple
a’ € (a; : i < ) qui engendre a, ainsi que tp(a/a’), déterminera tp(a/a; : i €
I). Comme a est engendré a partir de a’ par les fonctions et les fonctions
de Skolem, il n’y a qu'un nombre dénombrable de possibilités. Il suffit donc
de compter le possibilités pour tp(a'/a; : i € I) ; comme (a; : i < A)
est indiscernable, ce type est déterminé par les coupures des o' € @’ dans
(a; : i € I). Comme il n’y a que |I| coupures (la coupure d'un o’ ¢ (a; : i € I)
est déterminée par le plus petit élément au dessus, s’il y en a), il n’y a que
1] = |A] types.

Tout ceci est vrai pour les types au sens de Lgioem, €t a fortiori pour les
L-types. m

Corollaire 7.8 SoitT une théorie dénombrable catégorique en A non-dénom-
brable. Alors S(IM) est dénombrable pour chaque modéle dénombrable de T .

DEMONSTRATION: Sinon, on trouve 9 = T dénombrable, et 91 > M de
cardinal A\ qui réalise un nombre non-dénombrable de types sur 9. Mais
par catégoricité O est isomorphe au modéle donné par le théoreme 7.7, une
contradiction. m

Définition 7.9 Une théorie T est A-stable si |S(9M)| = A pour tout modele
M |= T de cardinal A > |T'|. Une théorie T est stable si elle est A-stable pour
un A > |T'|. Une structure est (A-) stable si sa théorie l'est.

Exemple 7.10 1. Un ordre total infini est instable.

2. Un groupe abélien A est stable; il est w-stable si et seulement si A est la
somme directe d'un groupe divisible avec un groupe d’exposant borné.

3. Un corps algébriquement clos est w-stable, et méme catégorique en tout
cardinal non-dénombrable.
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Le corollaire 7.8 affirme qu'une théorie catégorique en A\ non-dénombrable
est w-stable.

Remarque 7.11 En fait, la démonstration montre qu'une théorie catégorique
en \ est x-stable pour tout k£ < A infini.

Enfin, on peut lier la stabilité aux suites indiscernables.

Définition 7.12 Soit 9t une structure, A C M et {a; : ¢ € I} un ensemble
d’uples de méme longueur dans M. L’ensemble est indiscernable sur A si
pour chaque n < w et tout 4y,...,%4, et j1,...,J, distincts dans I on a

Définition 7.13 Une formule ¢(Z,y) a la propriété d’ordre par rapport a
une théorie 7" s’il y a un modele M = T et des uples (a;,b; : i < w) dans M
tels que M = ¢(a;, b;) < i < j. Une théorie T" a la propriété d’ordre s’il y a

une formule qui I’a par rapport a 7.
Théoreme 7.14 Une théorie stable n’a pas la propriété d’ordre.

DEMONSTRATION: Soit ¢(Z, %) une formule avec la propriété d’ordre par
rapport a 7. Pour un cardinal A > |T'| soit I un ordre total de cardinal
A avec 2 coupures. Par compacité (et Lowenheim-Skolem descendant) on
trouve un modele M = T de cardinal A et des uples (a;,b; : i € I) tels que
M = ¢(a;, b;) < i < j. Alors chaque segment initial J de I donne lieu a un

type partiel
{(ai, §) A =p(@,b;) 2 i € T} U{~p(ai, §) Ap(z,b;) 1i € T}

Ces types partiels sont deux-a-deux contradictoires et se completent en 2*
types sur N, en contradiction avec la stabilité. m

Corollaire 7.15 Une suite indiscernable dans une structure stable 9N est un
ensemble indiscernable.

DEMONSTRATION: Sinon, on trouve un ensemble A C M, une suite indis-
cernable (a; : i < w) sur A dans M, et une formule ¢ tels que

M = p(ao, ..., 01,8 i1, Gita, - - -, 0p), MAIs

m IZ _\QO(EL(), R ,di_l, &i+1, di, &i+2, Ce ,&n).
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On prolonge la suite en une suite indexée par w'w'w, et prend ay, ..., a1
dans la premiere et a;9, .. ., a, dans la troisieme copie de w. Alors la formule

QD((L(), e 7ai—l7 .’E, g, a‘i+27 Ce ,Cln)
a la propriété d’ordre, en contradiction avec la stabilité. m

Remarque 7.16 La réciproque est aussi vrai : Une théorie est stable si et
seulement si toute suite indiscernable est un ensemble indiscernable, si et
seulement si elle n’a pas la propriété d’ordre.

Théoréme 7.17 Soit M stable. Alors pour toute formule o(Z,y) il y a
un n, < w tel que pour toute suite infinie indiscernable {a; : 1 € I} et
tout m € M, soit M = p(a;,m) pour tout i € I sauf au plus n,, soit
M = —p(a;, m) pour tout i € I sauf au plus n.,.

DEMONSTRATION: Sinon, par compacité on trouve 91 = 91, une suite infinie
indiscernable {a; : i € I} et my € N tel que J = {i € I : M E ¢(a;, mo)}
est infini et co-infini. Par indiscernabilité de l'ensemble {a; : i € I} et
compacité on peut supposer que I = Z et J = N ; encore par indiscernabilité
pour tout z € Z on trouve m, (dans une extension élémentaire M) tel que
N | ¢(a;,m,) < i >z Donc ¢ ala propriété d’ordre et T' n’est pas stable
par le théoreme 7.14. m
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Chapitre 8

Indépendance et simplicité

Dans ce chapitre nous allons travailler dans une grande structure 9 saturée
appelé modéle monstre, et tous les modeles qu’on considerera en seront des
sous-structures élémentaires de cardinal strictement inférieur. De méme, tous
les ensembles de parametres seront de cardinal strictement inférieur. Ceci ne
restreint pas la généralité des arguments, mais nous évite de passer a des
extensions élémentaires. On écrira A =5 A’ pour (I, AB) = (M, A’'B), ou
encore tp(A/B) = tp(A’/B) ; notons que par saturation ga signifie qu’il y a
un automorphisme de 9T qui fixe B et envoie A sur A'.

Définition 8.1 Une relation ternaire X' | Y entre sous-ensembles (du modele
monstre) est une relation d’indépendance si elle satisfait les axiomes suiv-
antes :

(invariance) Si A | , B et ABC = A'B'C’, alors A" |, B'.
(anti-reflexivité) Si A | , A alors A C acl(B).
(monotonicité) Si A | ,Bet ACA, B'C B, alors A" | B
(monotonicité de base) Si D CC C Bet A \LD B, alors A J/C B.
(normalité

Si A B, alors AC |, B.

(extension

)
)
)

(transitivité) Si D C C' C B, alors B | Aet C | A implique B | A
)
) SiA | BetB' 2B alorsily aA'=pc Aavec A’ | B
)

(caractere fini) Si Ag J/C By pour tout Ag C A et By C B fini, alors A J/C B.
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(caractere local) Pour tout A il y a un cardinal x(A) tel que pour tout Bily a C C B
de cardinalité |C| < k(A) avec A | B.

Exemple 8.2 Indépendance linéaire dans un espace vectoriel et indépendance
algébrique dans un corps sont des relations d’indépendance.

Lemme 8.3 Soit | wune relation d’indépendance.
1. (normalité a droite) S A |, B, alors A |, BC.
2. 5B |, ,AeC | A, alors BC | JA.
8. 85iA | ,BCetB | O, alrs AB | C.

DEMONSTRATION:

1. Si A LCB, par extension il y a A" =g¢ A tel que A’ J/CBC. Alors
A |, BC par invariance.

2. Ona BCD |, Aet CD | A par normalité, donc BCD | A par
transitivité, et BC' | A par monotonicité.

3. Ona A LD BCD par normalité a droite, donc A \LBD BC'D par mono-
tonicité de base, et A J/BD C' par monotonicité. Avec B J/D C, la
transitivité implique AB | ,C. =

Définition 8.4 Soit | une relation d’indépendance, p un type sur B O C,
et I un ordre total infini. Une suite de Morley en p de type I sur C est
une suite (a; : ¢ € I) de réalisations de p indiscernable sur B telle que
(@; 11 <n) \LC a, pour tout n € I. Une suite de Morley en p est une suite
de Morley en p de type w sur B.

Remarque 8.5 Si (a; : ¢ € I) est indiscernable sur BC' et contient une sous-
suite de Morley en p € S(B) sur C, alors par caractere fini et indiscernabilité
la suite entere est une suite de Morley en p sur C.

Proposition 8.6 Soit | wune relation d’indépendance et a | . B. Alors il
existe une suite de Morley en tp(a/BC) sur C.
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DEMONSTRATION: Soit Gy = @. Par récursion et extension on construit une
suite (@; : i < Jgimi)+) de réalisations de tp(a/BC) telle que a; | ,(a; @ j < i)
pour tout i < w. Par le fait 7.6 et la remarque 7.2 il y a une suite (a; : i < 0)
indiscernable sur BC telle que pour tout n < w le type de ses n-uplets est
réalisé par un n-uplet dans (a@; : i < Jyiry+). Alors a; = tp(a/BC) pour tout
i < 0. Par caractere fini, invariance et monotonicité, a; | . (aj, : i >k > j)
pour tout j < < 0. Le lemme 8.3.3 donne (a; : i >n) |, @, récursivement
pour tout n < 0. La suite (a’; : i < w) est la suite de Morley sur C

—i
recherché. m

Théoréme 8.7 Soit | une relation d’indépendance, et A | B. Alors
B |, A (symétrie).

DEMONSTRATION: Par la proposition 8.6 et remarques 7.2 et 8.5 il y a
une suite de Morley (A; : ¢ < k(B)") en tp(A/BC) sur C. Le caractere
local nous donne D C C U ;. py+ Ai de cardinal |C] < k(B) tel que
B L, CUUicupy+ 4ir Alorsily aa < (B)* tel que D C CUU,_, 4 ;
par monotonicité et monotonicité de base B | CUU. A Aa.

i<a “7

Comme (4; : i < a) | ,Aq, le lemme 8.3.2 et monotonicité donne
B | o Aq. Puisque A =p¢ A,, la symétrie en découle. m

Définition 8.8 Une formule o(z,b) divise sur C' s'il y a une suite indiscern-
able (b; : i < w) en tp(b/C) telle que {p(Z,b;) : i < w} est inconsistant.
La formule devie sur C' si elle implique une disjonction finie de formules qui
divisent sur C.

Un type tp(A/BC) divise (devie) sur C' s’il contient une formule qui le fait.

Proposition 8.9 Si tp(A/BC) ne divise pas sur C et (B; : i € I) est une
suite C-indiscernable en tp(B/C') alors il y a A" tel que A’B; =¢ AB pour
toput v € I.

DEMONSTRATION: Soit ®(X, B) = tp(A/BC). Puisque aucune formule
dans tp(A/BC) ne divise sur C, I'ensemble | J,.; ®(X, B;) est consistant, et
réalisé par un A’. m

Théoréme 8.10 La relation A |, B sitp(A/BC) ne devie pas sur C sat-
isfait tous les axiomes d’une relation d’indépendance, sauf eventuellement
caractere local.
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DEMONSTRATION: Invariance, anti-relexivité, monotonicité, monotonicité
de base, normalité et caractére fini sont évidents. Pour 'extension, si A | , B
et B" O B, soit ® la collection de formules avec parametres dans B’ qui
devient sur C. Si tp(A/BC) = \/ ®, alors par compacite il y a une partie
finie &y C @ telle que tp(A/BC) | \/ ®g. Mais \/ &y implique lui-méme une
disjonction finie de formules qui divisent sur C', et cette disjonction est aussi
conséquence de tp(A/BC'), une contradiction. Donc tp(A/BC)U{—p: ¢ €
®} est consistant ; une réalisation A’ satisfait A’ =pc A et A" | . B

Pour la transitivité, supposons que B [} DA. Soit A” D A tel que
tp(B/DA) implique une disjonction finie de formules avec parametres dans
A’ qui divisent sur D. Puisque extension est satisfaite, on trouve d’abord
C" =pa C avec C”J/DA, et ensuite B'C' =p4 BC avec B’J/C, A’. En
bref, on peut supposer que tp(B/DA) divise sur D. Soit (4; : i < w) une
suite indiscernable sur D en tp(A/D). Comme C' | A, la proposition 8.9
nous donne un C’ =p C tel que C'A; =p CA pour tout i < w. Par le
théoreme 7.5 il y a une suite (A} : i < w) indiscernable sur C” telle que ses
n-uplets ne réalisent que des formules sur C’ réalisées par des n-uplets de
(A; i <w). Puisque B |, A, par invariance et la proposition 8.9 on trouve
B'C’" = BC tel que B'C'A, = BCA pour tout ¢ < w. Donc pour toute
formule (X, D, A) € tp(B/DA) et tout n <w ona B = A,_, (X, D, A}).
Ainsi = 3X A,_, ¢(X, D, A}), et donc = 3IX A,_, (X, D, A4;). Comme ¢
et la suite (A4; : 1 < w) étaient arbitraire, tp(B/DA) de divise pas sur D, une
contradiction. m

Définition 8.11 Une structure est simple si la non-deviation satisfait au
caractere local (dans une extension élémentaire monstre). Une théorie est
simple si tous ses modeles le sont.

Définition 8.12 Soit ¢(Z,y) une formule et k < w. Le rang D(., o, k) est
défini récursivement sur les types partiels (& parametres dans M) par

o D(m(Z),p,k) > 0sim(Z) est consistant.

e D(n(7),p,k) >n+ 157y aune suite (b; : i <w) telle que D(7(7) A
©(Z,b;), 0, k) > n pour tout i < w, et {p(Z,b;) : i < w} est k-
inconsistant (toute sous-collection de k formules est inconsistante).

On note D(a/B, ¢, k) pour D(tp(a/B), ¢, k).

Remarque 8.13 Soit 7(z, A) un type partiel sur A.
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1. Sim 7', alors D(m, ¢, k) < D(n', ¢, k) pour tout ¢, k.

2. Par compacité, si D(m,p, k) < n, alors il y a une partie finie 7y C 7
telle que D(my, ¢, k) < n, et il y a une formule 9 € tp(A) telle que
D(mo(z, A"), 0, k) < n pour tout A" = 1.

3. Pour tout n il y a un type partiel ©,,(X) tel que D(w(z, A"), p, k) > n
si et seulement si A = ©,,.

Exercice 8.14 On peut supposer que (b; : i < w) est indiscernable sur les
parametres de 7.

Rappel : Pour deux ensembles X et Y, I’ensemble des fonctions de X dans
Y est noté YX.

Exercice 8.15 Si D(m,p,k) > n pour tout n < w, alors pour tout ordinal
aily a des uples {b, : 7 € Ug_,w"} tels que :

e Pour 7 € w®, 'ensemble {p(Z,by5) : B < a} (les branches de 'arbre)
est consistant avec .

e Pour tout B+ 1 < a et n € W’ Pensemble {¢(7,b,) : i < w} est
k-inconsistant.

En plus, on peut supposer {b,; : i < w} indiscernable sur (b, : v < B} et
les parametres de 7.

Lemme 8.16 Soit m un type partiel sur B avec D(m, ¢, k) > n. Alors on
peut completer m en un type complet p € S(B) avec D(p, ¢, k) > n.

DEMONSTRATION: On montre par récurrence que pour toute formule 1) soit
D(m AN, @, k) > n, soit D(m A=), p, k) > n. On peut alors completer = en
rajoutant une formule (ou sa négation) aprés l'autre en préservant le rang.
Par la remarque 8.13.2 le rang est préservé aux étapes limite.

Pour n = 0, si 7 est consistant, soit m A 1), soit m A =) est consistant. Si
D(7m,¢,k) > n+1, soit (b; : i < w) une suite telle que D(7A@(Z,b;), 0, k) >n
pour tout i < w et {¢(Z,b;) : i < w} est k-inconsistant. Alors par hypothese
de récurrence pour tout i < w soit D(7 A (T, b;) A, @, k) > n, soit D(m A
0(Z,b;) AN, , k) >n. Ily al C w tel que la méme possibilité est vrai pour
tout i € I, et la suite (b; : i € I) témoigne soit que D(m A, p, k) > n + 1,
soit que D(m A =), o, k) >n+1. m
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Théoreme 8.17 Une théorie est simple si et seulement si D(.,p, k) < w

pour toute formule p et tout k < w. Dans ce cas, a J/C B si et seulement si
D(a/C, ¢, k) = D(a/BC, ¢, k).

DEMONSTRATION: S’il y a une formule p(Z,7) et un k < w telle que
D(m,p, k) = oo, soit a = sup{x(a) : |a| = |z|}* et {b, : n € Upca @’}
les uples donnés par l'exercice 8.15. Soit 7 € w® et soit a une réalisation de
{0(Z,bs15) : B < a}. Alors pour tout 8 < « l'ensemble {¢(Z, byis) 11 < w}
témoigne que tp(a/by, : v < B) divise sur {by, : v < B}, ce qui contredit le
caractere local.

Supposons maintenant D(7, ¢, k) < w pour tout 7, ¢, k. On va montrer
que D(a/BC, ¢, k) = D(a/C) si et seulement si a | ,B. Supposons donc
que D(a/BC,p, k) = D(a/C,p, k) pour tout ¢, k, mais que a J//CB. Soit
B’ 2 BC tel que tp(a/BC implique une disjonction finie \/,_, :(Z,b;) de
L(B')-formules qui k;-divisent sur C, et soit

w(jagaz) = \/ (P(fgf%) Nz = Ci,

<n

ou ¢y, ..., c,_1 sont des constantes distincts de B’. Soit k = max{k; : i < n}
et p € S(B’) une complétion de tp(a/BC) avec

D(p,v,k) = D(a/BC,¢,k) = D(a/C, v, k).

Alors ¥(7,b,c) € p, avec b= (b; : i <n) et c € {c; : i < n}, et cette formule
k-divise sur C. 1l y a donc une suite (bic’ : i < w) indiscernable sur C avec
B’ = be et telle que {4 (7,0, ¢") : i < w} est k-inconsistant. Mais cela
implique

D(p, v, k) < D(tp(a/C) A(x,b,¢), 4, k) < D(a/C,1, k) + 1,

une contradiction. Donc a |, B.

Il en découle que donné A et B on pourra choisir pour chaque partie finie
a € A, toute formule ¢ et k < w une partie finie B(a, p, k) C B telle que
D(a/B,¢,k) = D(a/B(a,¢. k), ¢, k). On pose C =, B(a ¢, k) C B
avec |C| < |L] + |A| + Xg ; puisque les rangs témoignent de la deviation,
on a bien a | , B pour tout a C A fini, donc A |, B par caractere fini, la
non-deviation satifait au caractere local, et la théorie est simple.

Réciproquement, supposons que @ | ., B. On montrera par récurrence
sur n < w que D(a/C,p, k) > n implique D(a/C, p, k) > n. C’est évident
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pour n = 0 ; soit donc D(a/C, ¢, k) > n+1. Alors il y a une suite (b; : i < w)
indiscernable sur C' telle que

D(tp(a/C) A ¢(Z,bi), 0. k) 2 n

et {o(Z,b;) : i < w} est k-inconsistant. Soit ¢ € S(Cby) une complétion de
tp(a/C) A p(Z,by) avec

D(q, ¢, k) = D(tp(a/C) A p(Z,b;), 0, k) > n;

soit @' |= g et B'a’ =¢ Ba avec B' |, bo. Donc B’ Lo a'by par transitivité
(on sait déja que la théorie est simple, et I'indépendance symétrique). Par la
proposition 8.9 il y a B” avec B"b; =¢ Bby ; soit @’ tel que B"a" =cy, B
Or, a” | iy B" et par hypothese de récurrence

D(a"/B"Cby, ¢, k) = D(@"/Cby, p, k) = D(q, 0, k) > n.
Puisque {¢(7,b;) : i < w} est k-inconsistant et b; =prc by, on a
D(a/BC,¢,k) = D(a"/B"C,¢,k) > D@ /B"Cby, 0,k) +1>n+1. =
Corollaire 8.18 Une théorie stable est simple.

DEMONSTRATION: Si D(7, ¢, k) = oo, alors par compacité il existe une suite
(b i < (2%)*) indiscernable sur les parametres de 7 telle que {p(Z,b;) : i <
(2%0)*} est k-incomsistant et D(m A o(Z,bo), ¢, k) = oo. D’apres l'exercice
8.15 ceci est témoigné par un certain arbre de hauteur w dont les 2% branches
sont toutes consistantes avec 7 A p(Z, by). Mais une réalisation d’une branche
ne peut satisfaire qu'au plus k& — 2 parmi les formules {p(z,b;) : i > 0}.
Il y adonc un i < (2%)* telle que toutes ces réalisations des branches
satisfont (7, b;). Donc D(m A —¢(Z,b;), p, k) = 0o, et par indiscernabilité
D(m A —p(Z,by), p, k) = co aussi.

On peut donc construire récursivement un arbre de hauteur w avec 7 a la
racine et des formules (Z, b) et =¢(Z, b) aux deux successeurs d'un sommet ;
par compacité on peut faire la méme chose avec un arbre de hauteur \ pour
n’importe quel cardinal A, ce qui nous donne 2* types sur les A parametres
de l'arbre. m
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Chapitre 9

Le rang de Lascar

Définition 9.1 Soit T" une théorie simple, et 9 un modele monstre. Le
rang de Lascar SU est la fonction minimale de la collections des types avec
parametres dans 9t dans la collection des ordinaux augmentée de oo (qui est
plus grand que tout ordinal) telle que

SU(p) > a+ 1 ¢’il y a une extension deviante ¢ de p avec SU(q) > a.
On note SU(a/B) pour SU(tp(a/B)).

Remarque 9.2 SU est invariant par automorphisme, SU(p) > SU(q) si
g p, et SU(p) = 0 si et seulement si p est algébrique. De plus, si Q 2 p
et SU(p) = SU(q) < oo, alors ¢ est une extension non-deviante de p. Enfin,
si SU(p) < oo et a < SU(p), alors p a une extension ¢ avec SU(q) = « par
minimalité du rang.

Définition 9.3 T est supersimple si SU(p) < oo pour tout type p (en un
nombre fini de variables). T est superstable si T est stable et supersimple.

Exercice 9.4 T est supersimple si et seulement si pour tout a fini et tout
Bilya C C B fini aveca |, B.

Lemme 9.5 Soit T' simple, et py € S(B) non-algébrique. Alors py a une
extension p avec SU(p) = 1.

DEMONSTRATION: Soit (¢;, k; : i < k) une énumération de toutes les paires
d’une formule et d’un entier naturel. On choisit récursivement des extension
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non-algébriques p;y1 de p; telles que D(p;i1, @i, ki) est minimal possible, et
Pr = ;<) pi pour un ordinal limite A < . Par compacité tous les p; sont
non-algébriques. Soit p = p,, alors toute extension deviante de p doit faire

chuter un des rangs D(., ¢, k), et sera donc algébrique par minimalité. Ainsi
SU(p)=1. =

Proposition 9.6 Sia | B alors SU(a/C) = SU(a/BC).

DEMONSTRATION: Par induction sur o on montre que SU(a/C) > « im-
plique SU(a/BC) > «, l'autre direction étant évidente. Pour @ = 0 ou
limite il n’y a rien & démontrer. Si SU(a/C) > a+1,ily a C" D C avec
a/f.C" et SU®@/C') > a; on peut choisir C" | B. Puisque B | a la
transitivité donne B | o C'a et donc B | o @5 par hypothese de récurrence
SU(a/BC") > a. Sia |, C" par transitivité avec a | B on aurait
a |, BC’, une contradiction. Donc a } ., C", et

SU(a/BC) > SU(a/BC")+1>a+1. =
Théoreme 9.7 INEGALITES DE LASCAR
1. SU(a/bA) + SU(b/A) < SU(ab/A) < SU(a/bA) @ SU(b/A).

2. 8i SU(a/Ab) < oo et SU(a/A) > SU(a/Ab) & «, alors SU(b/A) >
SU(b/Aa) + a.

3. 8i SU(a/Ab) < oo et SU(a/A) > SU(a/Ab) + w®n, alors SU(b/A) >
SU(b/Aa) + wn.

4. Sia J/Al_) alors SU(ab/A) = SU(a/A) © SU(b/A).
DEMONSTRATION:

1. On montre par récurrence sur a que SU(b/A) > « implique SU (ab/A) >
SU(a/bA)+a. Pour a = 0 ou limite ¢’est évident. Soit donc SU(b/A) >
a+1. Onprend B 2O Aavecb J , Bet SU(b/B) > a. On peut choisir
B | ;a, dot SU(a/bA) = SU(a/bB). Par hypothese de récurrence
SU(ab/B) > SU(a/bB) + a = SU(a/bA) + . Puisque B J , ab, on a
SU(ab/A) > SU(ab/B) + 1 > SU(a/bA) + a + 1.

Pour la deuxiéme inégalité on montre par récurrence sur o que SU (ab/A) >
a implique SU(a/bA) ®SU(b/A) > «. Encore c’est évident pour o = 0
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ou limite. Supposons SU(ab/A) > a+1, et soit B D A avec ab L, Bet
SU(dé/B) > a. Par hypothese de récurrence SU(d/B@) @ SU(IE/B) >
a. Sib [ , B, alors SU(b/A) > SU(b/B)+1et SU(a/bA)®&SU(b/A) >
a+ 1. Sinon, EJ/AB eta f;, B, dou SU(a/bA) > SU(a/bB) + 1 et
SU(a/bA) @ SU(bJA) > a+ 1.

2. Par récurrence sur 8 = SU(a/Ab) @ «, les cas B = 0 et 3 limite
étant trivial, ainsi que le cas o = 0. Supposons SU(a/A) > f+1 =
SU(a/Ab) & a, et soit B 2 A aveca { , B et SU(a/B) > (. On peut
choisir B | _ b, dou SU(b/Ba) = SU(b/Aa). Soit o < « et donc
SU(a/B) > SU(a/Bb) @ o'. Si BJ//A B, par hypothese de récurrence
SU(bJA) > SU(b/B) + 1> SU(b/Ba) + o + 1= SU(b/Aa) + o +1,
d’ou SU(b/A) > SU(b/Aa) + a.

Sinon a f ;, B, donc SU(a/Ab) > SU(a/Bb) + 1 et
SU(a/B) > SU(Ab) @ o/ > SU(a/Bb) ® o’ + 1,
d’ou encore par hypothese de récurrence
SU(b/A) = SU(b/B) > SU(b/Ba) + o +1 = SU(b/Aa) + o’ +1,
d’ott SU(b/A) > SU(b/Aa) + a.

3. Pour a = 0 la somme ordinale et la somme symétrique coincident. Pour
a>0et f<wnonaSU(a/Ab) +w*n > SU(a/Ab) ® . Le résultat
découle de la partie 2. par continuité.

4. 8i SU(a/A) > a+1ilya B 2 Aaveca /[ ,Bet SU(a/B) > a
On peut choisir B | b, dou Ba \LAB Alors SU(b/B) = SU(b/A),
al, bet B J A ab. Par hypothese de récurrence

SU(ab/A) > SU(ab/B)+1> (SU(a/B) ® SU(b/B)) + 1
> (a+1)®SU(b/A).
Les cas de rang zéro ou limite étant triviaux, le résultat découle par
récurrence et symétrie. m

Exercice 9.8 Si SU(a/C) = w® et SU(b/C) < w®, alors a J/AB.

Exercice 9.9 Une théorie (dénombrable) w-stable est superstable.
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Chapitre 10

Corps différentiellement clos et
séparablement clos

Définition 10.1 Soir K un corps. Une dérivation sur K est un endomor-
phisme additif § : K — K tel que d(zy) = z0(y) + d(x)y. Un corps
différentiel est un corps avec une dérivation.

On voit facilement que 6(z") = na" 1 §(x). Si K est un corps différentiel
de caractéristique p > 0, on a donc §(zP) = 0 pour tout x € K, et pour
connaitre la dérivation, il suffit de la connaitre pour une base de K en tant
que KP-espace véctoriel.

Exemple 10.2 Pour un corps K quelconque, on peut toujours metre la
dérivation triviale 6 = 0. Un exemple non-trivial est un corps de fonctions

K (x) ot on met 5(5) — %'

Définition 10.3 Un polynome différentiel en X est un polyndéme en
X,0X,6%X,.... L’ensemble des polynomes différentiels sur K est noté
K{X}. Lordre ord(f) d'un polynome différentiel f € K{X} est le plus
grand entier n tel que 6" X apparait dans f avec un coefficient non-nul ; on
pose ord(a) = —1 pour a € K. Un idéal différentiel est un idéal I tel que
0f € I pour tout f € I.

Définition 10.4 Un corps K est différentiellement clos si pour tout f,g €
K{X} avec ord(f =) > ord(g) il y a a € K avec f(a) =0 # g(a).

Puisqu’on peut prendre comme f un vrai polynome sur K et g(X) = 1, un
corps différentiellement clos est algébriquement clos.
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Lemme 10.5 Tout corps différentiel K se plonge dans un corps différen-
tiellement clos.

DEMONSTRATION: Soient f,g € K{X} avec n = ord(f) > ord(g). On
considére f comme polynome en variables X,0X,...,0"X, et on prend un
facteur irréductible fy de f avec ord(fy) = n. Soient ay, .. ., a,_; des éléments
algébriquement indépendants sur K, et a, une solution de I’équation algé-
brique fo(ag, a1, ...,a,_1,X) = 0. On pose 6 (ag) = a; pour i = 1,...,n, et
on vérifie que cela détermine une structure de corps différentiel sur K{ao} =
K(ag,...,a,) ou aq satisfait f(ag) =0 # g(ao).

En rajoutant récursivement des solutions pour toutes les paires f, g avec
org(f) > ord(g), avec des réunions aux limites, on obtient une extension
différentiellement close. m

Exercice 10.6 La théorie des corps différentiellement clos de caractéristique
zéro est complete et élimine les quanteurs.

Exercice 10.7 La cloture définissable d’un sous-ensemble A d’un corps diffé-
rentiellement clos est le corps différentiel Q{A} engendré par A.

Définition 10.8 Soir K un corps différentiel. Le corps de constantes est le
sous-corps C(K) = {a € K : §(a) = 0}.

Exercice 10.9 Si K est différentiellement clos, alors C'(K) est algébriquement
clos.

Définition 10.10 Un idéal I est radical si f* € I implique f € I.

Fait 10.11 Soit I un idéal différentiel radical. Alors il y a Iy C I fini tel
que I = \/[0, 5([0), (52(10), e

Théoreme 10.12 La théorie des corps différentiellement clos de caracté-
ristique zéro est w-stable.

DEMONSTRATION: Soit K un corps différentiellement clos dénombrable,
p € S1(K), et a une réalisation de p dans une extension élémentaire. Par
élimination des quanteurs p est déterminé par l’ensemble des polynomes
différentiels sur K qui s’annulent sur a ; on voit facilement que c’est un idéal
différentiel radical. Il est donc engendré par un ensemble fini de polynomes.
Il n’y a qu'un choix dénombrable pour cet ensemble, et |S1(K)| =Rg. =
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Définition 10.13 Soit K un corps. Un polynome f € K[X] est séparable
si toutes ses racines sont différentes. Un point a d’une extension algébrique
de K est séparable si son polynome minimal 'est, et une extension L/K est
séparable si tous ses points algébriques le sont. Un corps est séparablement
clos 8’il n’a pas d’extension séparable.

Remarque 10.14 En caractéristique zéro tout polynome irréductible est
séparable, puisqu’il n’a pas de facteur commun avec son polynome dérivé.
Ainsi un corps séparablement clos de caractéristique zéro est algébriquement
clos. En caractéristique p > 0 le polynome dérivé peut étre trivial ; c’est le
cas pour le polynéme 2P = a avec a € K \ KP?, par exemple.

Remarque 10.15 Si K est un corps, soit K*® ’ensemble de tous les points
séparables sur K d’une cloture algébrique K9. Alors K*P est une exten-
sion algébrique séparablement clos de K, sa cloture séparable, et K9 est
obtenu de K*? en prenant des racines p-mes itérées. K9/K*® est donc une
extension purement inséparable.

Définition 10.16 Soit K un corps séparablement clos. L’invariant de Ersov
E(K) est le degré de 'extension [K : K?]. Il prend ses valeurs dans wU{oc}.

Remarque 10.17 E(K) = 0 si et seulement si K est algébriquement clos.

Fait 10.18 La théorie des corps séparablement clos de caractéristique p > 0
et d’invariant de Ersov v > 0 est compléte et stable, non superstable. Si K
en est un modeéle, SU(K) = oo et SU(,c, K7") = 1.
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