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Introduction

Une surface algébrique réelle X est une surface algébrique complexe projective munie d’une
involution antiholomorphe ¢ appelée la structure réelle de X . Dans cette these, ces surfaces seront
toujours lisses et compactes. La partie réelle de X est alors le lieu des points fixes de ¢, c’est une sous-
variété de classe U™ de X soit vide, soit de dimension réelle 2, notée R X . Toute surface lisse de CP"
définie comme le lieu des zéros d’un systeme de polynomes homogenes a coeflicients réels est une
surface algébrique réelle, la structure réelle provenant de la restriction de la conjugaison complexe
de CP™. Ces surfaces sont d’ailleurs les seules surfaces algébriques réelles, puisque réciproquement
toute surface algébrique réelle peut étre réalisée ainsi.

Fixons le systéme linéaire complet |D| des diviseurs de X linéairement équivalent a diviseur
effectif D donné. C’est Iespace projectif associé au C-espace vectoriel H(D) des sections algé-
briques du fibré en droites complexes Lp — X qui est associé & D. Le sous ensemble de |D| formé
des diviseurs singuliers dans X, lorsqu’il est non-vide et différent de |D| tout entier, forme une
hypersurface algébrique Ap C |D| appelée discriminant. Lorsque D est réel, il existe une structure
réelle sur Lp qui commute avec celle de X et induit une conjugaison complexe sur |D| pour laquelle
Ap est une hypersurface algébrique réelle.

Les résultats obtenus dans cette these sont motivés par le probleme suivant :

Décrire les composantes connexes du complémentaire de RAp dans R|D)|.

Dans le cas complexe, une telle description peut étre donnée immédiatement, puisque |D|\ Ap
est connexe. Dans le cas réel, la situation est bien différente et ce probleme est a ce jour largement
ouvert. La réponse n’est connue que dans le cas des courbes de degré inférieur ou égal a six dans
CP?, et dans le cas des courbes de bidegré (3,3), (4,3) et (a,b) avec a < 2 sur I’hyperboloide,
c’est-a-dire sur CP! x CP! muni du produit des conjugaisons complexes (v. [4], [40],[5]).

Si A est une courbe algébrique réelle lisse de X, sa partie réelle RA est une courbe lisse de
RX. La classe d’isotopie de cette courbe dans R.X est invariante par déformation de A dans X,
elle est appelée le schéma réel de A, c’est un invariant qui permet de distinguer les composantes
connexes de R|D|\ RAp. Par exemple, la conique imaginaire d’équation 22 + 2% + 22 +1 =0
dans CP?, et la conique réelle d’équation 3 + % 4+ 23 — 1 = 0 sont deux courbes algébriques
réelles lisses dans un méme systeme linéaire de diviseurs R|D| qui n’appartiennent pas a une méme
composante du complémentaire de RAp, parce qu’elles n’ont pas méme schéma réel. Une premiere
étape importante est donc de classifier les schémas réels qui apparaissent dans un systeme linéaire
de diviseurs donné. Cette question a été incluse par D. Hilbert dans son seizieme probleme dans le
cas des courbes planes projectives (v. [13]). Elle a motivée de nombreuses recherches au cours du
X X7 siecle (v. les surveys [37], [33], [4]), et n’est & ce jour résolue que dans le cas des courbes de
degré inférieur ou égal a 7. Cependant, la connaissance de cet invariant ne suffit pas pour décrire
lespace R|D|\ RAp, comme ’avait déja remarqué V.A. Rokhlin dans le cas des courbes de degrés
5 et 6 de CP? (v. [28]).

Une courbe algébrique réelle lisse irréductible A est dite séparante lorsque A \ RA est consti-
tuée de deux composantes connexes AT, A~ échangées par la structure réelle, et elle est dite non-
séparante sinon. Lorsque la courbe A est séparante, les moitiés AT et A~ sont orientées canoni-
quement, 'orientation provenant de la structure complexe de A. Puisque RA est le bord commun
de AT et A~ ces parties induisent sur RA deux orientations qui sont opposées, elles sont appelées
les orientations compleres de RA. La nature séparante ou non-séparante de A, et lorsque A est
séparante, la classe d’isotopie dans RX de RA munie d’une orientation complexe sont eux aussi
invariants par déformation de A. Ces invariants sont appelés respectivement le type et le schéma
complexe de A. Remarquons qu’un schéma réel peut étre réalisé par une courbe séparante, et éga-



lement par une courbe non-séparante qui n’est donc pas dans la méme composante de R|D|\ RAp,
comme c’est le cas par exemple du schéma d’une courbe de degré 5 de CP? constitué d’'une com-
posante unilatére, c’est-a-dire dont le voisinage tubulaire dans RP? est un ruban de Meebius, et
de quatre composantes bilatéres, c’est-a-dire dont les voisinages tubulaires dans RP? sont des cy-
lindres. Une seconde étape importante est donc de classifier les types et schémas complexes des
courbes dans un systéme linéaire de diviseurs donné |D|, bien que la connaissance de ces invariants
soit toujours insuffisante pour décrire R|D|\ RAp (v. [20], [10]).

Pour obtenir de telles classifications, il s’agit d’une part d’établir des propriétés des courbes
algébriques réelles pour en déduire des restrictions sur ’ensemble des schémas réels ou complexes
réalisés par ces courbes, et d’autre part de construire des courbes réalisant les schémas que ’on ne
sait pas interdire. Les premieres restrictions sur les schémas complexes ont été obtenues par V.I.
Arnol’d et V.A. Rokhlin dans le cas des courbes algébriques réelles de degré pair de CP? (v. [1] et
27]).

Cette these présente dans ses deux premieres parties de nouvelles approches qui permettent
d’une part d’obtenir une famille de congruences qui généralisent a une large classe de surfaces
algébriques réelles mais aussi qui unifient des résultats antérieurs de V.I. Arnol’d, V.A. Rokhlin et
G. Mikhalkin, et d’autre part, qui permettent d’étendre aux courbes séparantes & nids profonds sur
les surfaces réglées une formule plus récente de S. Orevkov pour les courbes planes, et d’obtenir des
majorations portant sur la nature de ces nids. Enfin, la troisieme partie de cette these présente,
dans les surfaces réglées de base CP', une construction de schémas réels qui sont réalisés par
des courbes flexibles mais pas par des courbes algébriques réelles, ainsi qu’une construction de
courbes algébriques réelles isotopes, mais qui ne sont pas dans une méme classe de déformation.
Une courbe flexible de la surface réglée X est une sous-variété C'° de dimension deux de X, stable
par involution antiholomorphe, dont les espaces tangents en les points réels sont complexes, et qui
réalise un revétement ramifié de la base dont chaque point de ramification d’indice k—1 est conjugué
par des difféomorphismes préservant I'orientation au modele # = y* de C? et non au modale z = 7*
de C?. De méme, deux courbes algébriques réelles lisses Cyy, 7 de X sont dites isotopes sil existe un
chemin continu de difféomorphismes de X reliant I'identité a un difféomorphisme qui envoie Cjy sur
(', chaque difféormorphisme devant commuter avec la structure réelle. Les résultats présentés dans
les deux premieres parties de cette these, comme la plupart des résultats connus dans ce domaine,
sont obtenus par des méthodes topologiques. Ils sont d’ailleurs présentés dans le cadre plus général
des courbes J-holomorphes dans des variétés presques-complexes de dimension 4. L’existence de
schémas réels réalisés par des courbes flexibles mais pas par des courbes algébriques réelles montre
I'insuffisance de ces méthodes pour obtenir une classification des schémas réels ou complexes qui
apparaissent dans un systeme linéaire de diviseurs donné. Un exemple d’un schéma réel d’une
courbe affine de degré 6 de C? non algébrique a déja été donné dans [9], et d’une courbe de X, non
algébrique dans [25]. De méme, I'existence de courbes algébriques réelles isotopes qui ne sont pas
dans une méme classe de déformation montre 'insuffisance des méthodes topologiques pour décrire
lespace R|D|\ RAp.

La démarche utilisée dans la premiere partie pour obtenir les congruences est la suivante: on
commence par construire un 2-cycle A; modulo [ ({ est un entier positif) dont la classe d’homologie
dans Hy(X;Z/IZ) releve celle réalisée par une moitié AT de A\ RA dans Ho(X,RX;Z/IZ), puis
on démontre le théoreme 0.1. Avant d’énoncer ce théoréme, remarquons que la forme d’intersection
tordue z — x o ¢ () définie sur H,, (X;Z) passe au quotient en une application ¢. : H,(X;Z)®
Z/IZ — Z/2IZ deés que [ est pair.

Théoréme 0.1 Soient X une variété compacte orientée de classe C' et de dimension 2n, et c
une involution de classe C1 sur X, telle que dim(X¢) < n ot X¢ est le lieu des points fives de c.



Pour tout entier pair 1, il existe une application P. : H,(X;Z/IZ) — Z/21Z telle que le diagramme

H.(X;Z)® Z]IZ
qdc
lredl

P.
H,(X;Z)IZ)  ——= Z/2IZ

soit commutatif. Cette application est définie par la propriété suivante : si A" est un cycle simplicial
modulo [, transverse a son image par ¢, alors P.([A"]) = A" o ¢(A™) mod (2[).

On effectue alors un calcul géométrique et un calcul topologique de P.(A;), pour obtenir le résultat
suivant :

Théoréme 0.2 Soient X une surface algébrique réelle munie d’une structure réelle ¢, et A une
courbe algébrique réelle lisse séparante de X . Alors sil est pair, P.(A)) = — fRXind2 dx mod (2[),
et sil est impair, [Aj] o c.[A] = — [, yind® dx mod (I).

Dans ce théoreme, fRX ind? dy est une quantité topologique qui ne dépend que du schéma complexe
de A, et du choix de RA;. Un calcul explicite de P.(A;) est effectué dans le cas des surfaces réglées
et de Del Pezzo réelles, ce qui permet d’unifier et de généraliser & ces surfaces des résultats de V.

I. Arnol’d, V. A. Rokhlin, N. M. Mishachev et G. Mikhalkin (v. [1], [27], [23], [22]).

Si le théoreme 0.1 est tres général, il ne permet toutefois pas d’en déduire une généralisation
explicite de la congruence d’Arnol’d a toutes les courbes séparantes sur les surfaces algébriques
réelles. Ceci provient du fait que si la classe d’homologie de AT dans Hy (X, RX;Z) (et celle de A;
dans Hy(X;Z/IZ)) se calcule facilement dans le cas de CP?, des surfaces réglées et de Del Pezzo
réelles, ce n’est pas le cas dans des surfaces algébriques réelles quelconques. 1l se dégage en fait de
cette partie le probleme suivant :

Déterminer les valeurs prises par [AT] € Hy(X,RX;Z), lorsque A est une courbe algébrique
réelle lisse séparante dans un systeme linéaire de diviseurs de X fixé.

Cette classe [AT] est en effet invariante par déformation de A dans X. Plus généralement,
remarquons que la suite exacte longue d’homologie associée a la paire (X, RX) est un invariant par
déformation abstraite de la variété algébrique réelle lisse X. Dans le cas d’une courbe A par exemple,
cet invariant regroupe des invariants tels que le type de la courbe et le nombre de composantes
connexes de sa partie réelle. Si A est une courbe algébrique réelle de X, I'injection de A dans X
induit un morphisme entre les suites exactes longues associées a (4, RA) et (X,RX). Ce morphisme
entre suites exactes est invariant par déformation de A dans X, et un probleme plus général est de
classifier les valeurs prises par cet invariant lorsque A appartient a un systeme linéaire de diviseurs
donné. Les résultats de la premiere partie fournissent des restrictions sur les valeurs possibles prises
par [AT] € H2(X,RX;Z) lorsque le schéma complexe de RA est fixé, et semblent donc étre un
premier pas dans I’étude de ce probleme.

La seconde partie de cette these est motivée par une formule d’orientations complexes obtenue
par S. Orevkov (v. [26], théoréme 1.5.4) pour les courbes planes séparantes dont la partie réelle
possede un nid profond, c’est-a-dire un nid de profondeur k& — 1 si la courbe est de degré 2k ou



2k + 1.

Une courbe a nid profond de degré 8

La technique utilisée par S. Orevkov pour obtenir ce résultat consiste a introduire le pinceau de
droites centré en un point intérieur au nid de R A pour déduire de A une tresse quasipositive plongée
dans S x C, puis en utiliser une formule qui se déduit des résultats de L. Rudolph (v. [30] et en
annexe a la deuxiéme partie un analogue de cette formule pour les tresses plongées dans S x CP1).
Dans le début de la deuxieme partie est présenté une nouvelle démarche qui permet de généraliser
la formule d’Orevkov aux courbes algébriques réelles séparantes a nids profonds (v. §7.1 pour une
définition) sur les surfaces réglées, sans restriction sur le genre de la base. Elle s’appuie sur la
formule d’adjonction suivante que 'on commence par démontrer:

Proposition 0.3 Soit A un 2-cycle de X constitué d’une partie holomorphe et d’une partie
totalement réelle, et n'ayant que des points doubles comme singularités. Alors

(AT o [A] = 1 (X) o [A] - \(A) + 27

ot [A] € Hy(X;Z) est la classe d’homologie de A, x(A) est la caractéristique d’Fuler d’une nor-
malisation de A, et © le nombre algébrique de points doubles de A.

Cette nouvelle démarche consiste alors a construire des 2-cycles auxiliaires A4 satisfaisant la propo-
sition 0.3, et en appliquer cette proposition. Elle s’applique également aux surfaces réglées éclatées
en des fibres réelles distinctes, comme par exemple CP? éclaté en quatre points distincts, la struc-
ture réglée provenant alors du faisceau de coniques passant par ces quatre points. Ceci permet
d’obtenir un analogue du résultat d’Orevkov pour les courbes algébriques réelles lisses séparantes
de CP? de degré 4k + 1, dont la partie réelle possede quatre nids disjoints de profondeur & :

Théoréme 0.4 Soit A C CP? une courbe algébrique réelle lisse séparante de degré 4k 41, telle
que R A posséde quatre nids disjoints de profondeur k. On a:

4
ﬂ'i’—ﬂ'i:Z(k;")z—r‘i' et mL —7_ :Z(k;)z—r_
=1 ;

ovrt,r=>0,etrt+r-=r.

(les notations utilisées dans ce théoreme ne dépendent que du schéma complexe de A et sont
analogues a celle d’Orevkov, voir le théoreme 8.5.)

La construction des cycles auxiliaires AL permet en outre d’obtenir, dans le cas des courbes
algébriques réelles séparantes a nids profonds sur les surfaces réglées, des inégalités portant sur
les termes ﬂ'_l":, ¥, 77 et 7, et non plus sur des différences entre ces termes. Ces inégalités sont
obtenues dans le §9 en étudiant le deuxieme groupe d’homologie réelle du revétement double de

la surface réglée ramifié en un de ces cycles AL, lorsque ce revétement existe. Cette condition



d’existence est caractérisée par I'annulation des classes d’homologies du cycle AL et de sa partie
réelle dans les groupes d’homologies de X et de RX & coefficients dans Z/2Z. La méthode utilisée
pour obtenir ces inégalités est celle déja utilisée par V. A. Rokhlin [29], V. I. Arnol’d [1] (voir aussi
le survey [37]), et O. Ya. Viro [32] pour obtenir leurs inégalités. Les résultats de cette deuxiéme
partie font 1’objet de la publication [35].

Enfin, 'objectif de la troisieme partie de cette these est de démontrer les propositions 0.5 et
0.6 suivantes sur les surfaces réglées X; de base CP! (I € N, voir le §1 des préliminaires pour une
définition).

Proposition 0.5 Soient a,b, m des entiers tels que m > 2, a > mb, b > 0 si m est pair, b > 1
st m est impair, et lorsque b = 3 et que m est impair, tels que m > 5. Il existe dans X,,, des courbes
flexibles réelles de classe (a,b) dont le schéma réel n'est réalisé par aucune courbe algébrique réelle
dans cette classe. En particulier, ces courbes ne sont isotopes a aucune courbe algébrique réelle.

Proposition 0.6 Soient a,b, m des entiers tels que a = mb et b > 3, ou bien a — mb > 2 et
b > 5 sim est pair, ou tels que a —mb > 1 et b > 3 si m est impair. Alors, st m > 2, il existe dans
X, des courbes algébriques réelles de classe (a,b) qui sont isotopes, mais qui pourtant ne sont pas
dans une méme classe de déformation de X,,.

Ces résultats sont déduits du théoreéme suivant obtenu en étudiant une déformation des surfaces
réglées de base CP': Lorsque m = [+ 2k, k > 0, les discriminants associés aux systémes de
diviseurs de X, se déduisent de ceux associés aux systemes de diviseurs de X; par des homothéties
a poids.






Préliminaires
1 Les surfaces réglées de base CP!

Rappelons qu’une surface réglée de base CP' est une surface algébrique complexe compacte
lisse connexe munie d’une submersion holomorphe sur CP! dont les fibres sont de genre nul. Soit
[ € N et F} le fibré vectoriel complexe de rang un et de degré [ sur CP'. On note X; = P(Fo& )
ou P(Fy & I) désigne le fibré en droites projectives associé au fibré de rang deux Fy & F]. Les
surfaces X sont des surfaces réglées de base CP!, et ce sont les seules (v. [2]). Remarquons que
Xg = CP! xCP! et que X; = CP? #(C—PQ7 la structure réglée provenant du pinceau de droites centré
en le point éclaté de CP?. Notons U,V deux cartes isomorphes & C x CPL, et (z1, (y1 : yo)) (resp.
(zg, (21 : 20))) des coordonnées sur U (resp. sur V). La surface X; est alors obtenue en recollant les
cartes U et V par application :

C"xCP'cU — CxCP' cVv
(9617 (yl : yo)) = (9027 (Zl : ZO))

ol 122 = 1 et zgyy = wézlyo. La submersion holomorphe p : X; — CP! est donnée dans les
cartes U, V par la projection sur la premiere coordonnée. Lorsque [ # 0, la suface X; possede une
unique courbe algébrique lisse d’autointersection strictement négatif. C’est la courbe d’équation
y1 = 0 dans U et z; = 0 dans V, dont 'indice d’autointersection est —[ et qui est une section de
Xj. Ce diviseur exceptionnel est noté e, ou bien ¢; 8’il y a ambiguité sur la surface. Lorsque [ = 0,
e désigne une section d’autointersection nulle dans Xy. Notons de méme v une fibre de Xj. Le
couple ([v],[€]), ou [v], [e] désignent les classes d’homologies de v, e, forme alors une base du réseau
Ho (X3 Z) = 72 que I'on fixe et qui sera utilisée tout au long de cette thése. Ainsi, une courbe de
classe (a,b) désignera une courbe qui réalise la classe d’homologie a[v] + b[e] dans Hy (X5 Z).

Le dual de Poincaré de la premiere classe de Chern de Xj est ¢1(X;) = (2 + {)[v] + 2[e], et X
est simplement connexe. Par ailleurs, le genre d’une courbe algébrique lisse connexe de classe (a,b)
de X est (a—1)(b—1) — £b(b—1). Enfin, le groupe de Picard de X; est identifié & H,(X;; Z). Soit
D un diviseur de X; de classe (a,b). Si @ < 0 ou b < 0, alors ’espace H°(D) associé est réduit &
{0}. Si a > b, alors dim H(D) = (a+1)(b+1) — £b(b+1). En effet, cet espace H°(D) est 'espace
des sections du fibré en droites complexes associé a D, et ces sections sont données dans la carte
U par les polynémes en z1,y; dont le polytope de Newton est I’enveloppe convexe des sommets

(0,0),(0,b), (a — 1b,0) et (a,b).

glﬂ

0 a—1b a !

Et si a < b, a,b > 0, alors dim H*(D) = (a+1)(b+ 1) — %IN)(IN)—I— 1), ot b= E(%), partie entiere
de ¢, puisque chaque élément de H°(D) s’annule en e avec une multiplicité au moins égale a b — b,
et que la suppression de cette composante fixe établit un isomorphisme entre H°(D) et 'espace

H°(av + be) .



1.1 Les automorphismes des surfaces X;

1. Le groupe d’automorphisme de Xg = CP' x CP! a deux composantes connexes échangées
en composant par I'involution holomorphe 7(z,y) = (y, ) ot x,y € CP!. 1l satisfait la suite
exacte courte:

0 — PGLy(C) X PGL3(C) — Aut(Xo) — Z/2Z — 0.

Plus précisément, un élément ® de Aut(Xy) s’écrit (z,y) € CP! x CP! — (¢(2),%(y)) €
CP! x CP! ou bien (z,y) — (¢(y), ¥(z)), ot ¢, € Aut(CP'). Ceci provient essentiellement
du fait que si ® est un automorphisme de Xy, alors il préserve les courbes algébriques de
genre nul et d’autointersection nulle, donc soit @, soit 7 0 ® est fibré au-dessus d’un facteur

CP!L.

2. Lorsque [ # 0, le groupe d’automorphismes de X; est connexe et possede un morphisme
surjectif sur PG Lo(C). Plus précisément, un élément ® de Aut(X;) s’écrit dans la carte U

ary+ b

m7 (afczq + d)lyl cy(x1)y1 + dyo))

(21, (Y1 : v0)) = (

ou a,b, c,d, o, § sont des complexes satisfaisant ad — be # 0 et ad # 0, et v est un polynéme
de degré inférieur ou égal & /. Dans la carte V| cet élément s’écrit :

c+ duy
a+ bxsy’

G229, (211 20)) = ( (a(a+ bxg)'z 7(%2)361221 + 0zp)).

Ceci provient essentielement du fait qu’un automorphisme de X; préserve le diviseur excep-
tionnel e et les fibres de X, donc est fibré au-dessus de CP!.

1.2 Les structures réelles de X

Soient ¢ I’application définie dans la carte U par ¢(21, (y1 : yo)) — (%1, (U1 : Yo)), co 'application

définie dans les cartes U — V par (z1, (y1 : yo)) — (22, (21 : 20)) o0 22 = —T1, 21 = Ty et 2o = Ty, et
enfin ¢; 'application définie dans les cartes U — V' par (z1, (y1 : ¥0)) — (22, (21 : 20)) ol &2 = =71,
z1 = —Yg et zp =7y

L’application ¢ définit une structure réelle sur toutes les surfaces X, telle que RX; est un tore
si [ est pair, et une bouteille de Klein si [ est impair. Lorsque [ est pair, I’application ¢y 8’étend en
une involution qui définit une structure réelle sur les surfaces X;, pour laquelle RX; est vide. Enfin,
I’application ¢; s’étend en une involution qui définit une structure réelle sur Xy, pour laquelle R X
est vide.

Théoréme 1.1 Il n'y a, a conjugaison prés, que quatre structures réelles sur Xo = CP! x CP!
qui sont ¢, cg, 1 et Toc, ou T : Xg — X est Uinvolution (x,y) — (y,z). Si l est pair et non nul,
il 'y a, a conjugaison pres, que les deux structures réelles ¢ et cg sur X;. Enfin, si l est impair, ¢
est unique structure réelle de Xy, a conjugaison pres.

Dans toute cette these, lorsqu’une surface X; sera munie d’une structure réelle, ce sera toujours
la structure ¢ qui est la seule structure réelle considérée. Dans ce cas, le diviseur exceptionnel e de
X est réel, ou lorsque [ est nul, la section e peut étre choisie réelle, et de méme, la fibre v peut étre
choisie réelle. Le couple ([Rv], [Re]) forme alors une base de 'espace H1(RX;Z) qui est isomorphe
a Z? ou Z /27 x Z selon que [ est pair ou impair.



Démonstration du théoréme 1.1:
Commencons par le cas de Xg. Soit ¢ une structure réelle sur Xg, coé¢ est alors un automorphisme
® de X tel que co® = &1 o ¢, puisque ¢ est une involution. Si ® est de la forme

CP! xCcpP! — CP!'xcCP!
(x,y) = (o(2),%(y),

otl ¢, 1 sont des automorphismes de CP', alors é(x, y) = (6(z), 1 (y)), ot T désigne I'image de = par
la conjugaison complexe de CP. 1l suit que ¢ est le produit de deux structures réelles de CP!. Par
conséquent, ¢ est conjugué a l'un des éléments ¢, ¢, ¢1, et la structure réelle ¢f, donnée par ¢ (z,y) —
(z, —%) € CP' x CP! ot y — —% est I'application (y1 : yo) — (=7p : 7). Comme l'involution
T conjugue les éléments ¢} et cp, on en déduit que ¢ est nécessairement conjugué a 1'un des trois
éléments ¢, ¢g ou ¢1. Si @ est de la forme (z,y) — (¢(y), ¥ (x)) ou ¢, 1) sont des automorphismes de
CP', alors la condition co® = ®~'oc impose que 1 = 5_1 ousi ¢(x1, x9) = (axy1+bag : cxy+dug),
alors ¢(zy,x) = (@wy + bxg : €xy + dxg). Par suite é(z,y) = (¢(y), ' (%)), et 'automorphisme
(z,y) = (¢(x),y) conjugue alors ¢ & 7 o c. Ainsi, toute structure réelle est conjuguée a I'une des
quatre structures ¢, ¢g, ¢1, Toc. Ces structures sont bien distinctes, puisque trois d’entre elles n’ont
pas des parties réelles homéomorphes, et que ¢ et ¢g ne sont pas conjuguées. En effet, il s’agit de
verifier que pour tout automorphisme ® de X, ¢; # ®~!ocgo®. Comme 'involution 7 conjugue co
et ¢, cela revient & vérifier que pour tout automorphisme ® de Xy de la forme (z,y) — (o(2), ¥ (y))
oll ¢, sont des automorphismes de CP1, ¢; # @ locgod et ¢y £ P Locod. Orsi ® est un tel
automorphisme, chaque facteur de ®7! o ¢cgo ® (resp. de @71 o ¢ o ®) est une structure réelle de
CP! conjuguée au facteur correspondant de ¢y (resp. de c)). Par conséquent ces éléments ne sont
jamais égaux a cq, quel que soit ®.

Soit a présent ¢ une structure réelle sur X;, [ # 0. Alors, c o ¢ est un automorphisme ® de X;
tel que co® = ®~! o ¢, puisque ¢ est une involution. En particulier, d’apres le §1.1, ¢ est fibrée
au-dessus d’une structure réelle de CP!. Par conséquent, d’apres le §1.1, quitte & conjuguer ¢ par
un automorphisme de X;, on peut supposer que ¢ est fibrée au-dessus z — Z ou bien z — —%. Le
résultat découle alors du lemme 1.2 suivant. [J

Lemme 1.2 Les structures réelles de X;, l # 0, fibrées au-dessus de x — T sont toutes conju-
guées a c. Sil est impair, il n’y a pas de structure réelle de X, fibrée au-dessus de x — —=, et si

Tz’
est pair, ces structures sont toutes conjuguées a cgp.

Démonstration :
Soit ¢ une structure réelle de X fibrée au-dessus de z — Z. Commencons par montrer que ¢
s’écrit dans la carte U :

(@1, (1 1 yo)) = (F1, (@ 2 #v(T1)Y) + Qo))

ou a € C* et v est un élément de R;[X], c’est-a-dire un polynéme a coefficients réels de degré
inférieur ou égal a [. En effet, d’apres le §1.1, c o ¢ = ® est un automorphisme de X; qui s’écrit
dans la carte U: (21, (y1 : yo)) = (21, (a1 : b(z1)y1 + dyo)), o a,d € C*, et b est un polynéme
a coeflicients complexes de degré inférieur ou égal a [. De plus, puisque ¢ est une involution, ®
satisfait co® = &1 oc. Or dans la carte U, co ®(x1, (y1 : vo)) = (Ty, (@ : b(x1)y1 + dyo)) ou
b est le polynome dont les coefficients sont les conjugués des coefficients de b, et @1 o ¢(xy, (y; :
Yo)) = (T1, (dy; @ a¥y — b(T1)7,)). Par conséquent, il existe un réel 8 tel que d = exp(i26)a, et
b= —exp(i20)b, ce qui se réécrit exp(—if)d = exp(—if)a, et exp(—if)b € iR;[X]. Ainsi, & est bien



de la forme annoncée. Montrons a présent que ¢ est conjugué a c¢. Notons W "automorphisme de
X donné dans la carte U par: (z1, (y1 : y0)) = (@1, (2y1 : iy(21)y1 — 200)). Alors, U~ est donné
dans la carte U par (z1, (y1 : yo)) = (21, (2ay1 : y(x1)y1 — 2y0)), et ¢ = U1 o co W. En effet,

Ul ocoW(zy, (y1:90)) = Y loc(zy, 2y :iy(z1)yr — 2am0))

(@, (25, 0 — (@) - 2a,))

(T1, (4ay, : 2iy(T1)7, + 207(T1)¥) + 407,))

= ¢ (puisque par hypothese, v est a coefficients réels)

Supposons a présent que [ est impair, et qu’il existe une structure réelle ¢ fibrée au-dessus de z —
—%. Alors, é n’a pas de point fixe et agit comme —id sur Hy(Xy; Z), puisque cette involution préserve
le diviseur exceptionnel et envoie une fibre sur une autre. Choisissons une section holomorphe é
de classe (I,1) qui est transverse a son image par ¢. Les points d’intersection entre € et ¢(€) sont
invariants par ¢, et donc en nombre pair, de sorte que éoé(€) =0 mod (2). Mais €oé(€) = —éoe = —{
mod (2). D’ou la contradiction.

Enfin, supposons que [ est pair, et que ¢ est une structure réelle de X; fibrée au-dessus de
x> —%. Montrons que ¢ s’écrit dans la carte U :

(o1 (3 90) = (= (a3 5 9 (70)7, + 700),
ol o € C* et v est un polynoéme a coefficients complexes de degré inférieur ou égal a [, satisfaisant
'y(—%)wl = 7(2) pour tout z € C*. En effet, d’apres le §1.1, ¢g o ¢ = & est un automorphisme
de X; qui s’écrit dans la carte U: (21, (y1 : yo)) — (21, (ayr : b(a)yr + dyo)), ou a,d € C*,
et b est un polynéme a coeflicients complexes de degré inférieur ou égal & [. De plus, puisque
¢ est une involution, @ satisfait cg o ® = ®~! o ¢y. Or dans la carte U, cg o ®(z1,(y1 : yo)) =
(=5 @170 2 b(an)yr + dyo)), et @71 o co(ar, (v = wo)) = (=5, (—dT1Gy @ b(=5)T1% — a¥o))-
Par conséquent, il existe un réel 8 tel que d = exp(i26)a, et b(—%)xl = —exp(i20)b, ce qui se

réécrit exp(—if)d = exp(—ib)a, et exp(—i#)b = ip ou p est un polynéme complexe de degré [
satisfaisant pour tout z € C~, p(—%)xl = p. Ainsi, ¢ est bien de la forme annoncée. Montrons
a présent que ¢ est conjuguée a cg. Notons W 'automorphisme de X; donné dans la carte U
par: (z1,(y1 @ vo)) = (w1, 2y1 : ¥(z1)y1 — 2ayg)). Alors, ¥~ est donné dans la carte U par
(z1, (y1 : y0)) = (z1, 2y : 7Y (z1)y1 — 2y0)), et ¢ = UL ocgo W. En effet,

U=l ocgoW(zy, (1 :y0) = W' oco(zr, 2y : 77 (21)y — 2090))
_ 1 i R .
= v 1(—5—17 (277, — iv(T)7, — 20,))
1 _]_ o 1 I i N— _
= (——, (4az17; : 227(—f—1)x1y1 + 2iv(T1) Y, + 4ay,))

a1

1
= ¢ (puisque par hypothese, 7(—5)361 =7(z)). O

2 Les surfaces réglées presque-complexes séparantes

2.1 Les surfaces réglées presque-complexes séparantes

Soient X une variété presque-complexe de dimension réelle 4, et B une surface de Riemann. La
variété X est appelée surface réglée presque-complexe ou plus simplement surface réglée s’il n’y a
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pas d’ambiguité, lorsqu’il existe une submersion J-holomorphe p : X — B dont les fibres sont de
genre nul. La surface de Riemann B est alors appelée la base de X . Soit ¢x une structure réelle sur
X, c’est-a-dire une involution J-antiholomorphe sur X, pour laquelle il existe une structure réelle
cp sur B satisfaisant pocx = cgop. La variété X munie de cx est appelée surface presque-compleze
réglée réelle. Remarquons que lorsque B est de genre strictement positif, la condition d’existence
de cp est automatiquement satisfaite, puisque les seules courbes J-holomorphes de genre nul de X
sont alors les fibres de p, et donc que I'image par cx de chaque fibre de p est une autre fibre de p.
Si X est une surface presque-complexe réglée réelle, chaque composante de RX est un fibré en
cercle au-dessus de la composante correspondante de RB, c¢’est donc un tore ou une bouteille de
Klein. Une surface réglée réelle (X, cx) est dite séparante lorsque la base (B, cp) est séparante et
que RX et RB ont méme nombre de composantes connexes, et elle est dite non-séparante sinon.

Lemme 2.1 Une surface presque-complexe réglée réelle X de base B posséde une section dif-
[férentiable réelle, c’est-a-dire une application différentiable e : B — X telle que poe = tdp et
cx oe=cocpg, siet seulement si RX et RB ont méme nombre de composantes connexes.

Démonstration :

Le nombre de composantes connexes de RX est toujours inférieur ou égal a celui de RB, et
exactement égal lorsque e existe. Réciproquement, si RX et RB ont méme nombre de composantes
connexes il n’y a pas d’obstruction a construire e, en fixant une triangulation invariante sur B et
en commencant par construire e au dessus de RB. O

Rappelons qu’a toute variété algébrique réelle X est associé un invariant par déformation de
cette variété: la suite exacte longue d’homologie associée a la paire (X,R.X). Si X est une surface
réglée réelle, cet invariant contient le type séparant ou non-séparant de X . En effet, notons ¢ (resp.
k) le nombre de composantes connexes de RX homéomorphe a un tore (resp. une bouteille de Klein),
alors Ho(X,RX;Z) = 72+ x (2,/27)*<(0k=1) Jorsque X est non-séparante, et Hy(X,RX;Z) =
73+t x (Z/QZ)maX(O’k_l) lorsque X est séparante. Les autres groupes d’homologie de cette suite
exacte longue ne dépendent que de la topologie de RX . Notons ¢ = t+ k le nombre de composantes
connexes de RX et g le genre de B ; alors, lorsque RX est non-vide, ces groupes d’homologie a
coeflicients entiers sont:

Hy(RX) = H3(RX) = Ho(X,RX) =0, HyX)=Hy(X,RX)= Ho(X) =%

Hy(X)=H(X)=7%, H3X,RX)=Z'xZ*, Hy(RX)=127" HyX)=127?
H(RX)=Z'M'x (Z/2Z)F, H(X,RX)=Z%¥ "1 et Hy(RX)=Z"

Exemples:

1 Les surfaces réglées X introduites au §1 munies de la structure réelle ¢, sont des surfaces
réglées réelles séparantes. Les surfaces (X, ¢g) lorsque [ est pair, et (Xo, ¢1) sont des surfaces réglées
réelles non-séparantes parce que leurs bases sont non-séparantes. Enfin, la structure réelle 7 o ¢ de
Xo ne satisfait pas la condition d’étre fibrée au-dessus d’une structure réelle de la base CP' de Xj.

2 Une surface réglée non-séparante dont la base est séparante.

Soient X = T2 x CP! ot T? est un tore, et p la projection X — T2. Notons U le groupe des
nombres complexes de module un, et (z,y) des coordonnées sur 7% = U! x U. On munit alors T
de la structure réelle cr : (z,y) — (T,y), et on définit:
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cx : X =+ X

( | = (7 (14+2)z+ z) .
T, Yz T, y; i
1 y7 1 y7 (1 — )z . T
Par une vérification directe, on obtient :

Proposition 2.2 L’involution cy est une structure réelle sur la surface réglée X — T?. La
partie réelle RT? a deux composantes connexes, alors que RX est connezxe. O

Ainsi, la surface X donnée dans cet exemple est une surface réglée réelle non-séparante, bien
que sa base T? soit séparante.

2.2 Le nombre d’enroulement

Soit €' une courbe lisse orientée d’un tore ou d’une bouteille de Klein. Supposons ce tore ou
cette bouteille de Klein muni dune structure de fibré en cercles sur une base orientée RP!. On
appelle nombre d’enroulement de C', et on note n(C), le degré de la projection C' — RPL. Par
ailleurs, une composante de C' est appelée ovale si elle borde un disque du tore ou de la bouteille
de Klein.

Lemme 2.3 Une courbe orientée lisse d’une bouteille de Klein contient au plus deux compo-
santes de nombre d’enroulement £1 et ne contient pas de composantes de nombre d’enroulement
de module strictement plus grand que 2.

Démonstration :

Le revétement double d’orientation de la bouteille de Klein est un tore, et la courbe se releve
en une courbe lisse dans ce tore, orientée et invariante par l'involution du revétement. Chaque
composante non contractile de cette courbe est une courbe connexe simple orientée qui est soit
disjointe, soit confondue avec son image par 'involution du revétement ; elle est donc nécéssairement
homologue -au signe pres- au relevé d’une section de la bouteille de Klein, ou bien & une fibre du
tore. Les composantes qui sont couplées par deux avec 'involution du revétement se quotientent en
les composantes de nombre d’enroulement +2 ou nul, et celles qui sont stables par 'involution se
quotientent en les composantes de nombre d’enroulement £1. Il ne peut pas y avoir plus que deux
telles composantes, puisque les voisinages tubulaires de ces composantes dans la bouteille de Klein
sont des rubans de Meebius. [J

3 Le principe d’alternance

Soit C' une courbe lisse orientée d’un tore muni d’une structure de fibré en cercle sur RP'.
Munissons ce tore d’une orientation quelconque ; chaque disque D bordé par un ovale de C' possede
une orientation induite par (', telle que @D coincide avec cet ovale en tant que courbe orientée.
Un ovale de C' est dit positif (resp. négatif) si 'orientation du disque qu’il borde coincide (resp. ne
coincide pas) avec celle du tore. Le but de ce §3 est d’obtenir la proposition suivante, qui découlera
de la proposition 3.4:

Proposition 3.1 Soit A une courbe J-holomorphe réelle séparante d’une surface réglée presque-
complexe réelle. Alors la courbe RA, lorsque’elle est munie d’une orientation complexre, possede
autant d’ovales positifs que d’ovales négatifs dans chaque composante de RX homéomorphe a un
tore.
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Cette proposition fournit déja une restriction assez forte sur I’ensemble des schémas complexes
réalisés par les courbes J-holomorphes réelles séparantes dans une classe d’homologie donnée. Elle

va découler du principe d’alternance que I'on rappelle au §3.2 | principe qui a été introduit par T.
Fiedler dans [10].

3.1 L’invariant s

Soit C' une courbe lisse orientée pas nécéssairement connexe d’un tore muni d’une structure de
fibré en cercle sur RP'. La courbe C' n’est pas nécéssairement fermée, mais on suppose qu’elle n’est
tangente aux fibres qu’en un nombre fini de points distincts de son bord. Fixons une orientation de
la base RP! et des fibres de ce tore, puis une orientation du tore telle que e o v = +1 ol e est une
section du tore munie de 'orientation induite par la base, et v est une fibre de ce tore.

Soit z un point de tangence entre C' et une fibre ; on définit I’élément s(x) de Z? par s(x) = (0,0)
si C' traverse la fibre en z, s(z) = (—1,0) (resp. (+1,0)) si 'orientation induite par C' sur la fibre
en z coincide avec l'orientation de cette fibre, et que la courbe se situe localement & droite! (resp.
gauche) de cette fibre; et s(z) = (0,—1) (resp. (0,+1)) si orientation induite par C sur la fibre
en z differe de celle de cette fibre, et que la courbe se situe localement a droite (resp. gauche) de
cette fibre. Ces huit cas sont représentés sur la figure suivante :

s(z) = (-1,0) (0,-1) (+1,0) (0,+1) (0,0) (0,0) (0,0) (0,0)

On pose alors s(C') = > s(z), la somme étant prise sur tous les points 2 du tore en lesquels C' est
tangente aux fibres.

Lemme 3.2 Si C' et C" sont deux courbes disjointes, alors s(C'UC") = s(C) + s(C") ; et si
s(C) = (1, ¢q), alors s(—C') = (cg, 1), ot —C' est la courbe C' munie de lorientation opposée. O

Proposition 3.3 Si C et C' sont deux courbes lisses fermées orientées isotopes sur le tore,
alors s(C') = s(C"). En particulier, pour toute courbe fermée orientée C' du tore, il existe un entier
a tel que s(C') = (a, —a).

Remarquons qu’il découle de cette proposition que lorsque C' est connexe, ¢ = %1 si et seulement
si C' est un ovale, et @ = 0 sinon.

Démonstration :

Munissons T? = R?/Z? de la métrique riemannienne plate provenant de R?, et fixons la tri-
vialisation canonique du fibré tangent & ce tore T2. Le fibré unitaire orienté de ce tore est alors
isomorphe & T? x S — T2. Chaque courbe orientée C' de T? induit une section de 7% x S! au-
dessus de C', c’est-a-dire une application fo : C — S!. Notons x4 limage de la fibre orientée v
par I'application f,, et z_ 'image de v munie de 'orientation opposée par f, ; ce sont deux points
antipodaux de S!. Il découle de la définition de s que s(C') = ((fo)«([C]) o x4, —(fo)«([C]) 0 ),
ou [C] € Hi(C;Z) est la classe fondamentale de C', d’ou le résultat. O

1. On convient que la base est localement orientée de “gauche a droite”
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3.2 Le principe d’alternance

Soit A une courbe J-holomorphe réelle séparante d’une surface réglée presque-complexe réelle.
Supposons, quitte a déformer un peu A dans X, que les points de ramification de la projection de
A sur la base B de X qui ne sont pas réels, sont situés en-dehors de la variété de dimension trois
L =p ' (RB) ot pest la fibration X — B. L’intersection AN L est alors constituée de RA et d’une
réunion de courbes connexes fermées (Ot)lgth appelées ovales imaginaires. Lorsqu’un ovale Oy
intersecte R X, cette intersection est réduite a deux points x1 et x5 en lesquels R A est tangente aux
fibres réelles; ce sont des points de ramification réels de A — B, et 'ovale O; est alors invariant
par ¢. Munissons RA d’une orientation complexe ; le principe d’alternance s’énonce comme suit :

Les orientations induites par RA sur les fibres réelles en les points x1 et x5 coincident, c¢’est-a-
dire les classes d’homologies entiéres réalisées par ces fibres dans H1(RX;Z) sont égales.

Proposition 3.4 Soit A une courbe J-holomorphe réelle séparante d’une surface réglée presque-
compleze réelle (X, c), et T* une composante de RX homéomorphe d un tore. Lorsque RA est munie
d’une orientation complere, s(RANT?) = 0.

Remarquons que cette proposition implique la proposition 3.1, puisque les valeurs de s pour un
ovale positif et un ovale négatif sont opposées.

Démonstration :

D’apreés le principe d’alternance et par définition de s, pour chaque ovale Oy qui intersecte T2
en les points x1, x2, s(x1) + s(z2) = 0. En effectuant la somme sur tous les ovales Oy, on obtient le
résultat. [
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Premiere partie
Forme d’intersection tordue et extension de
la congruence d’Arnol’d

L’objectif de cette partie est de donner une nouvelle démonstration de la congruence d’Arnol’d,
qui permet de généraliser celle-ci aux courbes séparantes des variétés presques-complexes réelles de
dimension 4. Il s’avere que cette généralisation couvre en outre des résultats antérieurs de Rokhlin,
Mishachev, Zvonilov et Mikhalkin.

Remarquons que ce résultat n’est valable que pour les courbes parce que I’hypothese d’étre
séparante est essentielle, et qu’une notion de variété séparante généralisant la notion de courbes
séparante n’est pas encore connue. Toutefois, le principal outil utilisé est valable en toute dimension,
et est donc donné sans restriction sur celle-ci : c’est la forme d’intersection tordue présentée dans
le §1. Le principal résultat est donné dans le §2, et enfin le §3 donne quelques compléments a ce
résultat.

4 Forme d’intersection tordue

Dans ce premier paragraphe, X désigne une variété compacte orientée de classe C'! et de di-
mension 2n (n € N*), munie d’une involution ¢ de classe C'1.

Si [ est un entier pair, on s’apercoit que la forme d’intersection tordue z — o c.(x) définie sur
H,(X;Z) passe au quotient en une application ¢. : H,(X;Z)RZ/IZ — Z/2lZ, parce-que si &, h €
H,(X;Z), (x+1h)ocz+1h) = vocy(a) +(hocdz) +xocih))+*hoc.(h) = zoc(r) mod (20).
Ce fait est toutefois remarquable, puisque H,,(X;Z)® Z/IZ est un sous-groupe de H,(X;Z/IZ), et
que l'application z — z o c.(z) de H,,(X;Z/IZ) n’est définie que modulo .

L’objet de ce paragraphe est de montrer I’existence d’une forme quadratique P. : H,(X;Z/IZ) —
Z/2lZ adaptée a la forme d’intersection tordue z — x o c,.(2) et qui étend cette application ¢.. Ceci
ne sera fait que sous ’hypothese supplémentaire que la sous-variété X° des points fixes de ¢ est
de dimension inférieure ou égale a n, ce qui est le cas des applications J-antiholomorphes sur les
variétés presque-complexes.

Toutes les chaines et les cycles considérés dans cette partie sont a coefficients entiers. Ainsi, un
cycle modulo | est une chaine entiere dont le bord est un multiple de [, il définit donc un véritable
cycle lorsque le groupe des coefficients est réduit a Z/IZ.

4.1 Triangulations générales, et la forme P’

Soit 7 une triangulation de classe C'!' de X, c’est-a-dire un homéomorphisme de classe C'' d’un
complexe simplicial dans X, dont Iapplication tangente est en tout point injective (v. [24], p.76).
Notons ¢(7) la triangulation dont les cellules sont les images par ¢ des cellules de 7.

La triangulation 7 sera appelée n-générale ou plus simplement générale si I'intersection des
cellules ¢} de dimension p de 7 avec les cellules c(o?) de c(7) est vide si p+ ¢ < dim(X), et

transverse si p4 ¢ = dim(X). Sous cette condition, les indices d’intersection ot o C(U?n_p) sont bien
définis et satisfont (v. [36] p.422, ou [19] p.169):
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Lemme 4.1 Soient 7 une triangulation générale de X, AP une chaine de dimension p de 7, et
B?"=P*! ype chaine de dimension 2n — p+ 1 de c(7). Alors,

AP 0 QB P = (_1)PQAP o B PHL O

Soient [ un entier naturel et A" un n-cycle de 7 modulo [, on pose PI(A") = A" o ¢(A")

mod (21).

Proposition 4.2 Sil est un entier pair, Uapplication P] passe au quotient en une application

H,(X;Z./IT) — Z./2IZ.

Cette application sera également notée PJ.

Démonstration :

Il s’agit de montrer que si A} et A% sont deux cycles modulo [ de 7 qui sont homologues, alors
PI(AT) et PI(AL) sont égaux -modulo 2I-.

Soient donc A7, D"™! deux chaines entieres de 7 telles que A} = D™, Soient également
Bt (™ deux autres chaines entieres, et AY = AP 4+ dB"*t! + [C™. 1l suffit de montrer que
AL oc(A3) = AT o c(AT) mod (20). On a

Afoc(AY) = Al oc(A7) +1(C™ o (c(A}) + dc(B™ 1)) + (AT + dB" ) o c(C™))
H2C™ 0 ¢(C™) + A7 0 9e(B"TH) + 0B o (c(AT) + dc(B™T)).

Or I? = 0 mod (2!) puisque { est pair. D’autre part, d’apres le lemme 4.1, A7 o dc(B™*!) =
(—1)"9 AT o (B et BT o (c(AT) +dc(B™)) = (—=1)" 1B+ 0 9c(AT). Enfin, puisque c agit
comme %1 sur la forme d’intersection, et que celle-ci est soit symétrique, soit antisymétrique, on a
Bl o ¢(D"71) = D"t oe(B™) mod (2), et C" o (c(A7) + de(B"T1)) = (A7 + 9B 1) o ¢(C™)

mod (2). Le résultat en découle. O

Rappelons la regle d’orientation provenant de la formule de Stokes: si M est une variété orientée,
lorientation de 9M est définie en tout point 2 € M de sorte qu'un vecteur normal sortant de M
en z, suivi d’une base directe de T,0M forme une base directe de T, M. Rappelons également que
si T1 et T sont deux sous-espaces vectoriels orientés transverses de dimension n + 1 d’un R-espace
vectoriel orienté V' de dimension 2n + 1, et Sy, S deux supplémentaires de T7 N1y dans T} et 15
respectivement, orientés de sorte que T; = (T1N7T3) & S; en tant qu’espaces vectoriels orientés, alors
Ty N'T5 est orienté de sorte que V' = (11 NT3) & S1 & Sy en tant qu’espace vectoriel orienté.

Lemme 4.3 Soient T1, Ty deux sous-espaces vectoriels orientés transverses de dimension n
d’un espace vectoriel orienté V' de dimension 2n. Notons Ty = Ty x [0, +oc[, Ty = Ty x [0, +o0],
V =V x[0,400], et orientons ces espaces de sorte que 0T; =T; et OV =V. Enax € T1NTy, on a:

(T o T»)(x) = 0Ty oy Tz(x). O
C’est une version locale de la formule (9.1) de [18] (p.8).

16



4.2 La forme quadratique P,

Théoréme 4.4 Soit X une variété compacte orientée de classe C' et de dimension 2n, et ¢

une involution de classe C' sur X, telle que dim(X°) < n. Pour tout entier pair l, il exviste une
application P. : H,(X;Z/IZ) — Z /27 telle que le diagramme

H.(X;Z)® Z]IZ
qdc
lredl

P.
H,(X;Z)IZ)  —= Z/2IZ

soit commutatif. Cette application est définie par la propriété suivante : si A" est un cycle simplicial
modulo [, transverse a son image par ¢, alors P.([A"]) = A" o ¢(A™) mod (2[).

Commencons par donner deux résultats qui seront essentiels dans la démonstration de ce théo-
reme.

Lemme 4.5 Soit X une variété compacte orientée de classe C' et de dimension 2n, munie
d’une involution ¢ de classe C! satisfaisant dim(X¢) < n. Alors (X, c) posséde une triangulation
générale.

Démonstration :

Munissons X d’une triangulation 7 de classe C'! quelconque (une telle triangulation existe,
v. [24] p.101), et fixons une numérotation sq,...,sy de ses simplexes, dans l'ordre croissant des
dimensions. Nous allons construire un champ de vecteurs ¢ de classe C'!' sur X, de sorte qu’en
décalant 7 a 'aide du flot ¢; associé a &, ceci pendant un temps suffisament court, on obtienne
une triangulation générale. Ce champ de vecteurs va étre construit par récurence, simplexe apres
simplexe.

Commencons donc par s, c’est un point. Pour que ¢;(s1) soit distinct de son image par c,
il suffit de choisir |5, quelconque non nul dans le fibré normal & X° dans X si s € X¢, et £,
quelconque sinon.

Supposons & présent & construit de facon C' sur la réunion s; U --- U s,_; de sorte que
&e(s1), ..., O1(s,—1) satisfassent aux conditions de triangulation générale pour ¢ suffisament petit.
Construisons £ sur s,.

D’apres ’hypothese faite sur la numérotation des simplexes, & est déja construit sur Js,, et
il s’agit donc d’étendre ce champ & s, tout entier. Cette extension doit étre choisie de facon C',
de sorte que ¢;(s,) n’intersecte pas les cellules ¢(¢¢(s1)), ..., c(¢e(s-—1)) qui sont de dimensions
< 2n —dim(s,), et intersecte transversalement celles qui sont de dimension 2n — dim(s,). Comme
le bord de ¢;(s,) est par construction disjoint de ces cellules, et qu’elles forment un nombre fini
de sous-variétés & bord “anguleux” de X, le théoreme de transversalité de Thom assure que parmi
tous les prolongements de &, ceux ayant cette propriété forment un ouvert dense. Cependant, si
dim(s,) < n, il faut en outre que ¢;(s,) intersecte transversalement son image par ¢, en particulier
ne l'intersecte pas si dim(s,) < n. D’aprés le théoreme de transversalité de Thom, le prolongement
de £ peut étre choisi de sorte que ¢(s,) intersecte transversalement X¢, et puisque dim(X¢) < n
on peut supposer qu’en les éventuels points d’intersection ¢;(s,) est transverse a son image par c.
Fixons un tel prolongement, les points d’intersections de ¢;(s,) avec X ¢ sont alors isolés. Privons s,
d’un voisinage V' de ces points, et composons le plongement ¢;(s,. \ V) — X\ X¢ avec la projection
X\ X¢—= (X\ X9/c. Dapres le théoreme d’immersion de Whitney, cette application peut étre
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perturbée en une immersion qui est injective si dim(s,) < n, et dont les points d’autointersection
sont des points doubles ordinaires si dim(s,) = n. En relevant cette perturbation a X, on en déduit
un prolongement de £ & s, satisfaisant I’hypothese de récurence.

On peut donc finalement conclure qu’il n’y a pas d’obstruction a construire un tel champ £ sur
X tout entier, et par suite que X possede une triangulation générale. [

Proposition 4.6 Soit X une variété compacte orientée de classe C! et de dimension 2n, munie
d’une involution ¢ de classe C! telle que dim(X°¢) < n. Soient | un entier pair, et 1, T deux
triangulations générales sur X. Alors Pt = P22,

Démonstration :

La variété X = X x [1,2] a pour bord X = X x {2} — X x {1}. Equipons X x {k} de
la triangulation 7%, & € {1,2}, et prolongeons cette triangulation de fagon quelconque en une
triangulation 7 de classe C* sur X (v. [24] théoréme 10.6). Munissons la variété X de Pinvolution
¢ = ¢ X id. En procédant exactement de la méme facon que dans le lemme 4.5, on s’apercoit que
quitte a décaler 7 a 'aide du flot associé a un champ de vecteurs de )~(, on peut supposer que

Pintersection de toute cellule of de 7 avec une cellule ¢(o?) de ¢(7) est transverse si p+¢ = 2n+1,

et est vide si p+ ¢ < 2n+ 1, sauf si p = ¢ = n et si o7, O'? sont égales et intersectent X%, Dans ce

dernier cas, on peut supposer que ¢ Ne¢(ol) C )?5 que l'intersection de o} avec X ¢ est transverse
et qu’en un tel point d’intersection z, la somme T,07" 4+ T,c(0”) est directe et forme un sous-espace
H, C T,X de codimension L, qui ne contient aucun espace tangent a des cellules de dimension
n+1lder adjascentes a o autre que ceux des cellules de X lorsque z € dX.

Supposons done (X ¢) munie d’une triangulation 7 ayant ces propriétés, et considérons deux
chaines entieres AT, A% qui sont des n-cycles modulo [ de (X, 1) et (X, 72) respectivement, réalisant
la méme classe d’homologie de H,,(X; Z/IZ). Soient B"*!, ™ deux chaines entitres de (X, 7) telles
que 0Bt = AL — A7 4+ IC™ et qu’aucune cellule de dimension n 4 1 de Bt n’est incluse dans
dX.

La chaine B"*! réalise une classe d’homologie dans H,11(B"*!, dB"!; Z). Suivant [6] (p.340),
Iintersection B™*1 o ¢(B"*!) réalise une classe d’homologie dans Hy(B"*t! N ¢(B™*t1) (aB"1 N

By U (B" N dc(B™*1)); Z). En particulier, le bord de cette classe d’homologie est nul dans
Ho((0B" ' ne(B™)) U (B*T Nde(B™)); Z) = Ho((B" T Ne(B*)) U (B"H N de(B™)); Z).

Or, d’apres les hypotheses faites sur 7, ce bord peut étre calculé géométriquement et provient des
points d’intersection de A} (resp. A7) avec ¢(A7) (resp. ¢(A})) et des points d’intersection de (C™
(resp. c¢(IC™)) avec ¢(B™*1) (resp. B"t1).

D’apres le lemme 4.3, la contribution au bord de B"*! o ¢(B"*1) de A7 et A} est PT2(A}) —
PI(AT) (Vorientation de X X {1} est opposée a celle de X). Par ailleurs, les points d’intersection
de O™ avec ¢(B"!) exterieurs & X? sont couplés par ¢ et leur contribution est donc nulle modulo
2[, puisque ces points sont multiples de [. Il reste a considérer le cas d’une cellule o™ de C™ qui
intersecte X en x ¢ dX. Dans ce cas, ¢ est un point d’intersection de o™ avec c(¢") et d’apres les
hypotheses faites sur 7, H, = T,0" @ T,c(c") est de codimension 1 dans T, X. Ce sous-espace H,
sépare T, X en deux dem1 espaces X1 et X5, et on note T1 T.B" N X1 et T2 T,.B"t N X2
Il existe deux entiers t{,%s tels que 8T1 =T, 0" 8T2 = tT.0", et t1 + 12 =0 mod ({). D’apres
le lemme 4.3, la contribution en x au bord de B”"‘1 o ¢(B™*1) est donc (12 — t2)T,0" 0 Tpe(a™) =0
mod (2/). Finalement,

0=0(B" oc(B"h)) = PR2(A5) — PI*(A}) mod (2() O
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Démonstration du théoréme 4.4 :

Choisissons une triangulation générale 7 sur X, qui existe d’apres le lemme 4.5, et posons
P. = PI. D’apres la proposition 4.6, cette définition est indépendante du choix de la triangulation
générale, et il est clair que cette application prolonge 'application ¢.. Si A™ est un cycle simplicial
de X transverse a son image par ¢, alors la triangulation dont provient A™ peut étre décalée comme
dans le lemme 4.5 en une triangulation générale 7 équipée d’un n-cycle A” approximant A™. On a

alors: P.([A"]) = PT(A?) = A” o ¢(A?) = A" o ¢(A™) mod (2). O

4.3 Quelques propriétés de la forme P,
Les propriétés suivantes sont faciles a vérifier:

Proposition 4.7 Soient X une variété compacte munie d’une involution ¢ satisfaisant les hy-
pothéses du théoréme 4.4, et | un entier pair.

1. Sia,b € Hy(X;Z/IZ), alors P.(a 4+ b) = Pela) + Pe(b) + i(a o ci(b)) ou ¢ est Uinjection
L)L — L2AL; el si X € LI, Po(Aa) = A2P.(a) € Z/2IL.

2. St a € Hy(X;Z/)2lZ), P.(p(a)) = aocila) ou p: H(X;Z/2lZ) — H,(X;Z/IZ) est la

réduction modulo 1.

3. Sia € H,(X;ZJIZ), alors a o c(a) = P.(a) mod (1), et P.(a) = ¢P.(cxla)), ot ¢ = +1 ou

—1 selon que ¢ préserve lorientation de X ou non. [

En particulier, P. est une forme quadratique adaptée a la forme bilinéaire d’intersection tor-
due, et pour déterminer cette forme il suffit donc de la calculer sur une famille génératrice de

H, (X Z/IT).

5 Extension de la congruence d’Arnol’d

Dans toute la suite de cette partie, X désigne une variété presque-complexe compacte de dimen-
sion 4, munie d’une structure réelle ¢ et de ’orientation induite par la structure presque-complexe.

5.1 La fonction ind et son intégrale.

Soient A une courbe J-holomorphe réelle séparante de X, et AT une partie de A \ RA dont
le bord est RA. Comme AT est orientée par la structure J-holomorphe de A, elle induit une
orientation complexe sur RA que 'on fixe. Fixons [ € N un diviseur de [RA], c’est-a-dire un entier
tel que I’équation [z = [RA] possede une solution z dans Hi(R.X;Z). Lorsque [RA] = 0, on choisit
[ = 0; sinon, on choisit [ aussi grand que possible. Soit ([Req], ..., [Rey]) une base de H1(RX;Z),
et s1,...,sy des entiers tels que [RA] = 125\;1 si[Re;] € H1(RX;Z). Remarquons que lorsque
H{(RX;Z) n’a pas de torsion d’ordre [, la classe Zf\; s;[Re;] est uniquement définie par [, et par
la classe [R A]. Dans le cas contraire, cette classe n’est pas définie de maniere unique par [ et [RA],
et elle est donc choisie arbitrairement.

Lemme 5.1 ] existe une famille de courbe lisses orientées disjointes (A;);ej de RX, chacune
soit disjointe de RA, soit incluse dans RA, ainsi qu’une famille d’entiers (u;);ey tels que:

N
> uiln] = siRei] € Hy(RX;Z)
]EJ =1
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Démonstration :

La classe Zf\;l si[Re;] est réalisée par une sous variété orientée A de dimension 1 de RX. Soit
C' une composante connexe de RA incluse dans une composante connexe RX; de RX. Si (' est
bilatere, quitte a relever C', RA et A dans le revétement double d’orientation RY; de RX; lorsque
R X; n’est pas orientable, 'indice d’intersection C' o A est un entier, et C'o A = %C’ oRA=0. Par
conséquent, quitte a effectuer une chirurgie sur A, on peut supposer que A n’intersecte pas C':

( A
@\{M - b

Si C' est unilatere, chaque paire de points d’intersection -transverse- entre C' et A peut étre
supprimée par une chirurgie analogue a la précédente. S’il reste un point d’intersection, on remplace
A par A’UC comme indiqué sur la figure suivante:

A A

Le résultat en découle. O

Les courbes données par le lemme 5.1 peuvent étre supposées connexes, et les entiers s; premiers
entre eux. Fixons un tel choix de courbes. La réunion RAU U;cjA; est une sous-variété de RX,
et on note {Cy, k € K} I’ensemble des composantes connexes de son complémentaire dans RX.
Lorsqu’une composante RX; de RX est orientable, elle est munie d’une orientation quelconque et
les composantes C incluses dans R X; sont munies de 'orientation induite. Les autres composantes
(', orientables sont munies d’orientations quelconques.

Lemme 5.2 [l existe une famille d’entiers (ci)rex telle que ¢, = 0 si Cy n'est pas orientable,
et (X per ekCr) = 12 iy ujAj — RA. De plus, sicy el ¢, sont deux telles familles, alors ¢}, — ¢y,
est constant sur chaque composante connexe de RX, et nul lorsque cette composante est
non-orientable.

Démonstration :
Considérons les morphismes

HQ(RX7 RAU U]‘GJ/\]‘; Z) — Hl(RAU U]‘GJ/\]‘; Z) — Hl(RX; Z)
extraits de la suite exacte longue associée a la paire (RX,RAU UjesA;). Comme 'image de la
classe [ 3 c ; u;[A;] —[RA] de Hi (RAUU e A;; Z) est nulle dans Hy (RX;Z), il existe un élément de

Hy(RX,RAUU; e g 5 Z) qui releve cette classe. Or espace Hy (RX,RAUU ¢ A5 Z) est engendré par
les classes d’homologies relatives des composantes orientées Cg, on en déduit 'existence d’une famille
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d’entiers (cx)rex satisfaisant le lemme 5.2. Si (¢})rex est une autre famille d’entiers satisfaisant ce
lemme, alors on considere les morphismes

Hy(RX;Z) = Hy(RX,RAUUjeg A3 Z) = Hi (RAU Uje A Z)

extraits de la suite exacte longue associée a la paire (RX,RAU U;esA;). L'image de la classe
Y orer (¢ —cx)[Cr] de Hy(RX,RAUU e )5 Z) est nulle dans Hi (RAUU )5 Z), et il existe donc
un élément de Hy(R.X;Z) qui releve cette classe. Comme 'espace Hy(R.X';Z) est engendré par les
classes d’homologies des composantes orientables de R X, on en déduit le résultat. [

Soit (cx)rex une famille d’entiers donnée par le lemme 5.2, choisie arbitrairement. On associe
la fonction ind définie sur RX a valeur dans Z en posant ind(z) = ¢ si @ € C, et ind(z) = 0 si
x e RAU U]‘GJ/\]‘.

La somme ), c2x(C%) est alors indépendante du choix des orientations des parties C, et elle
est notée fRXind2 dy (c’est l'intégrale de la fonction ind? sur RX, la mesure étant donnée par la
caractéristique d’Euler, v. [34] pour une présentation de ces intégrales). Par contre, cette intégrale
dépend du choix des entiers cg. Si (¢} )rek est une autre famille d’entiers, d’apres le lemme 5.2, pour
chacune des composantes orientables RX; de RX, il existe un entier n; tel que pour tout k € K,
cz = cr+n; si Cy C RX;. Notons N le nombre total de composantes orientables de RX, I'intégrale
de la fonction ind” associée & la famille (¢ )gex satisfait:

N N
ind’)?dy :/ ind)%dy + 2 nz/ ind dy + n?y(RX;
[ = [ o) S, Do ni(®)

Exemples:

1. Si X = CP? est muni de la conjugaison complexe, et A est une courbe réelle séparante de degré
pair de CP?%, I’entier [ peut étre choisi nul et I’ensemble .J vide. Dans ce cas, {C), k € K}
est I’ensemble des composantes de RP?\RA, et ind est la fonction utilisée par Viro dans [34]
pour énoncer la formule de Rokhlin.

2. Si X = CP! x CP' est muni du produit des conjugaisons complexes, et A est une courbe
réelle séparante de bidegré (a,b). Notons (ey, e3) la base standard de Hi(RP' x RP';Z), il
existe des entiers [, sq, 53 tels que [RA] = [(s1e1 + sg€z), et tels que s, sp sont premiers entre
eux. Si (s1,s2) # (0,0), Pensemble (X;);es peut étre réalisé par une composante A de RA de
classe £(s1€1 + sge2). Choisissons alors la famille (¢i)rex de sorte que ¢, = 0 d’un c6té de A
(c’est-a-dire pour une partie C'y ayant A dans son bord). Dans ce cas, la fonction ind réduite
modulo [ est la fonction utilisée par Mikhalkin dans [22] pour écrire ses congruences (v. [22]
théoremes 5.5, 5.7, 5.8 et 5.9 et 6.1d).

5.2 Résultat principal

Théoréme 5.3 Soient X une variété presque-complexe compacte de dimension 4 munie d’une
structure réelle ¢, et A une courbe J-holomorphe réelle séparante de X . Soit A; € Z3(X;Z/IZ) le
2-cycle AY + 37, i cxCh. Alors sil est pair, P.([A]]) = — fRXind2 dx mod (21), et sil est impair,
[A] o e.[A]] = = Jp yind®dx mod (I).
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Corollaire 5.4 Soient X une variété presque-complexe compacte de dimension 4 munie d’une
structure réelle ¢, et A une courbe .J-holomorphe réelle séparante de X, telle que [RA] = 0 €
Hy{(RX;Z/2Z). Soit C' une partie de RX \ RA telle que 0C' = RA mod (2). En notant A; €
Zo( X5 Z)27) le cycle AT +C, on a:

P.(A;)) = —x(C) mod (4).

Remarque:

Le théoreme 5.3 couvre le résultat de Zvonilov [39], qui correspond au cas ou [ est nul.

Lorsque [ est impair, la congruence donnée par le théoreme 5.3 semble plus faible que dans
le cas ou [ est pair, puisque le résultat est modulo [ et non modulo 2[. Toutefois dans ce cas, une
congruence modulo 2/ équivaut & la donnée d’une congruence modulo [ et d’une congruence modulo
2. Or la valeur modulo 2 de fRXind2 dx est la caractéristique d’Euler de la réunion des parties C},
pour lesquelles ¢ est impair.

Démonstration du corollaire 5.4 :

Si la partie C' est orientable, ce corollaire découle immédiatement du théoreme 5.3, des que
l’on choisit ¢z = 0 ou 1 selon que Cpy NC = 0 ou O} C C. En effet, avec ce choix d’entiers,
Jexind® dy = 3 4e i X (Cr) = X(C).

Si €' n’est pas orientable, c’est également une conséquence du théoreme 5.3 si 'on inclut dans
le choix des courbes (A;);ecs des courbes intérieures & C' qui découpent cette surface en une surface
orientable. [J

Démonstration du théoréme 5.3 :

Choisissons une section ¢ de classe C'' de TRX, transverse a la section nulle et dont la restriction
a RAUUjesA; ne s’annule pas, est tangente a cette courbe et compatible 'orientation de RA.
Prolongeons alors J¢ en un champ de vecteur de classe C'' sur X tout entier, et notons ¢; le flot
associé. Lorsque ¢ est suffisament petit, les seuls points d’intersections du cycle ¢;(.A;) avec son
image par ¢ proviennent des zéros du champ de vecteurs ¢, et ce cycle ¢;(.A;) est transverse a son
image par ¢ en ces points. Or sur chaque partie C}, la somme des indices des zéros de ¢ vaut x(Ck).
Comme la multiplicité de C} dans A; est ¢, il en résulte que ¢;(A;) o c((bt(Al)) ==>,ax(Cy) =
— fRXind2 dx. Le résultat découle alors du théoreme 4.4. O

5.3 Applications
5.3.1 Les surfaces de Del Pezzo

Supposons que (X, ¢) est le plan projectif éclaté en N points réels distincts, comme par exemple
les surfaces maximales de degrés un et trois de CP? (N = 0 et N = 6), ou I'intersection compléte
maximale de deux quadriques de CP* (N = 5). Dans ce cas, le morphisme ¢, agit comme —id sur
Hy(X;Z) = ZN*! et RX = #(N 4 1)RP2 Notons eg une droite réelle de CP? ne passant pas
par les points éclatés, et eq,...,en les diviseurs exceptionnels au-dessus de ces points. Fixons des
moitiés e;»" de €;, dont le bord est Re;. Ces moitiés induisent des orientations complexes sur Re; que
I’on fixe également.

Soit A une courbe algébrique réelle séparante lisse de X, et AT une moitié de A de bord RA.
Cette moitié équipe RA d’une orientation complexe que 'on fixe. Notons [, a;, s; des entiers tels

que [A] = SN ailes] € Hy(X;Z) et [RA]= 1SN, si[Re;] € H (RX;Z).

22



Lemme 5.5

N N
[A*] = lz silef]1+) ai — lsi [ei] € Hy(X,RX;Z)

Démonstration :

Par hypothese, le bord de AT — lZfVO :[ef] est nul dans Hy(RX;Z). 1l existe donc des en-

tiers v; tels que [AT] = lZZ o siled ]+ vaovz e;]]. Or [A1] — e, [AT] = [4] = Zﬁo a;le;], et donc
=ls; + 2v;, d’ou le résultat. O

Soit (A;);es une famille de courbes et (u;);es une famille d’entiers donnés par le lemme 5.1, de
sorte que ZjeJ u;[A;] = Zﬁo si[Re;] € H1(RX;Z). Soit alors (cx)rex une famille d’entiers donnée

par le lemme 5.2, et ind la fonction de RX associée.

Proposition 5.6 Sil est pair,

— 2 R PRV
/innd2 dy = (4o 4180) — Z (a 4182) mod (21)

=1

En particulier, si C' est la réunion des parties Cy pour lesquelles ¢, est impair,

(a —ls N
vy = o tool s la s BT g

=1

Démonstration de la proposition 5.6 :

I existe une chaine A% tels que IAT = 37, ;u;Aj, et [AT] = SV silef] € Hy(X,RX;Z). Le
cycle A; — (AT est donc un cycle entier qui releve A;. Or d’apres le lemme 5.5, la classe d’homologie
de ce cycle est ZZ o a’;ls’[ ] € Ha(X;Z). Le résultat découle donc du théoreme 5.3. O

Remarque:

En fait, la méme démarche permet d’obtenir un résultat analogue a celui de la proposition
5.6 dans n’importe quelle surface obtenue & partir de CP? par une suite d’éclatements de points
réels. Par conséquent, cette proposition fournit un résultat pour les courbes planes réelles ayant des
singularités réelles. Une généralisation de la congruence d’Arnol’d pour ce type de courbes a déja
été obtenue dans [15].

5.3.2 Les surfaces réglées presque-complexes séparantes

Soit A une courbe J-holomorphe réelle séparante de X, ot X est une surface réglée séparante
(v. §2.1 pour une définition). Fixons une moitié A% de A, de bord RA, et fixons I'orientation sur
RA induite par A1, Soient a,b,l,s; et t; des entiers tels que [A] = a[v] + ble] € Ho(X;Z), et
[RA] =13 (si[Ro] + t;[Re]) € Hi(RX;Z) ou Re; = ReNRX;. Lorsque [ est nul, s; et ¢; sont
également choisis nuls.

Lemme 5.7 L’entier t; est indépendant de i € I, et en notant t =t; et s = Y . ;5; € /2,
on a:

y b— It
(A =13 sl ] + Utfe ]+“25[v]+ -l € Hy(X,RX;Z)
el
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Démonstration :

Considérons les morphismes Hy(RX;Z) — H,(X;Z) 23 Hy(B;Z). Puisque RA = A, Pimage
de [RA] est nulle dans Hy(B;Z), et puisque Rv; = dv}f, cette image vaut 13 crtip<[Re;]. Comme
le noyau du morphisme H{(RB;Z) — H;(B;Z) est engendré par [RB], on en déduit que ¢; est
indépendant de ¢ € 1.

Le bord de A* — 13, si[v}] — lt[eT] est homologue & zéro dans H; (RX;Z), donc il existe des
entiers vy, v9 tels que

(AT =1 sifo} )+ it[e] + vi[v] + vo[e] € Hy (X, RX;Z)
el

Or [AT] — c.[AT] = [A4], Aot @ = Is + 2v; et b= [t + 20, et le résultat. O

Fixons une famille (A;);es de courbes, et une famille (u;);e; d’entiers donnés par le lemme
5.1, tels que ZjeJ w;[A;] = > ier(siRu] 4+ t:[Re]) € Hi(RX;Z). Soit (cx)rex une famille d’entiers
donnée par le lemme 5.2, et ind la fonction définie sur R X associée.

Proposition 5.8 Sil est pair,

1 h
/ ind*dy = =(b—{t)(a+Is+ = (b—1t)) mod (20)
RX 2 2

En particulier, si C' est la réunion des parties C', pour lesquelles cj est impair,
1 h
X(C) = 5(b =) (a+Is+ (b= 1)) mod (4)

Remarque:

Lorsque X = CP! x CP!, la section e est choisie holomorphe de carré d’intersection nul, de
sorte que h = 0, et ce théoreme couvre les congruences obtenues par Mikhalkin (v. [22] théoremes
5.5,5.7,5.8 et 5.9 et 6.1d).

Démonstration :
Il existe une chaine A% de X telle que OAT = 37 ;u;d;, et [AY] = 37, ; s;[vf] + t[et] €
H3(X,RX;Z). Le cycle A; — [AT est donc un cycle entier qui releve A;. Or d’apres le lemme 5.7,

b=lt[e]. Le résultat découle done du théoreme 5.3. O

la classe d’homologie de ce cycle est “_2—15[1}] + 5

Donnons a présent quelques applications de ce résultat:

Proposition 5.9 Soit A une courbe J-holomorphe réelle de classe a[v] + 4[e] d’une surface
réglée séparante X de partie réelle connexe.

Supposons que RX est un tore, el que le schéma réel de A est constitué de deux composantes
de classe (s, 1) ainsi que de p et q ovales se situant de part et d’autre de ces composantes. Alors :

1. Lorsque 2s = a+ h mod (4) et que p=q+2 mod (4), la courbe A n’est pas séparante. En
particulier, il n'existe pas de courbe maximale ayant ce schéma réel.

2. Lorsque 2s = a + h 4+ 2 mod (4) et que la courbe est séparante, [RA] = 0 € H1(RX;Z) si
p=¢q mod (4), et [RA] = £2(s,1) € H1(RX;Z) si p=¢+2 mod (4).
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Supposons a présent que RX est une bouteille de Klein, et que le schéma réel de A est constitué
d’une composante de nombre d’enroulement £2 ainsi que de p et q ovales se situant de part et
d’autre de cette composante, ou q est le nombre d’ovales se situant dans le ruban de Meabius dont
U’ame est homologue a Re. Alors, sip=a—h+ q mod (4), la courbe A n’est pas séparante. En
particulier, il n'existe pas de courbes mazximales ayant ce schéma réel.

O ... O povales
/_\\/

q ovales /\
N —

Tore Bouteille de Klein

Remarques:

Lorsque RX est un tore et que X = CP! x CP!, la partie 1 se déduit des résultats antérieurs
de Mikhalkin (v. [22]). De méme dans la partie 2, le fait que [RA] =0 € H;(RX;Z) implique que
p=¢ mod (4) peut se déduire de la formule de Zvonilov (v. [39]).

Remarquons par ailleurs que la méme démarche permet d’obtenir un résultat analogue pour les
courbes de classe (a,b) avec a, b pairs, dont la partie réelle contient (b — 2) composantes de classe

+(s,1).

Démonstration :

La proposition 5.8 s’applique avec b = 4 et ¢t = £1. Par conséquent, lorsque RX est un tore,
X(C)=a+2s+h mod (4) sil =242, et x(C) =0 mod (4)si l=0,0u x(C)=p—qg=q—7p
mod (4).

Ainsi, lorsque ¢ +2s+ h =0 mod (4) et que p = ¢+ 2 mod (4), la courbe ne peut pas étre
séparante; et lorsque a +2s+h = 2 mod (4), p = ¢ mod (4) impose que [ = 0, et p = ¢+ 2
mod (4) impose que [ = £2.

Si RX est une bouteille de Klein, alors { = +2 et x(C) = p—q¢ = ¢—p+ 2 mod (4). La
proposition 5.8 fournit la relation p — ¢ =a+ h mod (4), d’ou le résultat puisque h est impair. O

Proposition 5.10 Soit A une courbe .J-holomorphe réelle de classe a[v] + 6[e] d’une surface
réglée séparante X de partie réelle connexe.

Supposons que RX est un tore, el que le schéma réel de A est constitué de deux composantes
de classe +(s,2) ainsi que de p et ¢ ovales se situant de part et d’autre de ces composantes. Alors,
si la courbe A est séparante, [RA] = 0 € H1(RX;Z) lorsque p = a + h + ¢ mod (4), et [RA] =
+2(s5,2) € H1(RX;Z) lorsque p=a+h+2+ ¢ mod (4).

Supposons a présent que RX est une bouteille de Klein, et que le schéma réel de A est constitué
de deur composantes de nombre d’enroulement +2 (qui séparent RX en un cylindre et deux rubans
de meebius), ainsi que de p ovales se situant dans les rubans de maebius et de ¢ ovales se situant
dans le cylindre. Alors, si p=a—h+q mod (4), la courbe n'est pas séparante. En particulier, il
n’existe pas de courbes maximales ayant ce schéma réel.
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| O... O
O... O O/f?\/> p ovales

707.?.770 77777777 797.7.77@ 77777777 Re

J/ ~_

-

Tore Bouteille de Klein
Démonstration :

La proposition 5.8 s’applique avec b = 6 et t = £2 si RX est un tore, t = £1 si RX est une
bouteille de Klein. Par conséquent, lorsque RX est un tore, x(B) = a+2s+ h mod (4) si | = £2,
et Y(B) =a+h mod (4)sil=0,0u x(B)=p—q¢=q—p mod (4).

Comme s est impair, puisque premier avec ¢ = +2, on en déduit que p = a+ h + ¢ mod (4)
impose que [ =0, et que p=a+ h+2+ ¢ mod (4) impose que [ = £2.

Lorsque RX est une bouteille de Klein, x(B) = p — ¢ mod (4) et la proposition 5.8 fournit la
relation p— ¢ =a+ h mod (4), d’ou le résultat puisque h est impair. O

Proposition 5.11 [l n'existe pas de (M —4)-courbe algébrique réelle séparante de bidegré (8, 8)
sur Uhyperboloide, dont le schéma complexe est:

— =
— =

— =
— =

=
— 40 ovales |

De méme, il n'existe pas de courbe algébrique réelle maximale de classe (8,6) sur la surface réglée
cpr? #(C—Pz, dont le schéma complexe est:

—

y diviseur exceptionnel

— =

19 ovales

Démonstration :

Dans la premiere partie, la proposition 5.8 s’applique avec a = b =8, =6, h = s = 0 et
t = 1. Cette proposition fournit la relation fRXind2 dx =8 mod (12). Or dans le schéma complexe
proposé, fRXind2 dx =40 =4 mod (12), d’ot le résultat.

Dans la seconde partie, la proposition 5.8 s’applique avec @ = 8, b = 6, [ = 4, t = 1 et
h = —1. Cette proposition fournit la relation fRX ind*dy = 7 mod (8). Or dans le schéma complexe
proposé, fRXind2 dx =19=3 mod (8), d’ou le résultat. O

6 Compléments

Une courbe J-holomorphe réelle séparante A d’une variété presque-complexe X réelle de di-
mension 4 est dite de torsion si [RA] € Hi(RX;Z) n’est pas un multiple de 2 alors que 2[RA]
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est divisible par 4. Par exemple, soit X une surface réglée séparante telle que RX contienne une
bouteille de Klein, et A une courbe J-holomorphe réelle lisse séparante telle que R A contienne deux
composantes de nombre d’enroulement £1 dans une bouteille de Klein de RX. Cette courbe est
alors de torsion. La classe [R A] n’est donc pas divisible par un entier pair, et la proposition 5.8 ne
s’applique pas directement. Par contre, la classe 2[R A] est divisible par 2/ ou [ est un entier pair,
mais la proposition 5.8 ne fournit alors qu’un résultat modulo 4[. L’objet du §6.1 est de combler
cette lacune et de donner dans ce cas un résultat modulo 8. Dans le §6.2 est obtenu un résultat
analogue a la formule d’orientation complexe de Rokhlin dans le cas de deux courbes séparantes
disjointes, qui peut également dans certains cas renforcer la proposition 5.8.

6.1 Courbes de torsion sur les surfaces réglées

Soit A une courbe J-holomorphe réelle lisse séparante de la surface réglée séparante (X, ¢), et
AT une moitié de A, de bord RA. Munissons RA de ’orientation complexe induite par AT. Notons
[,si,t; les entiers tels que 2[RA] = 213, ;(s:[Rug] + t;[Rej]) € Hi(RX;Z), ot Re; = ReNRX,.
Lorsque [ est nul, les entiers s;,¢; sont également choisis nuls. D’apres le lemme 5.7, I'entier ¢; est
indépendant de ¢ € I, et noté ¢. Par ailleurs, on note s = >, _; 5, € Z/27Z.

Si [ est non nul, on choisit pour chaque ¢z € I une courbe A; dans R.X;, soit disjointe de R A, soit
incluse dans R A, que 'on oriente de sorte que son nombre d’enroulement soit positif. Choisissons
alors une famille (u;);es d’entiers tels que u;[A;] = s;[Rv;]+t;[Re;] € Hi(RX};Z), ainsi qu’une famille
(ck)rex d’entiers donnée par le lemme 5.2, de sorte que 9(>_, cre cxCr) = 20, ; uiAi—2RA. Notons
ind la fonction associée a la famille (cx)rer, et 6 = >,y e(i)u;, ot €(2) = 1si A; est unilatere, incluse
dans RA et de sens opposé a RA, et €(i) = 0 sinon.

Théoréme 6.1 Sil est pair et eoce = —h,
o h
ind*dxy 446 =2(b—lt)(a — s — 5(() —{t)) mod (8])
RX

Un exemple d’application de ce théoreme est :

Corollaire 6.2 [l n'existe pas de courbe algébrique réelle maximale de classe beg + 4ey sur la
surface réglée CP? #(C—PQ, ayant un des schémas complexes suivant :

— —5 o0
ORZ& o83 033

~_ - v R diviseur exceptionnel
/_5 — /_5

Remarque: On a noté ey une droite de CP? ne passant pas par le point éclaté, et e; le diviseur
exceptionel de CP? #(C—PQ. Par ailleurs, le schéma réel de la courbe proposée existe, puisque cette
courbe est obtenue en éclatant une courbe maximale de degré 5 de CP? en un point situé sur un
ovale de cette courbe.

Démonstration :

Le théoreme 6.1 s’applique aveca =5, b=4,s=0,t =1, =2, h = 41, et § = 0. Ce théoreme
fournit donc la relation fRXind2 dx =16 =0 mod (16). Or dans les schémas complexes proposés,
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Jaxind®dx =8 mod (16). O

Démonstration du théoréme 6.1 :

I existe une 2-chaine AT de X telle que JAT = 3, ;uih;, et [AT] = 3. si[vf] + tlet] €
Hy(X,RX;Z). De plus, comme une telle chaine peut étre obtenue par homotopie, a partir d’une
perturbation de la courbe } . ; s;v; 4 te, on peut supposer qu’elle est holomorphe au voisinage de
UierAi.

Posons alors A = 241 + ZkeK crCr — 2IAT. C'est un 2-cycle entier de X dont la classe
d’homologie entiere satisfait [A] — c.[A] = 24 — 2IA = (2a — 2ls)[v] + (2b — 2lt)[e]. Par suite
[A] = (a—Is)[v]+(b—1t)[e], et [A]oca([A]) = h(b—1t)2=2(b—1t)(a—1s) = —2(b—1t)(a—Is—L(b—1t)).

Or on peut effectuer un calcul géométrique de ce nombre d’intersection. Choisissons une section
¢ de classe C'! de TRX, transverse & la section nulle et dont la restriction & RAUU;¢A; ne s’annule
pas, est tangent a cette courbe et compatible avec l'orientation de RA. Perturbons a présent £ de
fagon qu’il soit normal & toute composante bilatere de RA U U;erA;, et qu’il ne soit tangent aux
composantes unilatéres de cette courbe qu’en un unique point. Prolongeons J(£) en un champ défini
sur X tout entier, et notons ¢ le flot associé. Ce prolongement peut étre choisi de sorte que ¢;(.A)
est transverse a son image par ¢ lorsque ¢ est suffisament petit. Les points d’intersection de ¢;(.A)
avec ¢(¢¢(A)) sont alors de trois natures différentes: ce sont soit des points d’intersection entre
&1 (D1 cxCr) et e(d(D) exCk)), provoqués par les zéros du champ &, soit des points d’intersection
entre ¢;(2A1 — 2IA™") et c(¢p:(2AT — 2[AT)) situés en-dehors d’un voisinage de RX, soit de tels
points d’intersection situés dans ce voisinage de RX.

La contribution des points de la premiere catégorie se calcule comme dans la démonstration du
théoreme 5.3, et vaut — fRXind2 dx. La contribution des points de la seconde catégorie est nulle
modulo 8, puisque ces points sont couplés par c. Les points de la troisieme catégorie sont concentrés
au voisinage des points en lesquels £ est tangent a une courbe A; incluse dans R A, et de sens opposé a
cette courbe. D’apres ce qui précede, il y a autant de tels points que de courbes A; unilateres, incluses
dans RA et de sens opposé a RA. Pour calculer la contribution de ces points, il convient d’effectuer
un calcul du nombre d’entrelacement des cycles ¢¢(.A) et ¢(¢:(.A)) dans une sphere centrée en ces
points. Comme ce calcul est local, il peut étre effectué sur un modele qui présente le méme entrelac.
Soit donc d une droite de CP?. Notons d* une moitié de cette droite, de bord Rd, et fixons sur Rd
'orientation induite par dt. Le complémentaire de Rd dans RP? est un disque C' que 1’on oriente
de sorte que 9C' = 2Rd. Notons alors d= = —c¢(d"), et B le cycle 2d* + (ul — 1)C' + 2uld™ ol u et |
sont des entiers. La classe d’homologie de B se calcule comme ci-dessus et vaut (ul+ 1)[d], de sorte
que [B] o c.[B] = —(ul + 1)%. Or dans cet exemple, — fRXind2 dy = —(ul — 1)%, par conséquent, la
contribution recherchée est (ul — 1)? — (ul 4+ 1)? = —4ul, d’oti le résultat. O

6.2 Courbes séparantes disjointes

Théoréme 6.3 Soit (X, c) une variété presque-complexe réelle de dimension quatre telle que
¢ = —id sur Hy(X;Z). Soient Ay, Ay deux courbes J-holomorphes réelles séparantes disjointes de
X, telles qu’il existe deux entiers q1, q2 satisfaisant ¢1[RA1] = 2[RAq] € H1(RX;Z). Soit (ci)rex
une famille d’entiers telle que 0, c;Cr = 2[RAs] — 1[RA], et ind la fonction de RX associée
(v. §5.1). Alors:

. 1
/ ind?dy = Z((h [A] + Q2[A2])2-
RX
Démonstration :
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Notons A = ¢ AT + @A + >, exCr. Comme 2[A] = [A] — .[A] = @1[A1] + ¢2[A2], on a
(4] = L(qu A1) + @l As]) € Ha(X;Z). Par suite, [A]o e.[A] = — L (q1[4,] + g2[42])%. Or ce nombre
d’intersection se calcule géométriquement comme dans le théoreme 5.3 et vaut — fRXind2 dx. D’ou
le résultat. OJ

Corollaire 6.4 Soit A une courbe J-holomorphe réelle séparante de la surface réglée séparante
(X, ), qui n'intersecte pas la section e. Notons e o e = —h, [A] = hb[v] + ble] € Hz:(X;Z) et
supposons que [RA] = l[Re] € Hi(RX;Z). En notant ind la fonction associée au choix d’entiers
(ck)kex décrit dans le théoréme 6.3, on a:

h
/ ind?dy = —(b* — %)
RX 4

Remarque: Lorsque h > 0 et que la section € est J-holomorphe, comme c’est le cas par exemple
dans les surfaces X, = P(Fy & F}), les classes d’homologies réalisées par les courbes irréductibles
autres que e sont de la forme a[v] + b[e] avec @ — hb > 0. Dans le cas éxtremal a = hb, ce corollaire
renforce le résultat donné par le corollaire 5.8.

Démonstration :

Puisque ¢, agit comme —id sur Hy(X;Z), le théoreme 6.3 s’applique avec 4y = A, Ay = e,
q1 = 1let go=1.0r ([A] +{[e])? = (Rb[v] + (b+ D)]e])? = —h(b+ 1)? + 2hb(b+ 1) = h(b* - [%). O
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Deuxieme partie

Courbes J-holomorphes réelles a nids
profonds sur les surfaces presque-complexes
réglées

S. Orevkov a obtenu dans [26] une nouvelle formule d’orientations complexes pour les courbes
planes réelles séparantes dites a nid profond. L’objectif de la premiere moitié de cette partie est
de présenter une nouvelle démonstration de cette formule, qui permet de généraliser celle-ci aux
courbes a nids profonds sur les surfaces réglées, et d’obtenir un analogue de cette formule pour des
courbes réelles séparantes de degré 4k + 1 de CP? possédant quatre nids (v. théoréme 8.5). Plutot
que d’utiliser une formule de Rudolph pour les tresses (v. annexe B), cette démonstration consiste
a utiliser une formule d’adjonction pour des cycles A4 construits au préalable. Cette construction
de cycles permet en outre d’obtenir des inégalités analogues a celles d’Arnol’d [1] ou de Rokhlin
[29] ; ces inégalités sont présentées dans le §9.

7 Les courbes a nids profonds

Soit (X, ¢) une surface presque-complexe réglée réelle séparante (v. §2.1 pour une définition. Pour
simplifier dans la suite, on écrira “surface réglée réelle séparante”) de base séparante B, éclatée
en n points réels appartenant a des fibres distinctes. Ainsi, X est une surface réglée possédant n
fibres singulieres, chacune constituée de deux spheres J-holomorphes exceptionnelles s’intersectant
transversalement en un point.

La famille ([v], [e], [v1], . .., [vs]) forme une base du réseau Hy(X;Z), ou v est une fibre réguliére,
e est une section différentiable réelle fixée de X qui ne passe pas par les points éclatés, et vy,..., v,
sont les n spheres exceptionnelles situées au-dessus des points éclatés. Ces spheres sont incluses
dans les fibres singuliéres et ne rencontrent pas e.

7.1 Courbes a nids profonds et les cycles A,

Une courbe J-holomorphe réelle A de X est dite a nids profonds si toute fibre réelle intersecte
A\ RA en au plus deux points imaginaires conjugués, et si chaque composante de RX possede
une fibre dont tous les points d’intersection avec A sont réels. Lorsque la fibre réelle v se déplace,
les points imaginaires de A N v forment des ovales imaginaires Oy, 1 < ¢t < T, qui sont invariants
par ¢ et intersectent RX en les points ou RA est tangente aux fibres réelles. Plus précisément, la
restriction p~'(RB) du fibré au-dessus de RB est une sous-variété de dimension 3 de X (singuliere
lorsque n > 0), qui intersecte A en la réunion de RA et des ovales O;.

RA RAUUL, O,
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Supposons & présent que A est séparante, et fixons AT une moitié de A\ RA, de bord RA.
Munissons RA de 'orientation complexe induite par A*. Notons Ai (resp. AT) la partie de AT
qui se projette sur Bt (resp. B™). Quitte & déformer un peu A dans X, on peut supposer que les
ovales (Oy)1<¢<T ne rencontrent pas e, et il existe alors dans p~H(RB) des disques D, invariants
par ¢, disjoints de e et tels que dD; = O;. En effet, ces disques sont construits en reliant chaque
couple de points de O; se situant dans une fibre donnée par un segment inclus dans cette fibre et
ne rencontrant pas e. Ces disques peuvent donc étre choisis transverses & RX et totalement réels,
c’est-a-dire de sorte qu’ils ne contiennent aucun espace tangent invariant par .J.

Les surfaces AT — c¢(AT) et AT — ¢(AT) sont des parties de la courbe A, on les munit de
I’orientation induite par la structure presque-complexe de A. Le bord de ces surfaces est exactement
la réunion des ovales Oy, et 'orientation des disques D, est choisie de sorte que les chaines Ay =
AT — c(AD) + ST Diet AL = At — ¢(AT) — 2L, D, sont des cycles entiers. Ces cycles sont
invariants par ¢ et possedent pour seules singularités des “plis” et des points doubles réels. Chacun
de ces points doubles possede un signe correspondant & I’indice d’intersection des deux branches en

ce point, et on note? ﬂ'_l": (resp. 77) le nombre de points doubles négatifs de A, (resp. A_), et 71

(resp. 71 ) le nombre de points doubles positifs. On note également Tt = ﬂ'_l":

I’opposé du nombre algébrique de points doubles.

I - T _ =
7 etnT =7 T

Proposition 7.1 Les cycles Ay, A_ satisfont la formule d’adjonction :
[As] 0 [As] = er(X) o [As] — x(Ax) — 27

ot [Ax] € Hy(X;Z) est la classe d’homologie de Ay, et x(Ay) est la caractéristique d’Fuler d’une
normalisation de Ay .

Tous les résultats du §8 vont essentielement découler de cette proposition, mais auparavant, les
§67.2 et 7.3 sont consacrés a une étude des termes [A4], Y(Ax) et 7%.

Une formule d’adjonction analogue est déja apparue dans [17] et [7], présentons toutefois ici une
démonstration :

Démonstration :

Choisissons un champ £ de vecteurs non nuls tangents aux ovales Oy, et un champ ¢ normal a
ces ovales et tangent aux disques D;. Ces champs sont prolongés aux cycles A, , A_, de sorte qu’ils
soient tangents aux disques Dy, que £ soit tangent aux J-courbes et  normal & ces J-courbes. Ce
prolongement est choisi de sorte que les champs n’aient pas de zéros communs et soient linéairement
indépendants sur C en dehors de leurs zéros. Le produit exterieur ¢ AJ(() forme une section du fibré
vectoriel /\2 T X au-dessus des cycles Ay, A_, qui s’annule en les points ou un des champs s’annule.
Or 'indice d’intersection de cette section avec la section nulle vaut par définition ¢;(X) o [A4]. Cet
indice est la somme des contributions des zéros du champs £ et du champ J(¢). Comme ’orientation
des cycles sur les J-courbes coincide avec 'orientation canonique de celles-ci, et que les disques Dy
sont totalement réels, on s’apercoit que la contribution du champ & est y(Ay), et celle du champ

J(C) est le nombre normal d’Euler v(A4) = [A+] o [A4] + 27F. O

7.2 Calculs de [AL] et y(AL)

Notons a,b, a;,a™, b*, af les entiers tels que [A] = a[v] + ble] — S0, a;[vi] € Hy(X;Z) et
[AL] = a®[v] + bE[e] — S0, af[v;] € Hy(X;Z). Ces entiers satisfont a* +a~ = a, bt +b~ = b et

2. Ces notations sont choisies de fagon a coincider avec celles de [26] dans le cas des courbes planes, & un facteur
2 preés.

32



a;»" + a; = a;. Notons également nT =bF — 1.

Lemme 7.2 Quelle que soit la composante RX; de RX, b* = |n(RA+ NRX,)|, ot n(RALN
RX;) est le nombre d’enroulement de RALNRX;. Si la courbe A est disjointe de e, alors at = hbt;
et si e est J-holomorphe et h = —e o e, alors

card(Re NRAg) < a® — hbt < a — kb — card(Re NRAZ).

(le nombre d’enroulement est défini dans le §2.2.)

Démonstration :

Comme A est a nids profonds, dans chaque composante RX; de RX, il existe une fibre réelle v
dont tous les points d’intersection avec A sont réels. Il en est donc de méme pour les intersections
entre v et Ax. Or [v]o[Ax] = bF, RA4 est transverse aux fibres, et toutes les composantes de RAL
ont un nombre d’enroulement de méme signe = ; par suite, b* = [n(RAL NRX;))|.

Si A est disjointe de e, alors 0 = Ay o e = a™ — hb*, et si e est J-holomorphe, toutes les inter-
sections entre e et A4 sont positives, donc card(ReNRAL) < at —hb*T = ALoe = Aoe— Afoe<
a — hb— card(ReNRA%).0

Notons & présent ¢t (resp. ¢™) le nombre de composantes de RA transverses aux fibres et de

nombre d’enroulement positif (resp. négatif); et notons d* le nombre de composantes irréductibles
de RAL contenant des parties réelles de disques Dy.

O T
o A N -

)

)

N dt =d— =1
> >

RA RA, RA_

Notons également u® (resp. g*) le nombre de composantes connexes (resp. le genre) d’une
+

normalisation de Ay, de sorte que x(Ax) = 2u* — 2¢%.
Lemme 7.3 Si A est une (M — 2r)-courbe J-holomorphe réelle séparante connexe de X et
d* £ 0, les quantités p*, g* satisfont les inégalités :

pt<dt et pt+pT <min(dt,d7)+1
ciggi—l—,ui—di et g++g_§c+—|—c_—|—2r—|—min(d+,d_)—1
(Si d* =0, un des cycles Ay est vide alors que I'autre coincide avec A.)

Démonstration :

Puisque d* # 0 et que A est connexe, chaque point de A4 peut étre relié par un arc de Ay & un
ovale imaginaire Oy, et donc pu* < d*. En appliquant le théoreme de Harnack & une normalisation
de A4, on obtient 4 dE < ,ui + gi.

Enfin, enlever un ovale O; a A a pour effet soit de disconnecter cette courbe, soit de faire dimi-
nuer son genre de un. Or si on enleve tous les ovales Oy associés a une méme composante de RA4 ou
de RA_, seul I’'un d’entre eux peut disconnecter la courbe A, de sorte que u*+p~ < min(d*, d™)+1.
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D’apres 'additivité de la caractéristique d’Euler, x (A4 )+x(A_)—2T = x(A), c’est-a-dire p* +p~ —
gt —g =T =1-g(A),dot gt+g~ = (9(A)+1)-T—-2+pT+p~ < ct+c +2r4+min(dt,d")-1.0

Si X n’a pas de fibre singuliere, c’est-a-dire si n = 0, une courbe J-holomorphe réelle a nids
profonds A de X est dite sous forme normale si les composantes de RA autres que les ovales sont
transverses aux fibres, et si les ovales ne sont tangents aux fibres qu’en deux points.

Lemme 7.4 Sin =0, alors le schéma réel de toute courbe J-holomorphe réelle a nids profonds
de X est réalisé€, quitte a modifier la structure presque-complexe de X, par une courbe sous forme
normale. St de plus chaque fibre réelle de X intersecte les composante de RA autres que les ovales
en au moins b — 2 points, on peut supposer que les ovales ne rencontre pas e, et alors dt = d~
est égal au nombre de composantes connexes de RX contenant des ovales de RA. En particulier, si
RX est connere et que A est mazimale avec d* # 0, y(Ax) = 2 — 2¢*.

Démonstration :

Si la courbe n’est pas sous forme normale, elle possede des “zig-zags”. Quitte a déplacer la
courbe par une isotopie fibrée de la surface, on peut supposer que les zig-zags sont “petits”, c’est-
a-dire voisins d’une fibre réelle. Procédons alors de la méme facon que dans la proposition 3.5.1 de
[26] : localement, dans un voisinage de ce zig-zag, la courbe est conjuguée par un difféomorphisme
équivariant au modele y = 2% — ex de C?, ot € > 0 est petit. Effectuons la chirurgie qui consiste
a remplacer cette partie de la courbe par la courbe conjuguée au modele y = 2> + ex de C?. En
modifiant la structure presque-complexe de X dans ce voisinage, ce recollement peut étre rendu
J-holomorphe, et ainsi les zig-zags sont supprimés et la courbe est sous forme normale.

‘2' — \
ou
5 = /
Si chaque fibre réelle de X intersecte les composante de RA autres que les ovales en au moins
b — 2 points, quitte a effectuer une isotopie le long des fibres, on peut également supposer que les
ovales ne rencontrent pas e. Si A est alors une telle courbe, les ovales O; relient deux a deux les
ovales de RA, donc dt = d~ coincide avec le nombre de composantes de RX contenant des ovales

de RA. Enfin, si A est de plus maximale, si RX est connexe et si d* # 0, d’apres le lemme 7.3,
pt =dt =1, gt = ¢t et donc x(Ay) =2 —2¢5.0

7.3 Les termes 7%

Dans le §7.1 sont définis les termes 7% qui sont 'opposé du nombre algébrique de points doubles
des cycles Ay. Ces termes ne dépendent en fait que du couple orienté (RA,Re) dans RX.

En effet, notons R I’ensemble des points de RX en lesquels RA est tangente aux fibres réelles.
Deux points de R sont dits “consécutifs” s’ils sont reliés par la partie réelle d’un disque D;. La
courbe A satisfait alors la propriété d’alternance (v. §3.2) qui peut étre énoncée comme suit : soient
&o, & deux vecteurs tangents a RA en deux points consécutifs de R, compatibles avec 'orientation
de RA. Alors il existe un champ de vecteurs £ continu qui prolonge ces deux vecteurs, qui est défini
le long de R Dy, qui ne s’annule pas et qui est tangent aux fibres réelles.
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En chaque point d’intersection z entre RD; et R A4, distinct de R, c’est-a~dire en chaque point
double de Ay, 'espace tangent T,RX privé de T,RD; est constitué de deux demi-plans. Posons
€(z) = 41 si &(z) et un vecteur tangent de RAL en z sont situés dans un méme demi-plan, et
e(z) = —1 sinon. Le terme 7% est alors égal & > ¢(z), la somme étant prise sur tous les points
doubles = de Ay. De méme, le terme ﬂ'_l": (resp. 71) est égal au nombre de points doubles de A,
pour lesquels € est positif (resp. négatif), et le terme 7~ (resp. 7)) est égal au nombre de points
doubles de A_ pour lesquels € est positif (resp. négatif). En effet, quitte a effectuer une homotopie
du disque D; dans la restriction du fibré X au-dessus de RB, on peut supposer qu’en chaque point
double z de Ay, D, est tangent a la fibre passant par z. Le signe du point double de A, (resp. de
A_) est alors +1 (resp. —1) si 'orientation du disque coincide avec celle de la fibre, et —1 (resp.
+1) sinon. Or l'orientation du disque D, est déterminée par les vecteurs &y, &, donc par le champ
de vecteurs &, et le résultat provient d’une vérification des quatres cas pouvant se produire.

Il suit de cette nouvelle définition que les termes 7% ne dépendent que du triplet (RX;RA,Re)
a isotopie “fibrée” de RX pres, c’est-a~dire a isotopie de RX qui commute avec la projection sur
la base B. Le but de ce paragraphe est d’étudier dans quelle mesure ces termes sont invariants
par isotopie quelconque de R.X préservant Re, et ne dépendent alors que du schéma complexe du
couple (RA, Re).

Cette étude n’est faite que dans le cas ou X n’a pas de fibre singuliere. La partie réelle RX ne
contient alors que des tores ou des bouteilles de Klein. On suppose de plus que chaque fibre réelle
de X intersecte les composantes de RA autres que les ovales en au moins b — 2 points. D’apres le
lemme 7.4, on peut supposer que A est sous forme normale et que ses ovales ne rencontrent pas e.

Soit donc L une courbe orientée sous forme normale dont les ovales ne rencontrent pas e et satis-
faisant la propriété d’alternance sur un tore ou une bouteille de Klein (L n’est pas nécéssairement
la partie réelle d’une courbe J-holomorphe réelle). Ce tore ou cette bouteille de Klein est muni
d’une structure de fibré en cercle sur S' et d’une section orientée Re. Notons 7 le terme associé A la
courbe L comme ci-dessus, qui est bien défini puisque L satisfait la propriété d’alternance. Ainsi, si
L =RA,alors 7 = 7t + 77, et si L est constituée des ovales de RA et des composantes de nombre
d’enroulement positif (resp. négatif), alors 7 = 7+ (resp. 7 = 7 7).

7.3.1 Cas des courbes dans un tore

Supposons dans ce paragraphe que la courbe L est plongée dans un tore, et munissons ce tore
d’une orientation quelconque. Le complémentaire de Re est un cylindre qui est muni de 'orientation
induite par le tore. La courbe L privée de ses ovales est une courbe a bord dans ce cylindre notée
L, et on note {C5, |k € K} I’ensemble des composantes connexes de son complémentaire. Notons
également [ = L o Re.

Lemme 7.5 [l existe une mesure entiere p sur ’ensemble Ikv c’est-a-dire une fonction i : K —
Z, possédant la propriété suivante : si Cy et Cy sont deux composantes séparées par L, et v est un
chemin orienté transverse a L reliant Cy a Cy, alors p(Cy) = u(Cy) + 2L o~y mod (2[). De plus,
st piy et o sont deux telles mesures, il existe une constante c telle que pig = p11 + ¢ mod (QZN)
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Démonstration :

Une telle mesure est construite en attribuant une valeur quelconque a une composante donnée
Crs ke fﬂ et en respectant la régle de passage d’une composante a 'autre. Cette regle est cohé-
rente puisque si v; et v sont deux chemins reliant C; a Cy, on peut supposer qu’ils ont mémes
extrémités, et par suite v — 2 est un l-cycle entier du cylindre. Comme (y1 — 72) o L est alors un
multiple de [, la valeur de p#(C3) ne dépend que de u(C) et pas du chemin v choisi. Par ailleurs,
d’apres cette regle de passage, si 1 et po sont deux mesures sur K données par ce lemme 7.5, il

existe une constante ¢ telle que puy = p1 + ¢ mod (2/). O

Chaque ovale de L borde un disque orienté, et cet ovale est dit positif (resp. négatif) si I'orien-
tation de ce disque coincide (resp. ne coincide pas) avec l'orientation du tore. On définit alors la
fonction ¢ sur K en posant g(l%) égal au nombre algébrique d’ovales situés dans C;. Il découle de
la proposition 3.1 que ) ¢ g(l%) = 0, ce qui peut se réinterpréter comme le fait que 'intégrale de ¢

sur K muni d’une mesure constante est nulle.

Lemme 7.6 57 i est une mesure donnée par le lemme 7.5, alors fﬁg dp modulo 20 est indé-
pendant du choix de p, et:

l~—|—7T:/~gd,u mod (20).
K

Démonstration :

Rappelons que le terme 7 est défini a ’aide d’une coorientation donnée sur les segments RD; C
R X \Re reliant deux a deux les points consécutifs en lesquels L est tangente aux fibres. Ces segments
réalisent donc un 1-cocycle du cylindre privé des ovales de L, et le terme 7 est égal a la somme
des indices d’intersection < Ry, L >. Choisissons une homotopie du cylindre RX \ Re qui vaut
I’identité sur les ovales de L, et déplace chaque segment RD; de facon qu’il passe par un point zg
fixé dans une composante Cy du complémentaire de L.

A A
o /

Par chaque ovale passent alors 2 chemins reliant zg a cet ovale, et un chemin exceptionnel ne

passe par aucun ovale et forme un lacet homologue & +Re, puisque la somme de ces chemins est
homologue a la somme des segments R D; qui est homologue & +Re dans le groupe d’homologie du
cylindre relatif aux ovales de L. La contribution de chaque ovale a 'indice total Zthl <RDy L >
est égale modulo 2/ au signe de I’ovale multiplié par p(Cr) — u(Co) si cet ovale est inclus dans C7.

La contribution du lacet exceptionnel est égale a [. Par sommation, on en déduit le résultat. O

1l découle de ce lemme 7.6 que modulo 2/, le terme 7 est invariant par isotopie du tore. Si [ = 0,
c’est donc un entier qui ne dépend que du schéma complexe de (L,Re), mais lorsque [ # 0, ce n’est
pas le cas comme le montre 'exemple suivant de deux courbes isotopes sur le tore, pour lesquelles
7w vaut £1:
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OQ/O G QQ/QQ

Re

/ /

=41 T=—1

Supposons & présent que L possede une composante A de classe s[Rv]+ t[Re] € H{(RX;Z),
t # 0. 1l existe un entier [ tel que [L] = [(s[Rv] + t[Re]) € H{(RX;Z).

Soit ind une fonction définie sur RX & valeur dans Z associée a un choix d’entiers (dy)rex donné
par le lemme 5.2 de la premiere partie, tel que 9(>_ dpDy) =IX — L, et T' le nombre d’ovales de L.

Lemme 7.7

/ indzdsz—l—ﬂ'—l—ls mod (21).
RX

Démonstration :

Rappelons qu’avec les notations de la premiere partie, {Dy |k € K} désigne I'ensemble des
composantes connexes du complémentaire de L UA = L dans RX, orientées ici de facon compatible
avec lorientation du tore RX. Définissons la famille (d))rex d’entiers comme suit: si Dy n’est
pas un disque, dj, = dj; sinon, le bord de D}, est un ovale de L qui borde également une autre
composante Dy et on pose d), = djr.

La famille (—2d})rex induit alors sur le cylindre RX \ Re une mesure p/ modulo 2/ au sens du
lemme 7.5. En effet, cette famille est constante sur les composantes connexes du complémentaire
de I dans ce Cyhndre et si v est un chemin transverse a L reliant deux telles composantes Dy, et

Dy,, alors —dj = —d; + Loy mod (I) puisque 0(>_d) Dy) = I\ — L.

L —1 o d;ﬁ =1
Dk‘ Dk.2 d2:2 = 2

A présent, si Dy, est un disque qui borde un ovale positif (resp. négatif) de L, alors dj, = dj, — 1
(resp. d, = dj, + 1), puisque par hypothese, (> diDy) = IX — L. Notons ind’ la fonction de RX
associée aux entiers dj.. D’apres ce qui précede, fRX(ind’)QdX = 0, or en développant fRXind2 dx,
on obtient :

/ ind?dy = / (ind")2dy + T — 2 Z (signe de ’ovale)d),
RX RX

ovales de L
= T+ /~ g(k) du’
K
Le résultat découle alors du lemme 7.6, puisque [ = L o Re = [s. O

37



7.3.2 Cas des courbes dans une bouteille de Klein

Supposons a présent que L est plongée dans une bouteille de Klein munie d’une section Re.

Lemme 7.8 Soient Ly, Lo deux courbes orientées d’une bouteille de Klein satisfaisant le prin-
cipe d’alternance et sous forme normale, telles que Lo est l'image de Ly par une isotopie préservant
Re. Soient wy, 7o les termes associés a Ly et Lo, alors 711 = 7.

Ainsi, contrairement au cas du tore, le terme 7 est toujours invariant par isotopie quelconque
de la bouteille de Klein préservant Re, et est donc un entier qui ne dépend que du schéma complexe

de (L,Re).

Démonstration :

Plutét que de reprendre une étude analogue a la précédente, remarquons que le revétement
double d’orientation de la bouteille de Klein est un tore. La courbe L se releve dans ce tore en une
courbe L) orientée, sous forme normale, et satisfaisant la propriété d’alternance. Notons my et 7}
les termes associés & Ly et L] respectivement. On a 7f = 27y, puisque chaque point d’intersection
x entre RD; et Ly se releve sur le tore en deux point z1, x; satisfaisant e(z1) = €(z3), ce qui
découle de la définition de € (v. §7.3). Chaque isotopie de la bouteille de Klein se releve en une is-
topie du tore. Or la courbe L' satisfait toujours L'oRe = 0, le résultat découle donc du lemme 7.6. O

Supposons enfin que L contient des composantes de nombre d’enroulement £2, mais aucune
composante de nombre d’enroulement 41 (v. §2.2), et choisissons une courbe orientée A de R.X,
disjointe de L et de nombre d’enroulement +1. Notons [ I'entier pair tel que [L] = [[A] € H1(RX;Z),
et s € Z/2Z ’élément tel que [A] = s[Rv] + [Re] € Hi(RX;Z). Soit (di)rex une famille d’entiers
donnée par le lemme 5.2 de la premiere partie, ind la fonction définie sur RX a valeur dans Z
associée, et T' le nombre d’ovales de L.

Lemme 7.9
/ ind? dy=T+m+1ls mod (2]).
RX

Démonstration :

Choisissons un point g ¢ Re a l'intérieur de la composante non-orientable du complémentaire
de LUX dans RX. De la méme facon que dans le lemme 7.7, on construit a ’aide de la famille (dg)rex
une famille (d},)rex d’entiers qui induit une mesure p/ modulo 2/ sur le ruban de Mcebius RX \ Re.
Choisissons comme dans le lemme 7.6 une homotopie du ruban de Meebius qui vaut I'identité sur les
ovales de L et déplace chaque segment RD; de sorte qu’il passe par zg. En sommant la contribution
de chaque ovale a I'indice total # =), < RDy, L > ainsi que la contribution du lacet exceptionnel
homologue a Re, on obtient la formule s+ 7 = fK g(k) dp'. Or en développant fRXind2 dx comme
dans le lemme 7.7, on obtient fRXind2 dx =T + [, g(k) di'. Dot le résultat. O

8 Résultats et applications

8.1 Enoncés des résultats

Les énoncés qui suivent utilisent les notations introduites dans le §7.2. Les termes 7% et Ay
sont définis dans le §7.1.
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Théoréme 8.1 Soit X une surface presque-complexe réglée réelle séparante éclatée en n points
réels appartenant a des fibres distinctes. Soit A une courbe J-holomorphe réelle séparante connexe
a nids profonds de X . Alors:

2ﬂ'i—|—2niai:bi( (B )—I—hn X(Ag) —I—Z

Rappelons qu’une section réelle e de X est fixée et que par définition, e o e = —h. Lorsque e est
J-holomorphe, les termes a® peuvent étre estimés & ’aide des encadrements donnés par le lemme

7.2.

Démonstration :
La classe de Chern ¢;(X) est duale & (x(B) +h)[v]+2[e] = X [v], et [AL]? = 2aFbF — A(bF)? -

Zf 1((1 )2. Or d’apres la proposition 7.1, le cycle Ay satisfait une formule d’adjonction qui s’écrit

D 2aFbE — h(bE)2 = SO0 (aF)? = bF(\(B) 4+ h) + 2aF — 2h0F — 3" aF — y(AL) — 27F. D'ou
le résultat. [

Corollaire 8.2 Sous les hypothéses du théoréeme 8.1, on a les formules :

0 (@27 v (A) + nt (@ 4 (AL)) =m0 (20(B) — 2a + hb)
+(b = 2)x +Z wha; (a7 = 1) +n7af (af = 1)),

et si A est disjointe de e, 2rF = bF(x(B) — hn®) — x(Az) + S0, o (e - 1).0

Dans le cas ou X est la surface réglée X;, et que A releve une courbe algébrique réelle lisse
séparante & nid profond de CP? ne passant pas par le point éclaté, la deuxiéme formule de ce
corollaire s’applique. Les termes a;t sont alors nuls, et d’apres le lemme 7.4, y(Ay) = 2 — 20+,
Cette deuxieme formule du corollaire 8.2 coincide donc dans ce cas avec la formule d’Orevkov (v.

[26], théoreme 1.5A4).

Corollaire 8.3 Sous les hypothéses du théoreme 8.1, on a les congruences:

27% = b5 (y(B) — hn™) + 2nF[Re] o [RAL] — y(As) + Z mod (4n%)

THat 477 =(a—hbT)oT — zn:a;»"a; + (b7 —b7)[Re]o [RA4] mod (2(b —b7)).

Montrons que la deuxieéme congruence donnée par ce corollaire renforce dans le cas des courbes
a nids profonds le résultat de la proposition 5.8 de la premiere partie.

Commencons par réécrire la congruence donnée dans la proposition 5.8 avec les notations du
corollaire 8.3. Supposons donc que X n’a pas de fibre singuliere, que A est sous forme normale,
que chaque fibre réelle de X intersecte les composantes de RA autres que les ovales en au moins
b — 2 points, et qu’il existe un entier [ pair, ainsi que des entiers s; et t;, ¢ € I, tels que [RA] =
1Y cr(siRo] + t:[Rey]) € Hi(RX;Z) ot Re; = ReNRX;. Soit RX; une composante de RX dans
laquelle RA possede des composantes autres que des ovales. Si RX; est un tore, notons A; une
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composante de RAN RX; qui n’est pas un ovale. Si RX; est une bouteille de Klein, on choisit une
courbe A\; de RX; disjointe de RA et de nombre d’enroulement +1, qui existe puisque d’apres le
lemme 2.3, RA ne possede pas de telles composantes. Ces courbes sont choisies de sorte qu’il existe
des entiers (u;);er tels que D iy u;[A] = > . cr(si[Ru] + t:[Re]) € Hi(RX;Z) (v. lemme 5.1). Soit
5= crSi ett =t; cequiaun sens puisque ¢; est indépendant de i € I (v. le lemme 5.7 de la
premiere partie). Soit ind une fonction associée & un choix d’entiers (dg)gex donné par le lemme
5.2 de la premiere partie. Alors, d’apres les lemmes 7.7 et 7.9, par sommation sur les composantes
RX;,i€l,onaT+rt+7" = fRXind2 dx + s mod (2{). Comme bt +b~ =bet b — b~ =1t,
la proposition 5.8 de la premiere partie se réécrit:

TH+rt+7 +1ls= b~ (a4 hb™) +1sb™ mod (2[).

Vérifions a présent que ce résultat coincide avec celui du corollaire 8.3. Soit R X; une composante
de RX. Si RX; est un tore, notons k% (resp. £~) le nombre de composantes de RANRX; homo-
logues & +\; et de nombre d’enroulement positif (resp. négatif). Si RX; est une bouteille de Klein,
notons k* (resp. k7) le nombre de composantes de RANRX; homologues a 2; (resp. —2);). Alors,
[Re]o[RALNRX,] = k*s; lorsque RX; est un tore, et [Re]o[RALNRX;] = 2k*s; lorsque R X, est une
bouteille de Klein. De méme, b* = k¥t 41 (resp. bF = 2k*t+1) lorsque RX; est un tore (resp. une
bouteille de Klein). Par conséquent, lorsque R X; est un tore,[Re]o[RALNRX] (b1 —b7) = k¥ s;it et
Is;b% = Is;kTt+1s; ; et lorsque R X; est une bouteille de Klein, [Re]o[RALNRX;](bT —b7) = 2k* 5,1t
et [s;bF = 2ls; kTt +1s;. Par sommation sur i € I, on en déduit que la deuxieme congruence donnée
par le corollaire 8.3 réduite modulo 2/ est la congruence donnée par la proposition 5.8 de la premiere
partie.

Démonstration du corollaire 8.3 :

Remarquons que les cycles Ay et la section e sont invariants par c. Les points d’intersection
imaginaires entre ces cycles sont donc couplés par deux, de sorte que [Re]o [RAL] = e o Ay
mod (2) = a* — hb* mod (2). La premiere congruence découle de ce fait et du théoreme 8.1.

Pour démontrer la deuxieme congruence, sommons les formules d’adjonctions données par la
proposition 7.1:

(AL + A2 = er(X) o (JAL] + [AZ]) = x(Ay) — x(AZ) = 27t — 27

Comme [A4]+ [A-] = [4], x(A+) + x(A-) = x(A) + 2T et que la courbe A satisfait la formule
d’adjonction usuelle [A]? = ¢;(X) o [A] — x(A), cette formule se rééerit: [A4]? + [A_]? = [A]* —
2T — 27t — 277, oll encore:

THrt 477 = [Ay]o[A]

= o bT+atbT = hbThT =) atar

=1

= abT +hbt (™ — b)) — hbtb — zn:aja; + [Re]o [RAL (D™ = b%) mod (2(b™ — bT))

=1

= (a—hbM)bt — zn:a;"a; + [Re]o [RAL(B™ —=bT) mod (2(b~ —bT)). O
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8.2 Applications
8.2.1 Courbes planes projectives

On ne rappelle pas ici les notations de schémas réels et complexes qui sont présentées en détail

dans [33], p60.

Proposition 8.4 Si le schéma réel d’une courbe algébrique réelle non-singuliére maximale de
degré 8 de CP? est < 1U1 < a > Ul < 3 >>, ot v est pair et 3 impair, alors son schéma compleze
est: <1UL<(2+DpU(S -1 >ul < (Eh) o >>

Remarque: Les schémas réels des courbes maximales de degré 8 dont on ignore a ce jour
I’existence ou la non-existence sont les suivants:

1lUl<l>ul <18 >

1lUl<4>ul <15 >

lul<6>ul <13 >

1ul<7v>ul <12 >

1ul<9>ul <10 >

40l <201 < 14 >>

TUl <201 <11 >>

HMul<2ul <4 >>

S. Orevkov vient de me communiquer qu’il a réussi a construire toutes ces courbes comme des
courbes flexibles réelles. Les schémas complexes de ces courbes sont donnés par la proposition 8.4
pour les cinq premieres, et par le corollaire 1.5.2 de [26] pour les trois derniéres (ce corollaire 1.5.2
de [26] est une conséquence de la formule d’Orevkov). La proposition 8.4 découle d’un résultat plus
général sur les courbes a deux nids, et est démontrée en annexe A.

Soit & présent A une courbe algébrique réelle lisse séparante de degré 4k + 1 de CP?, telle que
R A possede quatre nids de profondeur k. Fixons un point 2; au centre de chaque nid, ¢ € {1,...,4},
et considérons le pinceau de coniques passant par ces points. Fixons une orientation de la base R P!
de ce pinceau, ainsi qu’une orientation complexe de RA. Notons k;" (resp. k) le nombre d’ovales
non-vides du ¢*”*¢ nid de RA de nombre d’enroulement 42 (resp. —2) dans ce pinceau, de sorte que
k;" + k; = k — 1. Une paires d’ovales orientés emboités est dite positive si elle borde un anneau
orienté de R P?, et négative sinon. Notons enfin 71 (resp. m ) le nombre de paires positives d’ovales
emboités dont l'ovale extérieur est positif (resp. négatif), et I'ovale intérieur vide; et de méme,
notons 71 (resp. 72) le nombre de paires négatives d’ovales emboités dont I’'ovale extérieur est
positif (resp. négatif), et I'ovale intérieur vide.

zdnes pouvant contenir
des ovales.
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Théoréme 8.5 Soit A C CP? une courbe algébrique réelle lisse séparante de degré 4k 41, telle
que RA possede quatre nids de profondeur k. Avec les notations ci-dessus, on a:

4
- 7T_|": = Z(k;")Q — T
=1

ourT,r= >0, etrt+r" =1,

Remarque: Dans le cas des courbes de degré 9 ayant quatre nids de profondeur 2, il dé-
coule des résultats de S. Fiedler [8] que pour chaque i € {1,...,4}, (vF); — (ﬂ'i)z = (k)% et
(73)i — (2); = (k] )*. Le théoréme 8.5 ne donne dans ce cas que la somme de ces quatre égalités.

Démonstration :

Notons K7 (resp. K) le nombre total d’ovales du i“"® nid de RA de nombre d’enroulement
+2 (resp. —2) dans le pinceau, de sorte que K + K = k. De méme, notons 11T (resp. 1) le
nombre de paires injectives positives d’ovales dont l'ovale extérieur est positif (resp. négatif), et
I’ovale intérieur ne contient pas de point x; dans son intérieur ; et Hi (resp. I1Z) le nombre de paires
injectives négatives d’ovales dont I'ovale extérieur est positif (resp. négatif), et 'ovale intérieur ne
contient pas de point z; dans son intérieur. Notons IIT = Hi —F, et I~ =1IZ — 7. Considérons
la surface réglée réelle séparante (X, c) obtenue aprés éclatements des quatre points z; fixés aux
centres des nids. Cette surface contient trois fibres singuliéres.

T T
. N I [
nld 3 T \\ O ‘ ‘ \
1 [ . N
S\ | composante unilatére
\\ | |
nd2 f---——p=—==---------1
I\ I
N
| N |
| N |
N
O : N
11 E----—-Z [ — S —
nid 1 AR
| NN
| |
o NN
| | N
. N
nid 4 ‘ ‘

R X apres contraction d’une composante
de chaque fibre singuliére.

Les ovales de RA ne contenant pas de points z; dans leur intérieur ne peuvent se situer que
dans quatre des douze régions du complémentaire dans R P? des six droites joignant deux & deux les
points ;. En considérant les pinceaux de droites centrés en les points z;, et en appliquant le principe
d’alternance, on s’apercoit que le nombre algébrique d’ovales situés dans la région séparant le ¢
nid du (14 1) vaut J((K;" - K7) — (KX, - K,)) = K - K, = K7, — K. Appliquons la
deuxieme formule donnée par le corollaire 8.2 en choisissant comme section e le diviseur exceptionnel
situé au-dessus de z4. Cette section est en effet disjointe de A. On a bt = 22;1:1 KZ»i +1, nt =
2 Zle Kf, x(B) =2, h=1, ali = K;E + K;E, a%t = Kfc + K3i, aét = Kfc + KQi, et en procédant
comme dans le lemme 7.4, on peut supposer que y(Ag) =2 -2 Zle KZ»i — 4r*,

Le membre de gauche dans I’égalité donnée par le corollaire 8.2 vaut —4K1i - 4[(2i - 4[(3i +
SKE(KE - KI)+8KE(KE — KI)+8KI(KE — KE)+411%. Le membre de droite de cette égalité
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vaut, aprés simplification, 4(K5) 24 4(KE) 2 +4(KE) 2 —4(KE)?—8KE(KE4 K4+ KE)+4KE 4%,
On en déduit que —ITF = 37 KE(KE — 1) — 1% et done que —7F = 30 (k)2 —rE. O

8.2.2 Courbes sur les surfaces réglées

Proposition 8.6 Soit X une surface réglée réelle séparante de base B (sans fibre singuliére),
telle que RX est un tore. Soit A une courbe J-holomorphe réelle maximale de X disjointe d’une
section réelle e de X, et telle que vo A = 4 ot v est une fibre de X. Supposons que RA contienne une
composante de nombre d’enroulement +1 et une composante de nombre d’enroulement —1. Chaque
ovale se situant dans le cylindre de RX bordé par Re et la composante de nombre d’enroulement
positif sépare ce cylindre en un disque et un cylindre troué. Notons oy (resp. a_ ) le nombre d’ovales
pour lesquels il existe (resp. n’existe pas) une orientation du cylindre troué qui induit sur son
bord les orientations de l'ovale et de la composante de nombre d’enroulement positif. Alors, on a
a_ —ay =3(x(B) —h), oi h=—coe.

/—\
D S =
- 4 =
Re p----------1 a_ =0
\/‘/G\
Démonstration :
Appliquons la deuxiéme formule du corollaire 8.2. Le membre de gauche vaut 4(a- — ay). Or

bt = b= = 2, a;t =0, et d’apres le lemme 7.4, x(AL) = 2 — 2 = 0. Par conséquent, le membre de
droite vaut 2(x(B) — h), d’ou le résultat. O

Pour les surfaces pour lesquelles la partie réelle est une bouteille de Klein, on peut énoncer la
proposition suivante :

Proposition 8.7 Soit X une surface réglée réelle séparante de base B (sans fibre singuliéres),
telle que RX est une bouteille de Klein. Soit A une courbe J-holomorphe réelle mazimale de X
disjointe d’une section réelle e et telle que v o A = 6 ou v est une fibre de X. Supposons que
RA contienne une composante de nombre d’enroulement 42 et une composante de nombre d’en-
roulement —2. Alors son schéma complexe est < vy U1 < L UB_Uly < ay Ua_ >>>, avec

ap—a_ = 3(1—h—g(B)) el By — B_ = 3(h — 1+ g(B)).

Dans la proposition 8.7, les notations de schémas complexes sont les notations usuelles apres avoir
contracté la section Re de la bouteille de Klein.

L T~
Re f-----=---- 1 0=

Démonstration :

Appliquons la deuxieme formule du corollaire 8.2. D’aprés le lemme 7.4, y(Ay) =2 —2 = 0,
cette formule fournit donc les égalités: 4(a_ —ay) +4(6- — F4) = 3(x(B) —2h), et 4(ay —a_) =
3(x(B) — 2h). On en déduit que B_ — By = 3(x(B) — 2h), et ay — a_ = 2(x(B) —2h). O
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9 Inégalités supplémentaires

Dans cette partie, nous construisons des revétements doubles ramifiés en les cycles Ay définis
au §7.1 (apres quelques éclatements de ces cycles), et obtenons des inégalités en étudiant le second
groupe d’homologie réelle de ces revétements. Pour alléger les notations, fixons un signe n € {£}, et
notons A le cycle A,. De méme, lorsque les groupes d’homologies seront a coefficients dans Z /2Z,
nous omettrons de mentionner ce groupe de coeflicients.

Les rédactions des §3.2, 3.3 et 3.4 sont inspirées de [37], [14] et [38] respectivement. Par ailleurs,
la méthode que nous utilisons ici est analogue a celle déja utilisée par Rokhlin [29], Arnol’d [1] (voir
aussi le survey [37]), et Viro [32].

9.1 Construction d’un revétement double ramifié ¥ en A

Notons N (resp. N_) le nombre de points doubles positifs (resp. négatifs) de A, et N = N +N_
le nombre total de points doubles. Remarquons que si A = A4 (resp. A = A_), alors avec les
notations du §7.1, Ny = xt (resp. Np =7} ) et N_ =7 (resp. N_ =72).

Soit X I'éclatement de X en les N points doubles de A. Supposons a présent que les disques D;
construits au §7.1 ont été choisis de sorte qu’ils soient tangents aux fibres en chaque point double.
De cette facon, la transformée stricte A de A est une surface de X ayant pour seules singularités
des plis. La structure presque-complexe .J et I'involution cx se relevent en une structure presque-

complexe sur X et une structure réelle ¢z pour laquelle A est invariant.

L’objet de ce paragraphe est de construire un revétement double Y de X ramifié en A sur lequel
cs se releve. Un tel revétement n’existe que sous des hypotheses supplémentaires, comme l’indique
la proposition suivante :

Proposition 9.1 57l existe un revétement double de X ramifié en A sur lequel c se releve,

alors les classes d’homologies de A et RA sont nulles dans Hy(X) et Hy{(RX) respectivement.
Réciproquement, si ces deux classes d’homologies sont nulles, un tel revétement double existe.

Démonstration :

L’existence d’un tel revétement Y équivaut a l’existence d’un élément de H3(X A) invariant par
cg et dont le bord est [A] € Hy(X), ce qui justifie que la condition [A] = 0 € Hy(X) est nécéssaire.
Par ailleurs, l'involution cg se releve en deux involutions ¢, c_ qui different I'une de I'autre par
"automorphisme du revétement. Les ensembles des points fixes de ces involutions sont notés Y, et
Y_ respectivement, ils sont stables par 'automorphisme du revétement et leur projection dans RX
a pour bord RJZ, ce qui justifie que la seconde condition est également nécéssaire.

Le fait que dans le cas des surfaces réglées, ces conditions sont suffisantes, est donné par le
lemme 9.2. [J

Lemme 9.2 Soit A un 2- cycle entier dans une surface reglee sepamnte (X cz). On suppose
que A est stable par c, et que les classes d’homologies de A et RA sont nulles dans H, (X) et

H,y (RX) respectivement. Alors il eviste un 2-cycle entier E, ainsi qu’une 3-chaine entiere H dans
X, tous deux stables par cg, tels que OH = A—2F.

Démonstration :

On peut supposer que X n’a pas de fibre singuliere. En effet, en contractant des diviseurs ex-
ceptionnels, chaque surface réglée se ramene a une surface sans fibre singuliere. Si le résultat est
démontré pour ce type de surfaces, il 'est dans les surfaces réglées quelconques pour les cycles A
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n’intersectant pas les diviseurs exceptionnels (en relevant les homologies construites). Or, on peut
toujours se ramener a ce cas: chaque 2-cycle qui intersecte un diviseur exceptionnel (ici nécéssai-
rement en un nombre pair de points), est homologue & un 2-cycle n’intersectant pas le diviseur
exceptionnel moins un multiple (nécéssairement pair ici) du diviseur exceptionnel, ’lhomologie pou-
vant étre ChOlSle invariante par cz. En effet, ceci se vérifie localement et provient du fait que c’est

le cas dans CP~ privé d’un point.

Supposons donc que X n’a pas de fibre singuliere, et fixons un difféomorphisme entre (X\e7 %),
ol e est une section réelle fixée de X, et un fibré vectoriel de rang 2 sur R au-dessus de B muni
d’un endomorphisme involutif ¢. En particulier, la section nulle de ce fibré correspond a une section
différentiable € de )?, stable par cg, et satisfaisant € o e = 0.

Notons alors H = {te |t €]0,1], 2 € j}, qui est compact si I’on convient que lorsque = € An e,
'ensemble {tz |t € [0, 1]} est toute la fibre associée, comptée avec multiplicité. Ce complexe H
est de dimension 3, stable par ¢, et son bord est constitué de A moins un multiple pair de € et la
somme des fibres passant par les points d’intersection de e avec A (comptées avec multiplicités). Or
dans chaque composante de RX est contenu un nombre pair de telles fibres, puisque par hypothese
[RJZ] = 0. Ces fibres sont donc homologues a un multiple pair d’une fibre réelle, I’homologie pouvant
étre choisie invariante par ¢. De méme, les fibres imaginaires sont couplées par deux avec ¢, et sont
donc homologues a un multiple pair d’une fibre réelle, I’lhomologie pouvant également étre choisie
invariante par ¢. L’homologie totale H construite convient, le cycle F étant constitué de la demi-
somme des fibres réelles, et d’un multiple de €. O

9.2 Décomposition de Hy(Y;R)

Supposons a présent que [j] =0 € Hg()?), et que [Rﬁ] =0e H (R)?), et notons Y le
revétement double de X ramifié en A construit au §9.1. Par construction, cy se releve en deux
involutions ¢y et c_ sur Y qui commutent. Ces involutions préservent I'orientation de Y et induisent
donc une décomposition de Hz(Y;R) en huit sous-espaces deux a deux orthogonaux ilEip notés
de facon que, par exemple, 'espace _1Ei|' est un sous-espace maximal de Hy(Y;R) sur lequel la
forme d’intersection se restreint en une forme définie positive, I'involution ¢4 agit comme I’identité,
et Iinvolution ¢_ comme moins 'identité.

L’objet de ce paragraphe est de calculer les dimensions de ces sous-espaces. Notons Yy, Y_ les
ensembles des points fixes de c; et c_ respectivement. Ces parties sont stables par 'involution
du revétement, leurs projections dans X, notées RX, et RX_ ont pour réunion RX et pour
intersection RA Soit & le champ de vecteurs non nuls défini sur RA de sorte qu’en dehors de U;sy,
& est tangent a RA et compatible avec son orientation, et sur U;s;, le champ est prolongé en un
champ tangent aux fibres réelles (le fait que le champ se recolle est la propriété d’alternance).

Notons alors y¢ (RX,) (resp. Xe (RX_)) la somme des indices des zéros du champ & prolongé &

R X, (resp. RX_). Notons également yL. = 2y(B) — x(A) =2y (RX4) , et x1 = 2y(RX4) — TA0A.
Proposition 9.3 Les dimensions des huit sous-espaces ilE; sont:
dim(41EF)) = dim(11 EL) =0, dim( EY) =1, dim( EZ) = N+ n+ 1,
dim(1Ef) =~ 2Ny + XL + x5 + 2h_|_()?7j))7

dim (41 EH) = ~ (2N + 1L 412+ 20 (X, A)),

N e

45



dim(_1ELy) = = (xE = X2 +2hy (X, A) — 2N,),

dim(+1E7) =~ (xL —x1 + 2h_ (X, A) — 2N,),

= s

0t ha (X, A) >0 et hy (X, A) + h_ (X, A) < 4dim(H{ (X, A)) — 2u(A) + 2.
Corollaire 9.4
_Xil: - X?I: - th()?7j) <2Ny < X:I: - X?I: ‘I’Qh:t()?vj) O

Remarque: L’espace Hi(Y;R) (resp. H3(Y;R)) se décompose en une somme directe ortho-
gonale H (Y;R)® H; (Y;R) (resp. HF (Y;R) @ H; (Y;R)) des sous-espaces associés aux va-
leurs propres +1 et —1 de linvolution du revétement. En fait, hy (X, A) = dim(H; (Y;R)) +
tr(cy|H; (Y;R)). Lorsque la base B est une sphere et que A est connexe, hi(X,A) = 0. Par

ailleurs, rappelons que p(.A) désigne le nombre de composantes connexes de A.

Nous donnons a présent deux lemmes qui seront utiles dans la démonstration de la proposition
9.3 . Ces lemmes fournissent quelques calculs préliminaires concernant le revétement Y.

Lemme 9.5 B
x(Yy) = 2x(RXy)
ba(Y) = 2(N + 1) — \(A) +26:(Y) — 2+ 4x(B)

o(Y)=-2n - %AOA —2N_
5 (V) = —21¢ (RX )

Démonstration du lemme 9.5:

D’apres la dualité de Poincaré, by (Y) = b3(Y'), et bo(Y) = ba(Y') = 1. Par conséquent, bz(Y) =
X(Y) =2+ 2b1(Y) et les deux premieres formules découlent de 'additivité de la caractéristique
d’Euler qui fournit les relations \(Y4) = 2y(RX4), y(Y) = 2y(X) = x(A), et x(X) = x(X)+ N =
N+4n+4—4g(B).

Les deux dernieres relations sont données par la formule d’Atiyah-Singer-Hirzebruch appliquée
a automorphisme du revétement et ¢y respectivement. En effet, cette formule fournit les relations :
o(Y) =20(X) — %(joj)g et oo, (Y)=Y;0Y,. Or o(X)=-n—N,et Ao A=AoA—4N,.

Enfin, Y oYy = —2x¢ (R)~(+), ce qui peut se vérifier en effectuant un calcul géométrique de
ce nombre d’intersection : prolongeons le champ & en un champ de classe C'' tangent & R)?.P Le
champ J(§) se releve en un champ normal a la surface Y. L’indice Yy o Yy vaut alors I'indice des
zéros de ce champ de vecteurs (vu comme section du fibré normal de Yy dans Y), c’est-a-dire deux
fois I'indice des zéros du champ J(§) sur R)?.F (vu comme section du fibré normal de R)?.F dans
X). Or ce dernier indice vaut —y (RX,). O

Lemme 9.6

dim (H; (Y3 R)) = dim (H; (Y;R)) = 29(B)
dim(H; (Y;R)) = dim(H; (Y;R)) < 2dim (H (X, A)) — p(A) + 1

et
tr(cy| HYf (V3R)) = tr(eq [H (ViR)) = 0

46



Démonstration du lemme 9.6 :

Le transfert p* : H.(X;R) — H,(Y;R) identifie HE(Y;R) (resp. H (Y;R)) avec Hy(X;R)
(resp. H3(X;R)). Or by (X) = b3(X) = 29(B), et tr(cg|Hi(X;R)) = tr(cg[H3(X;R)) = tr(cp|Hi (B;R)) =
0, cette derniere égalité provenant de la formule des points fixes de Lefschetz appliquée a cp.

Par ailleurs, la formule des coefficients universels fournit dimg(H;(Y;R)) < dim(H(Y)). La
suite exacte de Smith appliquée a l'involution du revétement s’écrit :

S (XL A) B HU(A) S H (YY) S HY(X,A) = HolA) — Ho(X) — 0
Par conséquent,
dim(H,(Y)) = 2dim(H(X,A))+ dim(H;(A)) — dim Im(y) — u(A) + 1

Orvy =@~ 0l 7y : HQ()?7 j) — H,y (j) est le morphisme de bord. Le lemme provient alors

de l'inégalité dim I'm(vy) > dim I'm(y;), puisque dim(H;(A)) — dim I'm(y,) < dim Hy(X). O

Remarque : Dans la démonstration, on a vu que dim(H;(Y)) < 2dim(H; ()z, A)) —p(A)+1+
2g(B). 1l en découle que dim(TorsH(Y;Z)® Z/2Z) < 2dim(H, (X, A)) — u(A) 4+ 1, ce qui sera
utile dans la suite.

Démonstration de la proposition 9.3 :
Le transfert identifie la partie de Hy(Y;R) stable par I'automorphisme du revétement avec
Hy(X;R). Le calcul des quatres premieres dimensions découle donc du fait que cg agit comme

moins I'identité sur Hy(X;R) et que b;'()?) =1, bz_(f() =N+n+1.
Les autres formules découlent des relations suivantes:

dim(_1 Ef)) +dim( E7) + dim (4 25 + dim (11 B2 + N +n 42 = by(Y)
dim(_1 E)) = dim (. E7)) + dim(p BF)) —dim (11 E2) = N = n=o(Y)
dim(_1 ) — dim(1 E7) —dim (4 BY) + dim (1 E2) + N +n =00, (V)

dim(_ Ef))+dim (2 B ) —dim (1 B4 =dim (4 B2 ) - N—n—2 = x(Y;) =2+tr (e | H1 (Y;R)®&Hs(Y; R))
(la derniere relation est la formule des points fixes de Lefschetz appliquée a I'involution cy).

Remarquons que, puisque ¢4 préserve la forme d’intersection et que celle-ci est non-dégénérée,
tr(ce|Hi(Y;R)) = tr(cy|Hs(Y;R)). Par ailleurs, les membres de droite des quatre relations précé-
dentes ont été calculés dans le lemme 9.5. Pour terminer la démonstration de la proposition 9.3, il

suffit donc de résoudre le systeme d’équations précédent, et d’utiliser les estimations données par
le lemme 9.6. En effet, d’apres ce lemme, by (Y) £tr(c4|H1(Y;R)) = 2¢9(B) + ha (X, A), avec

ha (X, ) = dim (H (ViR)) & tr(cy | H} (V3 R)),
et ces quantités sont positives et satisfont 'inégalité :

hi (X, A) 4+ h_(X,A) < 4dim(H, (X, A)) - 2u(A) + 2.0
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9.3 Les formes quadratiques f°.

Notons S la réunion des diviseurs exceptionnels situés au-dessus des points doubles de A, et
S = p_l(g). Notons D!, ..., D™ les composantes connexes de R)?E \ Rg, telles que les adhérences
des surfaces p~'(D!) de Y associées soient orientables. Les adhérences des surfaces p~'(D!) sont
notées D!, leurs bords sont des réunions de cercles, chacun plongé dans une sphere de S de sorte qu’il
sépare cette sphere en deux demi-sphéres canoniquement orientées (comme revétements doubles des
diviseurs exceptionnels de X ramifiés en deux points).

Munissons D! d’une orientation quelconque, et recollons & son bord la réunion des demi-spheres
(munies de leur orientation canonique) induisant une orientation opposée de celle du bord, de fa-
con a former un cycle entier dont la classe d’homologie dans Hz(Y;R) est notée ﬁZ Le projeté de
ﬁZ sur le sous- espace propre de ¢, associé a la valeur propre +1 est alors noté o!, de sorte que

(ﬁZ + CE(ﬁ ))

Nous allons définir une forme quadratique f¢ sur R™, et montrer dans le lemme 9.7 qu’elle
correspond & la forme quadratique de Poincaré de Hy(Y;R) dans la famille o!. 4

Soit s un point double du cycle A et supposons que s joint les composantes D! et D! de
R)?E, ot 1 < 4,5 < m (éventuelement ¢ = j). Posons §; = +1 (resp. §; = —1) si les surfaces
orientées D!, D! associées induisent une orientation opposée (resp. la méme orientation) sur le
cercle situé au-dessus de s, bordant D! et D!. Définissons alors la forme quadratique f¢ sur R™

par fo(zi,...,&m) = (w + z ) + 0s2;2;. Dans le cas ou le point double s ne borde pas deux
composantes Di et D67 mais une composante Dé et une composante de ]RXE \ RS, n’appartenant
pas & U; DI, on pose fi(z1,...,0,m) = —3a?.

Enfin, remarquons que le champ ¢ défini au §9.2 s’étend & tout le bord des parties D!, en
imposant que sur la partie commune avec Rg, le champ est normal a cette partie et tangent a R)?E.
On note alors X&(Di) la somme des indices des zéros d’un prolongement de & & D! tout entier, et la
forme quadratique f¢ est définie comme la somme des f¢ ol s décrit ’ensemble des points doubles
de A, et de la forme diagonale —2 Y7 v¢(Di)x?, c’est-a-dire:

s =1

Lemme 9.7 La forme d’intersection de Poincaré de Y dans la famille (O‘i)lgigm est la forme

fe

Démonstration :

Rappelons que af = L( + c.(41)), de sorte que (a)? = 1(5} - c.(3))? + fio c.(41). Le terme
B —c.(B1) est la somme des diviseurs de carré —2 se situant au-dessus des points doubles s bordant
Di, le diviseur étant compté deux fois si D! se situe de part et d’autre de s. Le terme 3! o ce(ﬁé)
peut se calculer géométriquement: le champ J(§) (£ est le champ défini au §9.3) se reléve en un
champ normal & D!, qui s’étend en un champ normal & 3°, dont lindice des zéros vaut —1 sur
chaque demi-sphere, et vaut —2X5(Di) sur D!. En décalant ce cycle & I'aide d’un flot associé & ce
champ de vecteurs, on obtient alors un cycle transverse a ¢, (/3 ) et dont I'indice d’intersection avec
ce(BY) vaut —2X5(Dé) auquel s’ajoute deux fois le nombre de points doubles s bordant D! de part
et d’autre et pour lesquels §, = +1. En sommant ces contributions, on s’apercoit donc que (O‘i)2
vaut exactement f(e;), ot €; est le i€ vecteur coordonnée de R™.

Pour effectuer un calcul géométrique de ai ool avec i # j, on décale le cycle 3! comme précé-
dement, de facon & le rendre transverse & (3/. Ainsi, les seuls points d’intersections entre ces deux

Jeme
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cycles sont situés sur les diviseurs de carré —2 et la somme des indices est exactement la somme
des 0, olt s décrit I’ensemble des points doubles bordant D et D5, ce qui coincide avec (e e;). O

9.4 Résultat principal.

Notons o4 (f°) (resp. o_(f¢)) la dimension maximale d’un sous-espace de R™ sur lequel la
forme quadratique f¢ définie au §9.3 (¢ = +£1) se restreint en une forme définie positive (resp.
définie négative), et notons oo(f°) la dimension du noyau de cette forme.

Théoréme 9.8 Soit A une courbe J-holomorphe réelle séparante connexe a nids profonds de
la surface presque-complexe réglée réelle séparante X. On a, en conservant les notations de la
proposition 9.3, pour ¢ € {£}:

max (0, 5o(f)) 4+ o4 (f9) < = (2N1 + x4+ X2 + 20 (X, A)),

A>I>—‘

max(0,50(f)) +o- (f9) < = (xL, = X2, + 2k (X, A) — 2N,),

ot 5o(f¢) = oo(f°) — 2dim(Hy (X, A)) — 4g(B) — 1

A>I>—‘

Remarque: Rappelons que Ny = 71 (resp. N; = 7}) si A = AL (resp. A = A_). Par
ailleurs, lorsque la réunion des D! n’est pas toute la surface RX,\ RS, le terme —1 peut étre enlevé
dans la définition de o (f€); et lorsque la base B est une sphere, les termes ¢g(B) et dim(H1 (X, A))
sont nuls.

Pour démontrer ce théoreme, nous allons calculer la dimension p du sous-espace de Hy(Y;R)
engendré par les cycles of, calcul effectué dans le lemme 9.10, puis utiliser le lemme 9.7, pour enfin
conclure.

Commencons donc par donner deux lemmes préliminaires. Rappelons que S = p_1§ olt S est
la réunion des diviseurs exceptionnels de X situés au-dessus des points doubles de A. [.’image des
cycles of dans le groupe Hy(Y, S;R), est réalisée par les surfaces D¢ (i € {1,...,m}), elle peut donc
étre considérée dans Hy (Y, S;Z) et Hy(Y, 5).

Lemme 9.9 Le rang de la famille (al)1<i<,, dans Hy(Y,S) est supérieur ou égal a m — (A —
29(B).

Démonstration :
Considérons la suite exacte de Smith :

o Hy(X, AUS) 5 Hy(X, AUS) @ Hy(A, AN S) S Hy(Y,5) —

Le rang des éléments &' de HQ()? AU §) réalisés par les parties D’ de R X, est au moins m — ,u(dzlv)
En effet, I'image de ces éléments par le morphisme de bord est de rang m dans H; (RAU RS) et en
composant par le morphisme d’inclusion Hj (RAU RS) — My (A U S) il ne peut apparaitre qu’un
noyau de dimension inférieure a ,u(A) (et de dimension exactement ,u(A) seulement dans le cas ou
la réunion des parties D! est toute la surface RX. \RS)

Le résultat découle alors de I'inégalité suivante:

dim (Hy(X, AU S) N Ker(a)) < 2¢(B).
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Pour démontrer cette inégalité, écrivons v = v1 & 72, 72 étant le morphisme de bord associé a
la triade (X, AU S, ANS). La suite exacte associée a cette triade est:

0— Hs(X,ANS) = H3(X,AUS) B Hy(AUS, ANS) — ...

Donc le noyau de v; est formé des éléments de H3()?7 An 5) = Hg()?), et est de dimension inférieure
ou égale & 2¢(B). O

Lemme 9.10 Le rang de la famille (a!)1<i<m dans Hy(Y;R) est supérieur ou égal ¢ m — 1 —
4¢(B) — 2dim(H, (X, A)).

Démonstration :

Les composantes S; de S engendrent un sous-espace de (Hy(Y;Z)/TorsHy(Y;Z)) @ Z/2Z de
dimension supérieure ou égale a N —2¢(B). En effet, il suffit de voir qu’ils engendrent un sous-espace
de dimension supérieure ou égale a N — 2¢(B) dans Hy(Y) puisque 'intersection de ce sous-espace
avec TorsHy(Y; Z) @ Z /27 est réduite a {0}. La suite exacte de Smith appliquée & I'involution du
revétement donne :

oo Hy(X, A) DS Hy(X, A) @ Hy(A) S Hy(Y) = ...

Les diviseurs exceptionnels S; sont linéairement indépendants dans HQ()?7 j), il suffit donc de
voir que dim (Hg()?7 j) N Ker(oe)) < 2¢(B), ce qui se démontre de facon analogue a ce qui a été
fait au lemme 9.9. En effet, v = v1 @ 72, 72 étant le morphisme de bord associé a la paire ()?, j),
et la suite exacte associée est :

0— Hs(X) 5 Hs(X, ) B3 Hy(A) — ...

Le noyau de 73, qui est égal & I'image de 3, est donc de dimension inférieure ou égale a 2¢(B).

En choisissant une famille d’éléments S; linéairement indépendants dans Hy(Y'), on s’apercoit
que cette famille engendre un facteur direct dans Hy(Y;Z)/TorsHy(Y;Z). En effet, supposons
le contraire et choisissons @ € Hy(Y;Z) et k,lq,...,l, des entiers premiers entre eux tels que
kx =%, 1;S; avec k # £1. En intersectant avec les S;, on s’apercoit que k divise 2/; quel que soit
i, donc que k peut étre supposé pair. On en déduit que 0 =", 1;S; € Hyo(Y;Z) @ Z/2Z, et puisque
les éléments S; sont linéairement indépendants dans Hz(Y'), que les entiers I; sont pairs, ce qui est
une contradiction.

Comme une telle famille d’éléments S, peut étre choisie de rang au moins N —2¢(B), on en déduit
que dim(Tors(Hy(Y, S;Z)) @ Z/2Z) < dim(TorsHy (Y Z) @ Z/2Z) +2g(B), en considérant la suite
exacte - - — Hy(S;Z) 5 Hy(Y;Z) — Ha(Y,S;Z) — 0 et le fait que Im(a) N TorsHy(Y;Z) = {0}.

Par ailleurs, d’apres la formule des coefficients universels,

TorsHy(Y;Z)=TorsH,(Y;Z),

et d’aprés la remarque qui suit le lemme 9.6, dim TorsHy (Y; Z)@Z/27Z < 2 dim (Hy (X, A)) — pu(A) +
1. Ainsi, on a démontré I'inégalité:

dim(Tors(Hy(Y, S;Z)) @ Z/2Z) < 2g(B) + 2dim(H; (X, A)) — u(A) + 1,

et il suit du lemme 9.9 que le rang de la famille (a!)i<;<, dans Hy(Y,S;Z) @ R est au moins
m—1—4¢g(B) —2dim(H;(X,.A)). Le résultat en découle. O

50



Démonstration du théoréme 9.8:

Le sous-espace de Hy(Y; R) engendré par la famille (O‘i)lgigmv isomorphe 4 R? avec p > m—1—
4g(B)—2dim(H, ()?, j)) d’apres le lemme 9.10, est inclus dans le sous-espace propre _1E_‘||_'1@_1 EL
de ¢, associé a la valeur propre +1. Par conséquent, le noyau de la projection orthogonale de R”
sur _1E_‘||_'1 (resp. _1 /1) est inclus dans _y F | (resp. _1E_|‘|_'1)7 et d’apres le lemme 9.7, la forme f,
est définie négative (resp. définie positive) sur ce noyau. Il en découle que la dimension de I'image
de cette projection est au moins max (0, oo(f) — 2dim(Hy (X, A)) — 4g(B) — 1) + o4(f) (resp.
max (0, oo(f€) — 2 dim(Hy (X, A)) — 4g(B) — 1) 4+ o_(f°)), et par suite que:

max(0, ao(f°)) + o4 (f°) < dim(—lEL)

max (0, Go(f)) +o_(f) < dim(_ £ )

Le théoreme 9.8 provient alors de la proposition 9.3. [J

9.5 Une application.

Théoréme 9.11 Soit A une courbe algébrique réelle mazimale a nids profonds de classe 8k[v]+
4le] sur la surface réglée Xop de base CP', avec k impair (v est une fibre, et e est la section
holomorphe de carré négatif —2k). Supposons que RA posséde deuxr composantes homologues a
+Re. Ces deur composantes séparent le tore RX en deux cylindres, dont un est divisé en deux
moitiés par Re. Supposons que les ovales de RA se situant dans ce dernier cylindre se situent en
fait dans une méme moitie.

Alors en orientant la base de sorte que la composante séparant les ovales soit de nombre d’en-
roulement +1, on a:

<2k +2

Démonstration du théoréme 9.11:

Appliquons ensuite le théoreme 9.8 au cycle A;. Notons RX, la moitié de RX formée de N
disques, ou N est le nombre de points doubles de A, . La courbe possede 12k — 4 ovales, [A,] =
4k[v] +2[e], YL =4+ 2N et x2 = —2N — 4k. D’aprés le théoréme 9.8, on a donc:

1
U_(f+)§N—|—k—|—1—§ﬂ'i'

Or la matrice de f* dans la famille associée aux N disques est de la forme (a;;) avec a;; = —1,
a;; = % si|i—j| = 1et a;; = 0sinon (on utilise ici le fait que la classe caractéristique du revétement
Y au-dessus de RX est [RE] ot E = 2kv + € est donné par le lemme 9.2). Cette forme est donc
définie négative, de sorte que o_(f*) = N. Dol le résultat. O

9.6 Remarque finale.

Les résultats de cette partie s’appliquent également aux J-courbes a nids profonds possédant
des points réels multiples ordinaires en dehors des fibres singuliéres, puisqu’un éclatement en ces
points rend la courbe non-singuliere et que la surface reste réglée. Mieux, nous aurions pu amoindrir
les hypotheses faites sur les surfaces réglées, et admettre que les fibres singulieres soient des arbres
quelconques de J-spheres (les énoncés des résultats auraient alors été encore plus longs). Il en
découle done que les résultats s’appliquent également a toutes les J-courbes & nids profonds dont
les singularités sont réelles. Remarquons toutefois que le fait d’étre a nids profonds impose de fortes
conditions sur la nature de ces singularités.
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Annexes.

Annexe A. Démonstration de la proposition 8.4

Soit A une (M —2r)-courbe algébrique réelle séparante non-singuliere de degré n d = 2k de CP?,
telle que la partie réelle RA possede deux nids dont le premier est de profondeur k& — 2 et le second
de profondeur 2. Notons k] (resp. ki") le nombre d’ovales non-vides du premier nid homologues
(dans le premier groupe d’homologie de R P? privé du centre du nid) & l'ovale extérieur (resp. & son
opposé), de sorte que ki" + ki = k — 3. Supposons de plus qu’au centre de chacun de ces nids se
situent deux ovales, positionnés comme sur la figure suivante :

nid 1

nid 2

Fixons un point #; a l'intérieur de chacun de ces ovales, i € {2,4} pour le premier nid, et
i € {1,3} pour le second, comme indiqué sur la figure ci-dessus. Pour ¢ € {2,4}, notons 6; = +1
(resp. & = +1) si l'ovale contenant z; dans son intérieur est homologue (dans le premier groupe
d’homologie de R P? privé de z;) a I'ovale extérieur (resp. & son opposé), et §; = 0 (resp. §; = 0)
sinon. Enfin, considérons le faisceau de droites centré en z;. Notons E~ (resp. 1) le nombre
d’ovales vides situés en-dehors du deuxieme nid, strictement entre x4 et x4, et qui sont de méme
signe (resp. de signe opposé) dans ce faisceau que I'ovale extérieur au premier nid.

Proposition 9.12 Pour une telle (M — 2r )-courbe algébrique réelle séparante A de CP?, on

2t — ) + (7 —wD)P (BT - EY) =2k (K + 1)+ 65 + 6 — 20
2y — 7))+ (ry = w2+ (BT = E7) =2k (k] + 1)+ 6, +6; —2r~
Ow0<rt,r=-<retrt+r-=r.
Démonstration :
Considérons le faisceau de coniques centré en les quatre points z1,...24, et éclatons ces quatre

points. La surface obtenue est une surface réglée séparante X possédant trois fibres singulieres et
dont la base est CP!. Attribuons & la base RP! du fibré RX l'orientation opposée de celle induite
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par l'ovale exterieur au nid Ny. Notons 6 = +1 (resp. 87 = +1) si l'ovale z; (i € {1,2,3,4}) a
un nombre d’enroulement +2 (resp. —2), et 61 = 0 (resp. §; = 0) sinon (cette définition prolonge
la précédente). Choisissons comme section e du fibré le diviseur exceptionnel se situant au dessus
de 21 (en particulier A = 1), et appliquons la deuxieme formule du corollaire 8.2. Pour calculer le
membre de droite, on s’apercoit que n* = 4kit + 251i + 252i + 253i + 2555 + 1, que x(B) = 2, que
gF = kE+0F 4 6F 405 40T +2rp avecry +r_ =7 (ry, - > 0), et enfin que {a |i € {1,2,3}} =
{lei + 252i + 253i + 1(£1); Qkf + 252i + 2555 +1; lei + 253i + 2555 + 1(£1)} (ces valeurs dépendent
en fait de la position de 'ovale extérieur au second nid par rapport au faisceau, ce qui explique
les termes entre parentheses). Le membre de gauche se calcule directement, et vaut 2(r$ — T$)1
ARE(26F —1) 4+40F (6F — 635) +40F (65 — 65) 4 46E (61 —65) 4+ (B - EF) + (nZ -7 )2+ (05 +6F —267)

(ce qui s’obtient en faisant intervenir les faisceaux de droites centrés en 3 et x4). O

Lemme 9.13 Une courbe satisfaisant les hypothéses de la proposition 8.4 mais n’ayant pas le

schéma complere < 1UL < (S+1);U(5-1)- > Ul < (%).FI_I(%)_ >> possede nécéssairement

quatre ovales disposés comme sur la figure suivante :

De plus, les points x9 et x4 sont de type [, ils séparent le faisceau de droites centré en xq en
deuz parties, et lovale extérieur ne se situe pas dans la méme partie que x3.

Démonstration du lemme 9.13:

Si oy — a— est strictement supérieur & deux, on considere le faisceau de droites centré en un
point intérieur a un ovale de type 3. D’apres la propriété d’alternance, les orientations complexes
des ovales dans ce faisceau sont alternées et dans le nid contenant les ovales de type «, ce faisceau
effectue forcément a deux reprises un saut entre deux ovales positifs. Comme il n’y a qu’un ovale
exterieur, un de ces deux sauts est de la forme recherchée. De méme, si oy — ov_ est strictement
inférieur & deux, alors d’apres la formule de Rokhlin g1 — 3_ est supérieur ou égal & trois et en
considérant le faisceau de droites centré en un point intérieur a un ovale de type «, on conclut de
la méme facon.

Pour démontrer la seconde partie du lemme, considérons le faisceau de coniques centré en les
quatre points x1,...,x4. D’apres le théoreme de Bézout, chaque conique coupe la courbe réelle en
au plus seize points. Par conséquent, les ovales vides autres que zq, ..., 24 se situent nécessairement
dans la partie hachurée:

53



7 N\\\/
L

'

8
iy

o

/////

Z N

En particulier, le faisceau de droites centré en x; rencontre tous les ovales de méme type que
x1 entre x4 et x4. Ce nombre d’ovales est donc nécessairement impair, d’ou le résultat. O

Démonstration de la proposition 8.4 :

D’apres le lemme 9.13, si le schéma complexe de la courbe donnée par la proposition 8.4 n’est
pas < UL < (§+D)yuU(5-1)_>Ul< (%)4_ u (%)_ >>, alors cette courbe satisfait les
hypotheses de la proposition 9.12. En appliquant cette proposition, on obtient :

2(3_ = B4) + (a- — ay) = —4

(a- —ay) = -2

ce qui mene a une contradiction. O

Annexe B. Formule de Rudolph dans D x CP!

Dans [30], L.Rudolph étudie les tresses de S! x C qui bordent des courbes complexes de D x
C. 1l propose une forme normale pour ces tresses, de laquelle découle immédiatement la relation
suivante : la somme des exposants de la tresse est égale a la somme des indices de ramification de
la courbe complexe (qui réalise un revétement ramifié de D). Cette relation est essentielle dans la
démonstration originale des formules d’Orekov. L’objet de cette annexe est de donner une relation
analogue pour les tresses de S1 x CP! qui bordent des courbes complexes de D x CP!.

B.1 L’indice d’intersection

Soit C' une courbe complexe plongée dans la variété complexe D x CP! (D est un disque) et
qui réalise la classe d’homologie d[D] + r[S?] dans Hy(D x S% 0D x S*) = 72

Soit o une section du fibré 9D x CP!' — 9D transverse aux fibres, équipée d’un champ de
vecteurs tangents aux fibres. On suppose que I'image de o ne coupe pas dC et qu’aucun vecteur
du champ de vecteurs n’est nul.
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Soit alors & un prolongement de ¢ en une section du fibré D x CP! — D tout entier, qu’on
équipe également d’un champ de vecteurs tangents aux fibres prolongeant le précédent. Ce dernier
champ peut s’annuler en certains points et on note inds (o) la somme des indices de ces zéros. On
note également (& o ') I'indice d’intersection de C' avec 4.

Proposition 9.14 [(0,C) = 2(6 0o C') — d indz(0) est indépendant du prolongement & de o.
C’est un invariant par isotopie de D x CP! associé a la paire (C, o).

Démonstration :
Soient G, et &y deux prolongements de o. On note TCP! le fibré tangent de CP! et on définit
I’application
5:CP'=DyuU(-D-) = DxTCP'
Ee (5(0),d0)

par o|p, = Nol, et &|p_ = 02 (ces applications se recollent bien sur le bord).
Le cycle [5] associé a & est homologue a

CcP' — DxCP!
t = (0,704q(1))

(7 est la projection TCP' — CP').
Soit § le degré de I'application 7 o ¢(¢) : CP* — CP!. L’indice d’intersection de [5] avec [C] dans
Hy(D x S%,0D x S?) = 72 est alors éd, d’ot :

dd = (610C) — (620C)

Par ailleurs, § est une section du fibré tiré en arriere (70§)*1'S? dont la classe d’Euler (appliquée

en [CP1]) est: e*[CP'] = ecp1 ((7 0 §)«[CP]) = ecp1 (6[CP]) = 25, d’otr:

20 = inds, (0) — inds,(0)

et donc

[2(610C) —dinds (0)] = [2(620C) —dinds,(0)] = 20d — 26d = 0. O

Proposition 9.15 1. Si C et C" sont deux courbes complexes de D x CP! transverses au
bord, et o est une section de 9D x CP' — 9D, disjointe de C' et C" et équippée d’un champ
de vecteurs jamais nul, alors I(c,CUC") = I(0,C) + I(0,C").

2. Si o et o' sont deux sections identiques de 9D x CP' — 9D mais équipées de champs de
vecteurs différents , et C' est une courbe complexe de D x CP' transverse au bord, qui réalise

la classe d’homologie relative d[D]+ r[CP'], alors I(0,C) = 1(o’,C) — d ind(%). O
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B.2 La somme des exposants

Soit o une section du fibré S x CP! — S équippée d’un champ de vecteurs tangents aux fibres
qui ne s’annule pas, et soit 7" une tresse a d brins de ce fibré (c-a-d une sous-variété de dimension
1 orientée telle que la projection p : S' x CP' — S! en fasse un revétement de degré d respectant
lorientation). On suppose que I'image de ¢ ne coupe pas 7.

Le fibré trivial S x CP! — S est muni d’un sous fibré trivial S! x RP!, d’une section infinie
€co (incluse dans S x RP!), et d’une projection p: (ST x CP1)\ es, — (ST x RPY) \ en. 11 existe
un isomorphisme de fibré ¢, : S' x CP' — S x CP! qui envoie o sur la section constante infinie
et le champ de vecteurs sur un champ tangent au sous-fibré S x RP'.

La projection tirée en arriere ¢7(p) ne dépend pas du choix de ¢, et permet d’associer a T’
une somme des exposants e(o,T') de la tresse: en effet, I'image de la tresse par la projection a un
nombre fini de croisements dans I’anneau ¢;1[(S! x RP!) \ e..], et chaque croisement est muni
d’un signe positif 8’il correspond & deux brins de T" tournant dans le sens de 'orientation des fibres
CP' \ o, et négatif sinon. On note e(o, T) la somme de ces signes.

Proposition 9.16 1. La somme des exposants e(o,T) ne dépend que des classes d’isotopies
de o etT.

2. Si o et o' sont deux mémes sections du fibré S1 x CP! équippées de champs de vecteurs
différents, et si T est une tresse dans ce fibré réalisant un revétement de degré d de la base
(et ne coupant pas o,0'), alors e(0,T) = e(o’,T)+ d(d —1)ind(%) O

Pour tout @ € S1, on obtient une base de I'espace tangent en ¢(z) grace au champ de vecteur
associé a o’ et 'indice réalisé par le champ de vecteur associé a o dans ces bases lorsque z parcours
1 400 o
S* est noté ind(Z).

B.3 Formule de Rudolph généralisée

Soit C' une courbe complexe plongée dans D x CP! de facon transverse au bord et qui réalise
un revétement ramifié de degré d du disque D.

Soit o une section du fibré D x CP! qui ne rencontre pas ', équippée d’un champ de vecteurs
tangents aux fibres. Alors dC' est une tresse dans 9D x CP! et on a:

Proposition 9.17
e(o,0C) = R(C)+ I(0,C) (1 —d)

ot R(C') est la somme des indices de ramification de C'.

On démontre cette proposition de la facon suivante: on prolonge la section ¢ en une section
& du fibré D x CP' qu’on équippe d’un champ de vecteurs prolongeant celui déja défini sur le
bord ; puis on applique le méme raisonnement que Rudolph (v. [30]) mais en considérant en plus
des points de ramifications de C' les points d’intersection de C' avec & et les zéros du champ de
vecteurs (qui apportent une contribution respective de 2(5 0 C')(1 — d) et d(d — 1) ind(Z)).

56



Troisieme partie
Discriminants, courbes flexibles et courbes
isotopes sur les surfaces réglées de base CP!

L’objectif de cette derniere partie est de montrer dans les surfaces X,,, m > 2, d’une part
Iexistence de courbes flexibles réelles qui ne sont isotopes a aucune courbe algébrique réelle; et
d’autre part, ’existence de courbes algébriques réelles isotopes, mais qui ne sont pas dans une
méme classe de déformation. Rappelons qu’une courbe flexible réelle de X, est une sous-variété
de dimension deux de X,,, stable par 'involution antiholomorphe, dont les espaces tangents en les
points réels sont complexes, et qui réalise un revétement ramifié de la base CP! de X, dont chaque
point de ramification d’indice k& — 1 est conjugué par des difféomorphismes préservant ’orientation
au modele z = y* de C? et non au modele z = 7* de C2. De méme, deux courbes algébriques réelles
lisses Cy et (1 sont dites isotopes dans X, s’il existe un chemin continu de difféomorphismes de
X, reliant I’identité & un difféomorphisme qui envoie Cy sur €7, chaque difféfomorphisme devant
commuter avec l'involution antiholomorphe de X,,, alors qu’on dit qu’elles sont dans la méme
classe de déformation si elles appartiennent a une méme composante connexe de R|D|\ RAp, ou
| D| est le systéme linéaire complet de diviseurs associé & ces courbes. Ces résultats se déduisent du
théoreme suivant (v. théoreme 10.3): lorsque m = [+ 2k, k > 0, les discriminants de la surface X,
se déduisent de ceux de la surface X; par des homothéties a poids.

Tous ces résultats sont obtenus en étudiant une déformation des surfaces réglées.

10 Discriminants des surfaces réglées de base CP!

10.1 Une déformation Y des surfaces réglées

Soient k, [, m trois entiers naturels tels que m = [ + 2k, k > 0. On définit la déformation Y de
X, par le recollement de deux cartes ¢/, V isomorphes & C x C x CP'. Fixons (t, 21, (y1 : yo)) et
(t, 22, (21 : 20)) des coordonnées sur U, V, le recollement est défini par:

CxC'xCP' —» CxC xCP!
(L1, (Y12 90)) = (422, (21 20))

o 129 =1, et 2oy1 = 25 2190 + txgyozo.

Cette variété est munie d’une projection sur la premiere coordonnée p : ¥ — C, et pour t € C,
la fibre p~1(¢) de cette submersion propre est notée Y;. Ces surfaces Y; sont des surfaces réglées
de base CP!, la structure réglée étant donnée par la projection sur la seconde coordonnée. De
plus, les applications données dans les cartes U et V par (t,21,(y1 : yo)) — (6,71, (T; : Jp)) et
(t, 29, (21 : 20)) — (£, T2, (Z1 : Zp)) définissent une structure réelle ¢y sur Y.

Lemme 10.1 La déformation Y — C est triviale au-dessus de C*, isomorphe a C* x X; — C*,
et Yy est isomorphe a X,,.

Reproduisons la démonstration de [16], exemple 2.16.

Démonstration :

Rappelons que la surface X, est définie par le recollement de deux cartes U, V isomorphes a
C x CP!. Notons (&1, (91 : Jo)) et (Z2, (21 : Z0)) les coordonnées dans ces cartes (ces coordonnées
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sont notées avec des tildes pour ne pas étre confondues avec celles de V), le recollement est alors
défini par les équations 29 = 1, et Zpy; = T4 21Yo. L'isomorphisme Yy = X, est donc donné dans
les cartes Y — U par &1 = x1, §1 = y1 et Yo = Yo-

Lorsque t # 0, considérons les applications (¢,z1, (y1 : vo)) — (t, 21, (2¥y1 — tyo : ty1)), et
(t, 2, (21 : 20)) = (£, 29, (21 : tzl "2 + t22)). Ces applications se recollent en une application W
entre p~1(C*) et C* x X;. En effet, si z1, 25 € C*, alors zy25 = 1, et:

2o = (mgn_kzl + t220) (z5y1 — tyo)

twlzy121 - tzw?"“yozl + t%lfzoyl — %020

txlzylzl — th?_kyozl — 3ypz0 + t%’f(xgnzlyo + txgyozo)

I
legynz

= #Z45o
Cette application W est un isomorphisme entre p~1(C*) et C* x X; — C*. [

Remarque: Une forme explicite d'un isomorphisme ¥ entre p~!(C*) et C* x X; — C* a été
donnée dans la démonstration du lemme 10.1. Elle sera utilisée par la suite. Cet isomorphisme
préserve les structures réglées de X; et Y;. Par ailleurs, remarquons que quel que soit ¢t € C*, les
applications données dans les cartes U et V par: (1,21, (y1 : yo)) — (¢, 21, (ty1 : vo)) et (1,22, (21 :
z0)) — (t, 22, (tz1 : z0)) définissent un isomorphisme ¥, : Y7 — Y;.

10.2 Homothéties a poids

Fixons une décomposition C* = C* xC™ x...xC", ou b, n, ng, ..., np sont des entiers naturels,
et notons h le morphisme de groupes C* — G'L(C") défini pour tout ¢t € C* par h(t)(zo,...,2p) =
(2o, tzy, 22y, .. .,tbxb). Soit A C C* une hypersurface algébrique définie comme le lieu des zéros
d’un polynéme P. Notons Ay = {(t,2) € C* x C* |h(t™)(2) € AY. Si P = Y a;y. s zla)! ...xéb,
ot pour j € {0,...,b}, i; € N, le degré homogéne de P est d = max{|i1]| + 2|ig| + - - - + b|ip|}, le
maximum étant pris sur les monémes pour lesquels a;,. ;, # 0. L’hypersurface Ay est alors le lieu
des zéros du polynome P, (t, z) = t*P(h(t~1)(2)).

On appelle homothétie a poids de A associée a la décomposition C* = C* x C** x ... x C*®,
I’hypersurface algébrique

HA = {zcC"|(0,2) €A, CcCxC"}
= {2eC"|P(0,2) =10}

Cette hypersurface HA est invariante par 'action de h. Lorsque P est & coefficients réels, ¢’est-a-
dire lorsque A est une hypersurface algébrique réelle de C”, il en est de méme pour Ay et HA. Les
parties réelles de HA et A satisfont alors RHA = H(RA).

Soit & présent V un C-espace vectoriel, et (®;);cc une famille d’applications linéaires injectives
V — C x ... x C" telle que pour tout t € C*, Im(®¢) = h(t)(Im(Py)). Soit A C V une
hypersurface algébrique. On note A, = {(t,2) € C* x V| @[ o h(t™!) 0 ®,(2) € A}, et on appelle
homothétie d poids de A associée & @, 'hypersurface HgA = {2z € V | (0,2) € A, C CxV }. Lorsque
t — @, est algébrique, 'hypersurface Hg A est algébrique. Si de plus A est algébrique réelle, pour
la conjugaison complexe de V induite par @1, et que quel que soit t € C* et z € V, r(z) = d;(%),
alors Ay et HgpA sont également algébriques réelles, et RHeA = Hg(RA). Lorsqu’il n’y aura pas
d’ambiguité, on notera plus simplement He A = HA.
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10.3 Discriminants des surfaces X,,

Rappelons que Pic(X;) = H?(X;;Z) = Ho(X(;Z) = Z2. On fixe une base de ce réseau ([v], [€])
donnée par une fibre et la section exceptionnelle de X si [ # 0, ou par une fibre et une section de
carré nul si [ = 0. Fixons trois entiers naturels m, [, k tels que k& > 0 et m = [ + 2k, et notons p
I'isomorphisme de réseaux

p: Pic(X;) — Pic(X,,)
(a,b) +— (a+kb,b)

Soit D un diviseur de X; de classe (a, b), notons h°(D) la dimension de H°(D). Si a < 0 ou b < 0,
alors H°(D) est réduit & {0}. Si a > b, alors h°(D) = (a+ 1)(b+ 1) — 1ib(b + 1). En effet, cet
espace HY(D) est I'espace des sections du fibré en droites complexes associé a D, et ces sections

sont données dans la carte U par les polynémes en 1, §; dont le polytope de Newton est I’enveloppe
convexe des sommets (0,0), (0,b), (a — b,0) et (a,b).

371“

07 a—1b a !

Enfin, si a < Ib, a,b > 0, alors k(D) = (a+ 1)(b+1) — %ll;(b—l— 1), ot b= E($) (v. §1).

Par ailleurs, on note Ap C H%(D) (resp. A,py C H%(p(D))) I'hypersurface discriminant consti-
tuée des sections dont le lieu des zéros est singulier dans X (resp. dans X,,,). Lorsque les surfaces X,
X, sont munies de leurs structures réelles données dans la carte U par (Zq, (1 : §o) = (21, (91 : Jo),
cette structure induit sur le C-espace vectoriel H(D) (resp. H%(p(D))) une conjugaison complexe,

et ’hypersurface Ap (resp. Ap(D)) est algébrique réelle pour cette conjugaison complexe.

Lemme 10.2 Pour tout diviseur D de Pic(X;), h°(D) < h%(p(D)). Si p(D) est numériquement
effectif, c’est-a-dire si p(D)oe >0 et p(D)ov >0, alors il y a égalité.

Démonstration :
Il suffit de considérer le cas ou D est effectif, c’est-a-dire de classe (a,b) avec a et b positifs. Si
a < b, on note b; = E(%), sinon b; = b. De méme, si a 4 kb < mb, on note b, = E(%’“b)7 et sinon

b, =0b.0n a:

RO(D) =K (p(D)) = (a+1)(bi+1) - %Bl(?al +1)— (a+kb+1)(by, 4+ 1)+ %Bm(i)m +1)

~ ~ ~ m o~ ~ ~ ~
= (by—bp)(a+kb+1—m(by,+1)— 5 (b = b — 1)) 4 k(b — b) (bi + 1)
Ainsi, si by = by, h°(D) < h%(p(D)), et il y a méme égalité lorsque p(D) est numériquement
effectif, puisqu’alors b; = b, = b. Si by > by, alors F(b; — b, — 1) > 0. Or par définition de
Do, a+kb+1 - m(by, + 1) < 0, donc & nouveau h(D) < h°%(p(D)). Enfin, si by < by, alors
—%(b; — by, — 1) > m, mais par définition de b, a +kb+1—m(b,, +1) > 1 —m. O

Pour h € {0,...,b}, posons n, = a+ k(b — h) + 1, et notons C** ’espace des polynoémes en
1, Y1, Yo,de degré en zq inférieur ou égal a ny, et homogenes en (y; : yo) de degré b — h. Le produit
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C™ x C" x ---x C" désigne alors 'espace total des polynomes dont les mondémes sont de la forme
2iylyd™  <a+kjetj<b
1YYy ~avect < a+ky ety <o.

Théoréme 10.3 Soit D un diviseur de X;. Il existe des applications linéaires injectives ¢p :
H°(D) — H%p(D)), et pour tout t € C, ®; : HY(D) — C x C" x --- x C", telles que les
seuls diviseurs de |p(D)| qui se prolongent en des diviseurs de Y sont ceux associés aux éléments de
Uimage de ¢p, et telles qu'on ait Ualternative Imép C A (py, ou bien (ImqﬁD,Ap(D) NIme¢p) =
(H°(D), HAp) ot HAp est ’homothétie a poids de Ap associée a ®. Lorsque les surfaces X;, X,
sont munies de leurs structures réelles données dans la carte U par (31, (91 : Jo) = (%1, (1 : Jo),
¢p et Uhomothétie a poids préservent ces structures, et on a Ualternative correspondante RImeop C

RA/)(D); ou bien (RIM(bD, RA/)(D) N RI?TL(bD) = (RHO(D), H(RAD)).

Remarque: Lorsque p(D) est numériquement effectif, d’apres le lemme 10.2, k(D) = h%(p(D)).
Dans ce cas, d’apres le théoreme 10.3, Im(ép) = H®(p(D)) tout entier, et tous les diviseur du sys-
teme linéaire complet [p(D)| de Yy se déforment dans Y. De plus dans ce cas, (H°(p(D)), A,p)) =
(H°(D), HAp).

Pour tout diviseur D de Xj, on note Ep 'ensemble fini des composantes connexes du complé-
mentaire de RAp dans RH®(D). De méme, E,(p) désigne I'ensemble fini des composantes connexes
du complémentaire de RA ;) dans RH(p(D)). Lorsque p(D) est numériquement effectif, le théo-
reme 10.3 fournit une application fp : E,py — Ep qui est définie comme suit : soit Cy un diviseur
lisse réel réalisant un élément de E,py. D’apres la remarque précédente, ce diviseur se déforme
dans Y en une famille C; C Y; de diviseurs. Lorsque ¢t > 0 est suffisament petit, C} est lisse dans
Y; qui est isomorphe & X; par pryo W olt ¥ est 'isomorphisme entre p=1(C*) et C* x X; — C* fixé
au §10.1, et pry la projection C* x X; — Xj. Lorsque t > 0 est suffisament petit, C; définit donc un
élément de Ep. Comme cet élément ne dépend pas de choix de Cy dans E,(p), ce procédé définit
une application F,py — Ep notée fp. Cette application sera étudiée dans le §11.

Lemme 10.4 Soit D un diviseur effectif de X;. Il existe un fibré en droites L — Y tel que pour
tout t € C*, la restriction de L a Yy est le fibré associé a D, et tel que sa restriction a Yy est le
fibré associé a p(D).

Démonstration :
Notons (a,b) la classe de D, olt a et b sont positifs, et b = E(}) (resp. b = b) si a < b
(resp. si a > [b). Une base de ’espace vectoriel des sections algébriques du fibré en droites associé

a D est donnée dans la carte U de X; par les sections ii@l{_bﬂ@g_j, et dans la carte V par
i;_lbﬂj_ié?_bﬂég_j, ot j €40,...,b} eti € {0,...,a—Ib+1j}. Par 'isomorphisme W entre C* x X

et p~1(C) donné dans le §10.1, ces sections s’écrivent dans la carte U : @i (¢fyr — tyo)b_g"'j (ty)"=7
ou j € {0,...,b} et i € {0,...,a — b+ [j}. Lues dans la carte V, elles se transforment en les
fractions rationelles :

Lk \b—btjyom 2 k. \b—j g b—btj ) m—k 2 \b—j

w_é(xz z1) (talzy +t7a529)" 7 = WZI (tad ™"z +t°2)

2
Ainsi, notons Ly (resp. Ly) les fibrés en droites au-dessus de U (resp. V) dont les sections sont

les polynémes homogenes de degré b en (y; : yo) (resp. (21 : 20)). Trivialisons ces fibrés au-dessus
des ouverts yo # 0 et zg # 0, et recollons-les par le changement de trivialisation :

LU|1’1Z/0750 — LV|1’2ZO750

Y1 Zy 1
(t7$17y_07€) = (t7$27%7$a+kb—mb€)
2
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ot z123 =1 et zoy1 = 252190 + tacgzoyo.

En restriction & p~1(C¥), ce fibré en droites L est le fibré associé & D, et au-dessus de Yy, ce
fibré en droite est le fibré associé a p(D). En effet, un isomorphisme entre ce dernier fibré et le fibré
associé au diviseur (a + kb)v + be de X,,, est donné dans les cartes Y — U par I'identité. O

Remarque: Au début de la démonstration du lemme 10.4 ont été introduites les sections du
fibré associé au diviseur D de Y; pour t # 0. Notons $q, ..., $po(p) ces sections qui seront utiles dans
la suite. Remarquons que par exemple lorsque a > [b, c’est-a-dire lorsque D est numériquement
effectif, elles s’écrivent dans la carte &f comme des éléments de 'espace C* x C*" x --- x C?,
c’est-a-dire comme des polynoémes en zy,y; dont le polytope de Newton est I’enveloppe convexe des
sommets (0,0), (0,0), (a + kb, b) et (a,0). Par ailleurs, les involutions des fibrés Lz, Ly données
par (t, 1, (Y1 : y0), &) — (6,71, (U1 : o), &) et (¢, 22, (21 ¢ 20),&) — (¢, T2, (Z1 : Z0), &) définissent une
structure réelle sur L qui commute avec la structure réelle ¢y de Y.

Lemme 10.5 Soit D un diviseur effectif de X;. Il existe une famille sy, ..., spopy de sections
algébriques du fibré L construit dans le lemme 10.4, telle que pour tout t € C, les restrictions s;(t)
de s; au dessus de Y; forment une famille libre de sections de I — Y;. Lorsque D est réel, ces
sections commutent avec les structures réelles de I et Y.

Démonstration :

Les sections s1,. .., S50(p) sont obtenues par récurrence en appliquant la construction qui suit
aux sections §y, ..., Spo(py introduites dans la démonstration du lemme 10.4 (v. la remarque précé-
dente).

La construction initiale est la suivante: si la section §,(0) du fibré L — Yj est non-nulle, on
pose s; = ;. Sinon, §; est divisible par une puissance de ¢, et on pose s; = t~%5; ot d est choisi
maximal. Ainsi, pour tout ¢ € C, s1(t) est non nul, et lorsque ¢ # 0, s1(¢) est dans Iespace vectoriel
engendré par §;(f).

Supposons A présent construits sy, ...,s; ot k < h°(D), de sorte que pour tout ¢ € C,
s1(t), ..., sg(t) sont linéairement indépendants, et sont dans I’espace vectoriel engendré par 51 (), ..., 5x(t)
lorsque t # 0.

Si Sk41(0) est linéairement indépendant de s1(0),...,s,(0), on pose siy1 = Sgt1. Sinon, il
existe des complexes A1,..., A; tels que (Spq41 — Zle Aisi)(0) = 0. Cette section Sg41 — Zle AiS;
est donc divisible par une puissance de ¢, et on réitere le procédé en substituant & S;41 la section
t_d/(§k+1 - Zle Ais;i), ot d’ est choisi maximal. Comme les sections $y, .. -» 8o (py sont définies
dans la carte U par des polynomes en ¢t de degrés inférieurs ou égaux a b, et que Sp4q(f) n’est
pas dans 'espace vectoriel engendré par si(t),...,sk(t) pour tout ¢ non nul, ce procéde s’arréte
nécéssairement. Il produit alors une section de la forme t=%" (5,4, — Zle Ai(t)s;) ot d” < b et les
Al sont des polynémes de degrés inférieurs ou égaux a d”. Cette section est linéairement indépen-
dante de s1(t),...,sk(t) pour tout t € C, et est dans 'espace engendré par $;(t), ..., Sg+1(t) pour
tout ¢ non nul. On pose sii1 €gal a cette section. Comme les sections $y,. .., Sp0(p) commutent
avec les structures réelles de X; et du fibré associé a D, par construction, les sections sy, ..., spo(p)
commutent avec les structures réelles de Y et de L. [

Démonstration du théoréme 10.3:
On peut supposer que le diviseur D est effectif. Considérons les sections sq,.. -vShOBD) don-
(D

nées par le lemme 10.5. D’apres ce lemme, si(1),...,s50(py(1) forme une base de H”(D), et
51(0); - -+, Sp0(py(0) une famille libre de H%(p(D)). Posons ¢p(si(1)) = s;(0) pouri € {1,...,h%(D)},
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et prolongeons cette application par lindarité en une application H°(D) — H®(p(D)). Cette appli-
cation est alors linéaire injective, et par construction, tous les diviseurs associés aux éléments de
son image se prolongent en des diviseurs de Y. Par ailleurs, ce sont les seuls. En effet, si s(0) était
un élément de H®(p(D)) associé a un diviseur de |p(D)| qui se prolonge en un diviseur de Y, mais
qui n’appartient pas a I'image de ¢p, alors pour des valeurs de ¢ voisines de 0, s(t) serait encore
linéairement indépendant de s1(t), ..., spo(py(t), ce qui ne se peut pas.

Notons V = C"° (D), et pour tout t € C, ®; application linéaire

V. = C"%x...xC"
h?(D)
(T1, .. popy) Z isi(t)
=1
ce qui a un sens lorsqu’on écrit chaque section s; dans la carte U, puisque son expression est alors

polynomiale de la forme voulue. Notons A C C x V D’ensemble des éléments (¢, z1, .. .,whO(D))

0
tels que le lieu des zéros de la section Z?:(lD) x;5;(t) est singulier dans Y;. C’est une hypersurface

algébrique de C x V, puisque par construction, lues dans les cartes U et V, les sections s; sont
algébriques en toutes les variables. Or pour tout ¢ € C*, il existe un isomorphisme ©; : Y} —
Y; donné dans la carte U par (1,21, (v1 @ yo)) — (&, 21, (tyr @ yo)) (v. le §10.1). En notant hy
I’homothétie

Cox...xC?® — C°x...xC
b
(y07y17"'7yb) — (y07ty17"'7t yb)7

on s’aper¢oit donc que I'm(®;) = hy(Im(Py)). En effet, si une section s de L|Y] est donnée dans la
carte I par un polynéme P € I'm(®;), alors la section s o th_l de L|Y; est donnée dans la carte U
par I’élément P o ;! € Im(®4). Or 2P o7t = hy(P) si d est le degré homogene de P, et donc
Im(®y) = h(Im(Pq)).

De plus, le lieu des zéros de la section Zfi(lD) x;5;(1) est singulier dans Y si et seulement si le

lieu des zéros de la section Zfi(lD) z:5:(1) 01b7 " est singulier dans Yy, donc A est invariante par les
homothéties h;. On en déduit alternative AN({0} x V) = {0} x V', ou bien ({0} xV,AN({0}xV)) =
{1} x VH(AN ({1} x V))) ou H(AN ({1} x V)) est 'homothétie & poids de AN ({1} x V)
associée a ®. Lorsque les variétés X, X,,, Y et L sont munies de leurs structures réelles, d’apres
le lemme 10.5, les sections sy, ..., s0(p) commutent avec les structures réelles de L et Y, et par
suite A est une hypersurface algébrique réelle de C x V. On en déduit alors ’alternative analogue:
RANHO}xRV) = {0} xRV, ou bien ({0} xRV, RAN({0}xRV)) = ({1} xRV, HRAN{1}xRV))).
O

11 Constructions de courbes flexibles et d’isotopies équivariantes
de courbes algébriques réelles

Dans toute la suite de cette partie, les surfaces réglées X;, X,,, et Y sont munies de leurs
structures réelles données dans les cartes U et U respectivement par (Z1, (71 : 9o)) = (%1, (71 : o)),
et (t,z1, (y1 : yo)) — (£, 71, (Ur : Jo)). On suppose également a présent que le diviseur p(D) est
numériquement effectif, de sorte que d’apreés le lemme 10.2, h°(D) = h°(p(D)). L'objet de ce
§11 est d’étudier Papplication fp : F,p) — Ep introduite au §10.3. La surjectivité de fp est
étudiée dans le §11.1, et D'injectivité dans le §11.2. 1l s’avere qu’en général, fp n’est ni surjective,
ni injective.
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11.1 Surjectivité de fp, courbes flexibles non-algébriques dans X,

Proposition 11.1 Lorsque p(D)ov = 0, ou bien lorsque m est impair et p(D)ov =1, fp est
bijective. Par contre, dans tous les autres cas excepté lorsque m est impair, b =3 et k = 1, il existe
dans |D| des courbes lisses dont le schéma réel n’est réalisé par aucune courbe réalisant un élément
de l'tmage de fp, et donc fp nest pas surjective.

Remarque: Lorsque m est impair, b = 3 et £ = 1, la surjectivité ou la non-surjectivité de fp
ne m’est pas connue.

Corollaire 11.2 Soit m un entier supérieur ou égal a 2, et [A] un élément de Hy( X, Z) tel
que [A]o[e] > 0, [A]o[v] > 0 sim est pair, [A]o[v] > 1 si m est impair, et lorsque [A]o[v] = 3 et que
m est impair, supposons que m > 5. Il existe dans X, des courbes flexibles réelles de classe [A] dont
le schéma réel n'est réalisé par aucune courbe algébrique réelle dans cette classe. En particulier,
ces courbes ne sont isotopes a aucune courbe algébrique réelle.

Rappelons qu’une courbe flexible réelle de X, est une sous-variété de dimension deux de X,,,
stable par I'involution antiholomorphe, dont les espaces tangents en les points réels sont complexes,
et qui réalise un revétement ramifié de la base CP! de X,, dont chaque point de ramification d’in-
dice k — 1 est conjugué par des difféomorphismes préservant I'orientation au modele 2 = y* de C2.

Démonstration de la proposition 11.1:

Notons (a,b) la classe de D. Si b = 0, le lieu des zéros d’un élément de RHO(D) ou RH(p(D))
est constitué de a fibres dont ’ensemble est invariant par la structure réelle. L’application fp est
donc bijective. 5i b = 1 et que m est impair, les ensembles Fp et [/,(py sont des singletons, d’ou a
nouveau la bijectivité de fp. En effet, une courbe de classe (a, 1) de X,, est donnée dans la carte
U comme le lieu des zéros d’un polynéme P(Z1)j1 + Q(Z1)g0 = 0, ot P est de degré a et () de
degré a — m. Une telle courbe est singuliere si et seulement si les homogénéisés de P et () ont
une racine commune dans CP!. Or les degrés de P et de () n’ont pas méme parité. Les racines
réelles de P et de  ne peuvent donc pas étre alternées dans RP!. Mais chaque couple de racines
réelles consécutives de P ou de () peut étre supprimé & l'aide d’un chemin de courbes algébriques
réelles lisses au cours duquel ces racines se transforment en une racine double puis en deux racines
complexes conjuguées. Ainsi, toute courbe algébrique réelle de classe (a, 1) de X, est dans la méme
classe de déformation qu’une courbe donnée dans la carte U comme le lieu des zéros d’un polynéme
P(z1)71 + Q(21)g0 = 0, ol les racines de P et de ) sont toutes complexes sauf une (puisqu’un des
deux polynémes est de degré impair). Le résultat découle alors du fait que ces courbes ne forment
qu’une seule classe de déformation.

Supposons a présent que m (et donc [) est pair et que b > 1. Perturbons le produit de b
sections réelles de classe (I/,1) de Xj, choisies de sorte que les seules singularités de ce produit
sont imaginaires. On obtient ainsi une courbe lisse de X de classe (Ib,b), dont le schéma réel est
constitué de b composantes transverses aux fibres et disjointes de la section exceptionnelle Re.
Perturbons ensuite le produit de cette courbe avec a — [b fibres réelles distinctes, chaque point
double étant perturbé de la méme maniere (v. [3], [12], [31]). Remarquons que par hypothese p(D)
est numériquement effectif, c’est-a-dire a + kb > mb, de sorte que a — [b > 0. On obtient ainsi deux
courbes lisses C% correspondant aux deux facons de perturber les points doubles, comme sur la
figure suivante :
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b=4,a—1lb=14 ch
La proposition 11.1 dans le cas ou m est pair découle alors du lemme 11.3 suivant démontré
plus loin.

Lemme 11.3 Au moins un des éléments de Fp réalisé par C’B, Cp nest pas dans image de
Ip-

Supposons a présent que m est impair et que b > 1. Si b est pair, il est facile de construire une
courbe lisse de classe (a,b) dans X; dont la partie réelle possede exactement a — (b composantes
homologues a des fibres, il suffit de perturber le produit de a — [b fibres réelles distinctes et d’une
courbe de classe ({b,b) sans point réel. L’élément de Ep réalisé par cette courbe n’est pas dans
I'image de fp. En effet, 'isomorphisme W construit dans le §10.1 préserve les structures réglées
de X et de Y}, donc la partie réelle de I'image par U~! de cette courbe contient également a — b
composantes homologues a des fibres de RY;. Mais le nombre maximal de composantes homologues
a des fibres d’une courbe C' de classe (a + kb, b) de X, est eo C'=a+ kb—mb < a — [b.

Si b > 3 est impair, perturbons le produit d’une courbe de classe ((b — 3){,b — 3) de X, sans
point réel, d’une courbe de classe (2/,2) dont la partie réelle est constituée d’un ovale, et d’une
section de classe (a — Ib+ [, 1), et notons Cp la courbe algébrique réelle lisse de X; obtenue. La
section de classe (@ — Ib+ [, 1) est donnée dans la carte U comme le lieu des zéros d’un polynoéme
P(21)71+Q(21)g0 = 0, ot P est de degré a—[b+1 et () de degré a—(b. Le polynoéme Q) est choisi de
sorte que toutes ses racines soient réelles distinctes dans RPL. Fixons une orientation de RP', ces
racines sont notées dans 'ordre croissant aq, ..., a,_p. Le polynome P est choisi de sorte qu’il ait
a — [b— 1 racines réelles distinctes, et [ 4+ 1 racines imaginaires conjuguées (rappelons que puisque
p(D) est numériquement effectif, a — (b > kb). De plus, les racines f1, ..., Bo—np—1 de P sont choisies
de sorte que pour tout ¢ € {1,...,a —lb— 1}, a; < §; < ay1. La partie réelle de cette courbe de
classe (¢ — lb+1,1) est alors constituée d’une section qui intersecte le diviseur exceptionnel Re en
les points «q, ..., aq_p, et la section 79 = 0 en les points Gy,..., Bo_p_1. Entre les points a,_j et
ay, cette section forme une “boucle” qui revient sur le diviseur exceptionnel Re sans rencontrer la
section 7o = 0. La courbe de classe (2[,2) est choisie de sorte que sa partie réelle est constituée
d’un ovale situé a l'intérieur de cette boucle, comme sur la figure suivante:

B1 B2

La proposition 11.1 découle du lemme 11.4. O

Lemme 11.4 L’élément de Ep réalisé par C'p n'est pas dans image de fp.
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Démonstration des lemmes 11.3 et 11.4:

Il existe une famille continue (e;);er de sous-variétés de Y, telle que e est le diviseur exception-
nel de Yp, et telle que pour tout ¢t € R, e; est une sous-variété de dimension deux de Y; invariante
par 'involution antiholomorphe. Orientons Re; de sorte que lorsque ¢ > 0, sa classe d’homologie

dans H;(RX}; Z) soit —k[Rv]+ [Re], ou Rv, Re et RX| sont orientés de sorte que [Rv]o [Re] = +1,
et 0 < k < k. Considérons alors une famille continue (C)icr de courbes algébriques réelles lisses
telle que pour tout t € R, Cy C Yy, et telle que Cy est de classe (a+ kb, b) dans Yp. Lorsque ¢ > 0 est
suffisament petit, puisque Cy ne contient pas le diviseur exceptionnel de Yp, le nombre de points
d’intersection entre C% et e; est majoré par Cooeg = a + kb — mb. Or, la partie réelle d’une des
deux courbes C%, disons C’B, peut étre orientée de sorte que sa classe d’homologie dans Hy (RX; Z)
soit (@ — [b,b). Par suite, lorsque ¢ > 0 est suffisament petit, le nombre de points d’intersection
entre ¢; et toute courbe C' de Y; qui est dans la méme composante de |D|\ Ap que C} est minoré
par [RC]o [Re] = [RCH] o [Rey] = a — (I — k)b. Comme a — (I — k)b > a + kb — mb, quelle que
soit la famille (C});er de courbes algébriques réelles lisses choisie comme ci-dessus, lorsque ¢t > 0
est suffisament petit, C; ne peut pas étre dans la méme composante de |D|\ Ap que C’g, et donc
I’élément de Fp réalisé par C’B n’est pas dans 'image de fp.

Démontrons a présent le lemme 11.4. La partie réelle de C'p est constituée d’un ovale et d’une
section donnée dans la carte U comme le lieu des zéros d’un polynéme P(Z1)y1 +Q(Z1)g0 = 0. Par
construction, 'ovale est situé a l'intérieur d’une boucle formée par cette section entre deux racines
consécutives a,_pp, et o de (). Par suite, pour toute courbe C' de X; qui se déforme sur C'p, le triplet
(RX;,RC,Re) est isotope & (RX;,RCp,Re). En effet, le nombre de points d’intersection entre la
section de RCp et le diviseur exceptionnel est par construction ¢ — b = e o C'p. Au cours d’une
déformation, 'ovale de RC'p ne peut donc pas traverser le diviseur exceptionnel puisque ce nombre
d’intersection est déja maximal. Par suite, les deux racines consécutives a,_j, et oy ne peuvent se
transformer en une racine double puis disparaitre en deux racines imaginaires conjuguées, ce qui
force le résultat.

Soit v une fibre réelle intersectant ’ovale de RC'p, et z le point d’intersection entre RCp et v
qui n’appartient pas a I'ovale de RC'p. Soit €' une courbe algébrique réelle lisse de X située dans la
méme classe de déformation que Cp. Au cours d’une déformation entre C'p et C, le point marqué
x de RCp se transforme en un point y de RC. Le revétement double d’orientation de RX est un
tore T2. La courbe RC se reléve en une courbe RC' de T2 possédant deux points marqués yq, ys.
Notons Rvy, Rvy des fibres réelles orientées de 72 situées de part et d’autre de y; et ya, et s1, 59
des sections orientées dans ce tore reliant 71 a yo et yo a y; sans couper la courbe € qui releve le
diviseur exceptionnel de RX. Les fibres Rvy, Rvy peuvent étre orientées de facon compatible sur le
tore, et les sections sy, sy de facon compatible avec une orientation fixée de la base, comme sur la
figure suivante, ol la courbe en pointillé représente la courbe RC':

2
T &

1 / N / 1
51 /l A \\ S9

va sz

La courbe Ré\ {y1,y2} est constitée de deux parties Rél et Rég, échangées par l'involution du
revétement. Ces parties peuvent étre orientées de sorte que:

[RCY] = (a — 1b)[v1] + [s1] € Hi(T?, {y1, 12} Z),
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[RCY) = —(a — 1b)[va) + [s2] € HL(T? {y1,y2}: 7).

En effet, ces égalités sont clairement vérifiées lorsque la construction est appliquée a la courbe C'p,
et ces calculs homologiques restent invariants par isotopie de la bouteille de Klein qui préserve la
diviseur exceptionnel.

Or la courbe Re; se releve en une courbe Ré; dans le tore T%, qui peut étre orientée de sorte
que:

[Reé] = k([vr] = [v2]) + € € Hi(T?\ {y1,1}: Z),

ou ¢ releve le diviseur exceptionnel de RX et —k — 2 < k < k 4 2. En effet, soit og une section de
classe (m, 1) dans X,,,. Comme cette classe est numériquement effective, d’apres le théoreme 10.3,
il existe une famille continue en ¢t € R de sections algébriques réelles lisses o; € Y; qui prolonge
og. Lorsque t # 0, o4 est de classe ([ + k, 1) dans Xiets ’écrit dans la carte U comme le lieu des
zéros d’un polynéme P(xl)yl + Q(xl)yo =0, ou P est de degré [ + k et Q de degré k. Comme le
diviseur exceptionnel de X,,, n’intersecte pas og, lorsque t > 0 est suffisament petit, e; est également
disjointe de o;. La courbe Roy se releve donc en une courbe Ray qui est disjointe de Ré;. Soient z1, 29
les points d’intersections entre Ra; et les fibres de T2 passant par yy, 2. La courbe Ra, \ {z1, 22}
est constitée de deux parties Ra} et RG2, invariantes par 'involution du revétement. Ces parties
peuvent étre orientées de sorte que:

[Ro}] = K'[v1] + [s)] € Hi(T? {21, 22}3 Z),

[R&}] = —k'[va] + [s5] € Hi(T? {21, 22} Z),

ou s}, s, sont des sections de T? reliant z; & 29 et z3 & 2 sans couper €, et —k < k' < k. Comme
Ré; est disjointe de Ry, les indices d’intersection [R&}] o [Ré;] et [RGZ] o [Ré;] sont nuls, et il suit :

[Ré] = k' ([v1] = [va]) + [€] € Hi(T?\ {21, 22} Z)
d’ot il découle: )

[Rér] = k([vr] = [va]) + [€] € HL(T*\ {y1, 42} Z),
ott —k — 2 < k < k + 2. Par conséquent,
(E([v1] = [v2]) + [€]) (@ = 1b)[vr] + [51])
= —k+(a—1Ib)
> a—1lb—k-2.

[Ré)] o [RCY]

On en déduit que le nombre de points d’intersection entre Re; et RC' est minoré par a — b — k — 2.
Mais si C C Y; est une famille continue en ¢ € R de courbes algébriques réelles lisses telle que Cy est
de classe (a+ kb, b) dans Yy, alors lorsque ¢ > 0 est suffisament petit, |CyNe;| = [CoNeg| = Cpoeg =
a + kb — mb. Par hypothese, puisque le cas b =3, k = 1 a été écarté, a+ kb—mb < a—-1b—2—k,
donc C ne peut pas étre dans la méme classe de déformation que C'p dans X;. O

Démonstration du corollaire 11.2:

Notons [A] = (a + kb)[v] 4 ble], nous allons construire explicitement un champ de vecteurs
tangents € de classe C'! sur la variété Y qui est holomorphe au voisinage de RY et tel que dcoé = Eoc
oll ¢ est Iinvolution antiholomorphe de Y, dr o & = 0 olt 7 est la projection ¥ — CP' qui a
(t,z1, (y1 : yo)) associe z1, et dpo & = %.

Il découle de ces propriétés que le flot associé a ce champ de vecteurs fournit une famille de

difféomorphismes ©; : Yy — Y; qui préservent la structure réelle et la structure de fibré, et dont la
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différentielle est J-holomorphe sur RYy. Si C; est une courbe algébrique réelle lisse de Yz, @;I(Ct)
est donc une courbe flexible réelle de Yj. Choisissons comme courbe Cy une courbe de classe (a,b)
de X; dont le schéma réel n’est réalisé par aucune courbe de I'image de fp, ce qui existe d’apres la
proposition 11.1. La courbe @;I(Ct) n’est alors isotope a aucune courbe algébrique réelle de classe
(a+ kb,b) de X, puisque son schéma réel n’est réalisé par aucune de ces courbes, et le corollaire
11.2 est démontré.

Il s’agit donc de construire le champ de vecteurs £. Soit ¢ une fonction méromorphe sur C,
qui commute avec la conjugaison complexe, qui n’a pas de pole réel et qui satisfait g(zy) =
(;—1)k—l— (%)m —I—O(%) lorsque |#1] est voisin de Iinfini. Modifions cette fonction ¢ au voisinage de ses
poles de facon & obtenir une fonction § bien définie sur C tout entier, de classe C'*°, qui commute
avec la conjugaison complexe et qui est holomorphe au voisinage de R (les poles de g ont été rempla-

cés par des zéros d’indices négatifs). Soient alors &y et &y les champs de vecteurs tangents sur I et V

définis par &(tr, @1, (412 y0)) = 57 +9(21) 5y et Ly (ta, w2, (211 20)) = 5 + 237 (9(55) — 25)) 52
Par définition de g, &y est bien défini méme au point 25 = 0, et est holomorphe en ce point.

Ces champs &, et &y se recollent et définissent le champ £ sur Y, puisqu’on vérifie facilement que
9 _ 3 k_0 9 _ .m_9
8752 - 8751 —I_ wz 8y1 ’ et 82’1 - wz 8y1 . |:|

Remarque: La famille de difféomorphismes ©; : Yy — Y; construite dans la démonstration du
corollaire 11.2 sera utilisée dans la suite.

11.2 Injectivité de [p, courbes isotopes de classes de déformation distinctes

Dans ce §11.2, on suppose toujours que p(D) est numériquement effectif, et on fixe k = 1.

Proposition 11.5 Lorsque m est pair, et que p(D)oe = 0 et p(D)ov > 3, ou bien que
p(D)oe>2 et p(D)owv > 5, Uapplication fp n'est pas injective. Il en est de méme lorsque m est
impair, que p(D)oe > 1 et que p(D)ov > 3.

Corollaire 11.6 Soit m un entier supérieur ou égal a 2, et p(D) un diviseur de X, satisfaisant
les conditions de la proposition 11.5. Alors, il existe dans le systéme linéaire complet R|p(D)| des
diviseurs réels lisses qui sont isotopes, mais qui pourtant ne sont pas dans une méme classe de
déformation de X,,.

Rappelons que deux courbes Cy et C' sont dites isotopes dans X, s’il existe un chemin continu
de difféomorphismes de X, reliant Iidentité & un difféomorphisme qui envoie Cy sur C1, chaque
difféeomorphisme devant commuter avec la structure réelle ; alors qu’on dit que deux courbes algé-
briques réelles lisses Cy et (| de X, sont dans la méme classe de déformation s’il existe un chemin
continu de courbes algébriques réelles lisses dont les extrémités sont Cy et 7.

Démonstration du corollaire 11.6:

Notons (a + kb, b) la classe de p(D). D’apres la proposition 11.5, il existe deux courbes Cj et
C4 de classe (a+ kb, b) dans X,,, qui réalisent deux éléments différents de E,(py mais qui ont méme
image par fp. Ces courbes ne se déforment donc pas I'une sur 'autre dans X,,. Par contre, ces
courbes se prolongent en un chemin continu (C;) de sous-variétés de dimension 2 de p™' (RT) C Y,
chacune invariante par I'involution antiholomorphe, tel que C'; C Y, ot t(s) est une fonction conti-
nue de s € [0, 1]. Le chemin @;i) (Cs), ot Oy est la famille de difffomorphismes Yy — Y; construite
dans la démonstration du corollaire 11.2, est un chemin continu de courbes flexibles réelles de X,,,
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d’extrémités Cy et Cq. O

Indiquons des a présent la méthode utilisée pour démontrer la proposition 11.5. Pour chaque
systeme linéaire |p(D)[, on construit explicitement deux courbes Cy et C de Yy = X, qui ne sont
pas dans la méme classe de déformation de X, du fait de leur position mutuelle par rapport au
diviseur exceptionnel. Pourtant, on construit une déformation (Cj),e[o,1) de ces courbes dans Y.
Par définition de fp, ceci entraine le résultat. Le chemin (Cj),c[01] est obtenu en perturbant un
produit de courbes. L’élément essentiel de ce produit est construit dans le lemme 11.7 suivant, et
généralisé dans le lemme 11.8.

Lemme 11.7 Supposons que m = 2,1 =0, k =1, et que Y est la déformation de X5 sur Xy
associée. Soit (Pf)ser la famille de polynémes homogenes de degré 2 en (y1 : yo) : PP (x1,y1,Y0) =
(1— a1+ 23) (1421 +422)yi — 2(s +4ta?)yryo + (52 + 2t2x1 + 4t222)y2. Quels que soient s,t € R,
Uadhérence dans Yy de {(t,z1, (y1 : yo)) € YeU | PP (21, y1,y0) = 0} est une courbe algébrique réelle
C} de Y;. La courbe C7 est singuliére si et seulement si s =t =0, de classe (4,2) dans Yy lorsque
t =0, et de classe (2,2) dans Yy lorsque t # 0.

Remarque: Si ¢t = 0 et s # 0, la partie réelle de la courbe C{ est constitué d’un ovale
n’intersectant pas les sections yg = 0 et y; = 0. Lorsque s = 0, c’est la réunion de deux couples de
fibres imaginaires conjuguées et de deux fois la section exceptionnelle d’équation y; = 0. Le chemin
(C§)ser est donc un chemin de courbes algébriques réelles de classe (4,2) de X3, dont le schéma
réel est constitué d’un ovale qui “traverse” la section exceptionnelle, comme représenté sur la figure

suivante :
yo =0
O
O e B O — | ] SRS [ S
O
5> 0 s > 0 petit s=10 s < 0 petit 5 <0

Démonstration du lemme 11.7:

Lorsque ¢ = 0, le polytope de Newton du polynéme P/ est I’enveloppe convexe des sommets
(0,0), (0,2) et (4,2). La courbe C§ est donc bien de classe (4, 2) dans Y. Lorsque t # 0, I'inverse de
I'isomorphisme W : Y; — X introduit dans le §10.1, est donné dans les cartes U — U par (1, (7 :
Yo)) — (21, (tgo : T1Yo — t71)). Notons donc dans ce cas Pf (21,71, Jo) = Pf(Z1,t00, T150 — ty1). On
a:

Py = (4&] — 237 4+ 337 + 31 + D)EPgs — 2(s + 4ta3) (ti1 0 — 2hodn) + (87 + 26%%, + 48257 (3108
—2tE ol + 197)

= ((s®+3)37 + (* — 2s0) @1 + ) G5 + (—4°F] — 2ts°F1 + 2st*)Gogh + (s°1* + 2048, + 4733y

Le polytope de Newton de ce polynome ]57:5 est I’enveloppe convexe des sommets (0, 0), (0,2), (2,0)
t (2,2). Par suite, la courbe C} est de classe (2,2) dans Y; lorsque ¢ # 0.

Il s’agit & présent de montrer que seule la courbe C§ est singuliere. Commengons par montrer
que C7 n’a pas de singularité sur la fibre 22 = 0 et sur la section yo = 0 si (s,¢) # (0,0). En effet,
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cette courbe a une singularité sur la section yo = 0 en dehors de la fibre o = 0 si et seulement si
il existe z € C tel que les trois polynémes suivant ont une racine commune en (z,0):

P = (1—ay+ad) (1422 +422) — 2(s + 4ta?)yo + (s* + 2622 + 4t%2%)y2
P, = —2(s—|—4tac:f) —|—2(s2 + 2622, + Atz 2)y0
P. = (1—a1+ 2} (14221 +423)) — 2(s + 4ta?) yo + (52 + 26221 + 4t223) 2,

c’est-a-dire si et seulement si il existe v € C tel que (1—z1+2%) (14221 +42%) = 0, —2(s+4tz?) =0
et (1 — a1+ 23)(1 + 221 + 427))’ = 0, ce qui n’est pas le cas. Le changement de carte V — U
est donné par 'application (¢, z2, (21 : 20)) — (t,xl , (x321 + tx220 : 20)). Notons Qf(wq, 21, 20) =

Ps(— 222 + twgz0, 20). Ce polynéme est égal a:

1 2 1
F(4—2$g—|—3$%—|—$§—|—$%)($ 2P H2ta5 2 2o+t a3 2d) — 3 (sx%—l—élt)(x%zlzo—l—txgzg)—l—ﬁ(s 2I 262wy At?) 22
2 2 2

=(4- 2x2+3x§ —I—xg’—l—xg)zf + (=4t +6tag+2(t — s)x% —|—2tw§’)zlzo—|— (3t2 +52 4 (t2 2st)xo —|—t2x2)20

La courbe C7} a donc une singularité sur la fibre 23 = 0 en dehors de la section yg = 0 si et seulement
si il existe z € C tel que les trois polynémes suivant ont une racine commune en (0, z):

Q = (4—2zo+ 322+ 23+ ad)2i + (=4t + 6twg + 2(t — s)a3 + 2ta3)z1 + (3% + 52
+(t? — 2st)xy + t222)
Q. = 2(4—2x2+ 3234 23 + 2321 + (=4t + 6tag + 2(t — s)a3 + 2ta3)
Qr, = (=24 63+ 322 +4a3)z + (61 +4( — s)wg + 6tad)z1 + (2 — 2st) + 2t%2s),

c’est-a-dire s’il existe » € C tel que 422 —4tz4+3t>+5% = 0,82 —4t = 0 et =222 +6t24 (t2 —2st) =0,
ce qui n’est pas le cas sauf si s = ¢ = 0. Enfin, le point de coordonnées 25 = z5 = 0 n’est jamais
sur la courbe C7, quels que soient s et ¢. Finalement, des que s et ¢ sont non nuls, la courbe C} n’a
pas de singularité sur la fibre 25 = 0 et sur la section yg = 0.

Lorsque s et ¢ sont non nuls, la courbe C} est donc singuliere si et seulement si le polynéme P;
a une singularité en (z1,4;,1) € C>. De plus, si t # 0, P¢ est singulier en (zy,y;, 1) si et seulement
si Pt est singulier en (x1,ty;, 1). Pour démontrer le lemme 11.7, il suffit donc de voir que F§ est
smguher si et seulement si s = 0, et que P’ n’est jamais singulier. Or F; est singulier lorsque le
discriminant s* — s?(1 + X1 + 3X? — 2X7 + 4X{) = —s?X1(1 + 3X; — 2X? + 4X7}) a une racine
double, ce qui n’arrive que lorsque s = 0 puisque :

1+3X; —2X2+4X7 = 0
12X —4X,+3 = 0
12X2—-4X,+3 = 0
—2X74+6X:+3 = 0

12X —4X,+3 = 0
32X;1+21 = 0,

et 12X7 — 4X; + 3 n’a pas de racine réelle, donc pas de racine commune avec 32X + 21.
De méme, P} est singulier lorsque le discriminant A, suivant a une racine double:

Ay, = (s+ 4$:1)))2 — (32 42z, + 4$%)(4$11 — 2$:1)) + 3$% +a1+1)
= —x1(4(s* +2)af + 2(—s* —4ds + 5)a] +3(s* +2)z1 + (s +2))
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Mais #; = 0 n’est jamais racine double de A, et :

4(s* +2)at +2(—s* —4s+5)at +3(s* +2)a1 + (s +2) = 0
12(s* +2)a? + 4(—s? —4s+5)a1 +3(s*+2) = 0
PN 12(s* + 2)a? + 4(—s* —4s+5)a1 +3(s*+2) = 0
2(—s* —ds+5)at +6(s* +2)a1 +3(s*+2) = 0
12(s* + 2)a? + 4(—s* —4s+5)a1 +3(s*+2) = 0
— 9 9
21((14s* 4+ 85+ 14)zy + (—10s* — 1654+ 8)) = 0

Le discriminant du premier trinome est 4(—s? —4s+5)2—36(s*+2)? = (—8s? —8s5—2)(4s* —8s+422).
Or (4s* — 8s + 22) est toujours strictement positif, et (—8s* — 8s — 2) est toujours négatif et ne
s’annule qu’en s = —%. Ainsi, si s # —%, les racines du premier trindbme sont complexes, et celles
du second réelles, ils n’ont donc pas de racines communes, et si s = —%, le systeme devient :

{(3+24)x§+(—1+8+20)x1+§+6 =0
s((F—4+14)a1+ (-3 +8+8) = 0

{(2x1+1)2 =0
zi(z1+1) = 0

Ici encore, les trindmes n’ont pas de racine commune. O

Lemme 11.8 Soient m,l deux entiers positifs tels que m = [ 4+ 2, et Y™ la déformation de
X sur X; associée, munie de sa structure réelle cy . Il eviste une famille continue (Cp)gepo,n de
courbes algébriques réelles lisses et une fonction continue t : [0, 7] — Ry telles que :

— Pour tout 8 € [0,7], C(8) C Yy, et t(8) =0 si et seulement si § € {0,7}. Les courbes C'(0)
et C(m) sont de classe (2m,2) dans YJ", et lorsque 8 €]0,7[, la courbe C(0) est de classe
(20 +2,2) dans Yyy).

~ Pour tout 6 € [0, 7], la courbe C(8) est transverse a la section yo = 0 de Yyy).

— Les parties réelles de C'(0) et C'(w) sont constituées d’un ovale n’intersectant ni les sections
Yo = 0 et Re ni la fibre x5 = 0, et situé respectivement au-dessus (y1 > 0, yo = 1) et
en-dessous (y1 < 0, yo = 1) du diviseur exceptionnel.

De plus, cette famille peut étre choisie arbitrairement proche dans Y™ de la courbe de Y d’équation
dans V: (4 — 2w9 + 323 + a3 + x%)w%m_4z% = 0, ce qui signifie que cette famille peut étre définie
dans Y™ par une équation de la forme (4 — 2z + 323 + a3 + 223" 122 4 PO(t, 29, 21, 20) = 0, ou
PY est un polynéme dont les coefficients peuvent étre choisis de module arbitrairement petit.

Démonstration :

On démontre ce résultat par récurrence sur m.

Si m = 2, fixons € > 0 et pour 8 € [0, 7], posons C'(6) = C’;Ciis((g))
introduite dans le lemme 11.7. La fonction ¢ est alors donnée par 6 — esin(#), et puisque € peut
étre choisi arbitrairement petit, cette famille peut étre choisie arbitrairement proche de la courbe
Cy§ d’équation dans V: (4 — 225 + 323 + 23 + 23)2} = 0. Les parties réelles de C'(0) et C'(7) sont
constituées d’un ovale n’intersectant pas la fibre 25 = 0 et les sections yg = 0 et Re de Yp, et situé

ol C} est la famille de courbes

respectivement au-dessus et en-dessous de Re. Par conséquent, cette famille convient et le lemme
est démontré pour m = 2.
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Supposons a présent le lemme démontré au rang m > 2, c’est-a-dire supposons construite
une telle famille C'(§) de courbes algébriques réelles lisses dans la déformation Y associée a m.
Montrons ce lemme au rang m + 1.

La variété Y est définie comme le recollement de deux cartes ™, V™ isomorphes 4 Cx Cx CP?,
par ’application :

CxC'xCP' —» CxC xCP!
(L1, (Y12 90)) = (422, (21 20))

ol 122 = 1 et zy; = 25 21yo + tx220Y0. Notons 7 la transformation quadratique ymtl 5 ym
définie dans les cartes U™ — U™ par Iidentité, et dans les cartes V™ — V™ par (¢, 34, (3 :
Z0)) = (t,xe, (21 @ 20)) ol t = 1, 2y = &9, 21 = T3 et zp = Zp. Cette transformation  est
le résultat d’un éclatement dans chaque surface ¥, du point de coordonnée z, = z; = 0, puis
d’une contraction dans chacune de ces surfaces de la transformée stricte de la fibre 25 = 0. La
transformée stricte C'() de la famille C'(§) de Y™ est une famille de courbes algébriques réelles de
Y™+ telle que pour tout 8 € [0, 7], 5’(0) C Yt?g,;"l, et qui peut étre choisie arbitrairement proche

de la courbe d’équation dans V™1 (4 =229+ 3$% + xg’ + x%)x%m_zzf = 0 qui est la transformée
stricte de la courbe d’équation (4 — 2z4 + 323 4 23 + 23)23""*2? = 0 dans V™. De plus, chaque
courbe 5’(0) a pour unique singularité un point double isolé au point &5 = o = 0. Perturbons
ce point double de maniere continue en 8 pour le faire disparaitre, ce qui est possible d’apres le
lemme de Morse a parametres. On obtient ainsi une famille 6’(0) de courbes algébriques réelles
lisses de Y™*1 chaque courbe 6’(0) étant transverse a la section d’équation go = Zg = 0. Les
parties réelles de C'(0) et C'(x) sont constituées d’un ovale n’intersectant pas la fibre #, = 0 et les
sections o = 0 et Re, et situé respectivement au-dessus et en-dessous du diviseur exceptionnel de
Y0m+1. Comme cette famille 6’(0) peut étre choisie arbitrairement proche de la courbe d’équation
(4 —2z5+ 3$% + xg’ + x%)x%m_zzf =0 dans V™! le lemme est démontré. OJ

Démonstration de la proposition 11.5:
Notons (a + kb, b) la classe de p(D), et commencons par le cas ot m est pair.

Dans ce cas, supposons pour commencer que p(D)oe=a+kb—mb=10et p(D)ov=">> 3.
Perturbons le produit de b — 2 sections de classe (m,1) voisines de la section yo = 0, de facon
a obtenir une courbe algébrique réelle lisse de classe (m(b — 2),b — 2) dans X,,, dont le schéma
réel est constitué de b — 2 composantes de classe (m, 1) voisines de la section yg = 0. D’apres la
remarque suivant le théoreme 10.3, cette courbe Ag se prolonge en une famille continue (A¢)er de
courbes algébriques réelles lisses, telle que pour tout t € R, A; C Y;. On considere alors le produit
AygyC(8), ot C(6) est la courbe introduite dans le lemme 11.8, ¢(#) la fonction introduite dans
ce lemme, et § € [0, 7]. On obtient ainsi un chemin de courbes algébriques singulieres paramétré
par 6 € [0,7]. Or, d’aprés le lemme 11.8, la famille C'(#) peut étre choisie de sorte que les seules
singularités des courbes At(g)C(H) sont des points doubles voisins des points d’intersections des b—2
sections choisies initialement (voisines de yo = 0) avec C'(§). Perturbons donc chacun de ces points
doubles, ceci de fagon continue en @, pour obtenir un chemin de courbes algébriques lisses B(f)
dans Y. Les courbes B(0) et B(w) sont de classe (mb,b) dans X,, et ne sont pas dans une méme
classe de déformation, puisque 'ovale de ces courbes ne peut traverser le diviseur exceptionnel au
cours d’une déformation, et qu’il ne se situe pas dans la méme composante du tore RX,, privé de
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Re et des b — 2 sections réelles.

b— 21

Re p-——7-""="""-17 [~ -"-~-----—

Les éléments de F,py réalisés par B(0) et B(x) sont donc différents, mais I'image par fp de ces
éléments est la méme: c’est 1’élément de Ep réalisé par B(6) pour 6 €]0,7[. Remarquons que la
symétrie induite par I'application donnée dans la carte U par (Z1, (71 : 9o)) — (Z1, (=71 : Jo))
échange les composantes de [p(D)|\ A,p) réalisées par B(0) et B(r). Lorsque b > 5, on peut
construire de facon analogue des exemples ou ce n’est plus le cas, en faisant intervenir un deuxieme
ovale, comme le suggere la figure suivante :

b— 21

Re F---=-------17  F----------

Supposons a présent que a4+ kb—mb > 2 et b > 5, et distinguons les cas ol b est pair et impair.
Commencons par le cas ol b est impair. Perturbons le produit de b — 4 sections de classe (m, 1) de
X, voisines de la section yo = 0, dont une est réelle et les b — 3 autres imaginaires conjuguées, de
a—+kb—mb fibres réelles distinctes voisines de la fibre 25 = 0, et d’une courbe de classe (2m, 2) dont
le schéma réel est constitué d’un ovale. La courbe de classe (2m, 2) est choisie voisine de deux fois
la section yg = 0, et de sorte que I'ovale soit situé dans la méme composante du complémentaire
de ces fibres et de ces sections dans le tore RX,, que le point de coordonnées 1 = y; = 0. Le
produit de ces courbes est choisi de sorte que les seules singularités sont des points doubles, et tous
les points doubles réels sont perturbés de la méme maniere. On obtient ainsi une courbe algébrique
réelle lisse de classe (a+kb—2m,b—2) de X,,, dont le schéma réel est constitué d’une composante
de classe (a + kb — mb)[Rv]+ [Re] dans H1(RX,,;Z), et d’un ovale. D’apres la remarque suivant le
théoreme 10.3, cette courbe A{) se prolonge en une famille continue (A});cr de courbes algébriques
réelles lisses, telle que pour tout ¢t € R, A} C Y;. On considere alors le produit A;(é,)C(H), ou C'(9) est
la courbe introduite dans le lemme 11.8, £(#) la fonction introduite dans ce lemme, et € [0, 7]. On
obtient ainsi un chemin de courbes algébriques singulieres paramétré par 6 € [0, 7] dont les seules
singularités sont des points doubles. Perturbons chacun de ces points doubles de fagon continue en
g, pour obtenir un chemin de courbes algébriques lisses B’(#) dans Y. Les courbes B'(0) et B'()
sont de classe (a+ kb, b) dans X,, et ne sont pas dans une méme classe de déformation, puisque les
deux ovales de ces courbes ne sont pas situés dans les mémes composantes du complémentaire de la
section de la courbe et du diviseur exceptionnel dans RX,,, et que cette position ne peut changer
au cours d’une déformation, puisqu’aucun ovale ne peut traverser le diviseur exceptionnel.
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B'(0)

Les éléments de F,(py réalisés par B'(0) et B'(r) sont donc différents, mais I'image par fp de ces
éléments est la méme: c’est ’élément de Ep réalisé par B'(#) pour 6 €]0, 7[.

Dans le cas ot b est pair, et donc supérieur ou égal a six, on perturbe le produit de b— 6 sections
imaginaires conjuguées de classe (m,1) de X,, voisines de la section yg = 0, de a + kb — mb — 2
fibres réelles distinctes voisines de la fibre 29 = 0, et d’une courbe de classe (4m + 2,4) dont le
schéma réel est constitué de deux ovales emboités. Cette derniere courbe est choisie voisine de
quatre fois la section yg = 0 plus deux fois la fibre 25 = 0, et de sorte que 'ovale extérieur englobe
presque la totalité de la carte affine zoy9 # 0. En particulier, cet ovale extérieur a deux points
d’intersection avec le diviseur exceptionnel. On obtient ainsi une courbe algébrique réelle lisse de
classe (a4 kb —2m,b—2) de X,,, dont le schéma réel est constitué de a + kb — mb — 2 fibres et de
deux ovales emboités. D’apres la remarque suivant le théoréme 10.3, cette courbe Afj se prolonge
en une famille continue (AY)icr de courbes algébriques réelles lisses, telle que pour tout ¢ € R,
A} CY;. On considere alors le produit A;’(é,)C(H), ot C'(8) est la courbe introduite dans le lemme
11.8, t(8) la fonction introduite dans ce lemme, et § € [0, 7]. On obtient ainsi un chemin de courbes
algébriques singulieres paramétré par 6 € [0, 7] dont les seules singularités sont des points doubles.
Perturbons chacun de ces points doubles de facon continue en 6, de facon & obtenir un chemin de
courbes algébriques lisses B"(#) dans Y. Les courbes B”(0) et B”(7) sont de classe (¢ + kb, b) dans
X,, et ne sont pas dans une méme classe de déformation, puisque tous les points d’intersection du
diviseur exceptionnel avec toute courbe située dans la méme classe de déformation que B”(7) sont
réels, alors que ce n’est pas le cas avec toutes les courbes situées dans la méme classe de déformation

que B"(0).

B//(O) B//(ﬂ_)

Les éléments de F,py réalisés par B”(0) et B”(7) sont donc différents, mais I'image par fp de
ces éléments est la méme: c’est I’élément de Ep réalisé par B'(#) pour 8 €]0, 7[. Ceci achéve la
démonstration de la proposition 11.5 dans le cas ou m est pair.

Supposons & présent que m est impair. Dans ce cas, par hypothese, a + kb —mb > 1 et b > 3.
Distinguons quatre cas selon les parités de a+kb—mb et b. Si a4 kb —mb est impair et b est impair,
perturbons le produit de b — 3 sections imaginaires conjuguées de classe (m, 1) voisines de yo = 0 et
d’une section réelle de classe (a+kb—m(b—1),1) dont tous les points d’intersection avec le diviseur
exceptionnel sont réels. Si a+kb— mb est impair et b est pair, perturbons le produit de b—4 sections
imaginaires conjuguées de classe (m, 1), d’une section réelle de classe ((a+ kb— m(b—2) —1),1)
et d’une section réelle de classe (3(a + kb — m(b — 2) + 1), 1), toutes deux ayant tous leur points
d’intersection avec le diviseur exceptionnel réels. Si a 4+ kb — mb est pair et b est pair, perturbons le
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produit de b—4 sections imaginaires conjuguées de classe (m, 1), et de deux sections réelles de classe
(3(a4 kb — m(b— 2)),1) ayant tous leur points d’intersection avec le diviseur exceptionnel réels.
Enfin, si @ + kb — mb est pair et b est impair, perturbons le produit de b — 3 sections imaginaires
conjuguées de classe (m, 1), et d’une section réelle de classe (a + kb — m(b — 1), 1) ayant tous ses
points d’intersection avec le diviseur exceptionnel réels. Dans tous les cas, on obtient une courbe
Ag de Y™ de classe (@ + kb — 2m, b — 2) qui peut étre choisie arbitrairement proche du produit de
b — 2 fois la section yg = 0 et de a+ kb — mb fois la fibre 29 = 0. Le schéma réel de Zg est représenté
par la figure suivante:

a — mb impair a — mb impair a — mb pair a — mb pair
b impair b pair b pair b impair

D’apres la remarque suivant le théoreme 10.3, cette courbe Ao se prolonge en une famille continue
(At)teR de Courbes algébriques réelles lisses, telle que pour tout ¢ € R, At C Y. On considere
alors le produit At( )yC(8), ot C'(0) est la courbe introduite dans le lemme 11.8, t(0) la. fonction
introduite dans ce lemme, et § € [0, 7]. On obtient ainsi un chemin de courbes algébriques singulieres
paramétré par 6 € [0, 7]. Or, d’apres le lemme 11.8, la famille C'(#) peut étre choisie de sorte que les
seules singularités des courbes Zt(g)C(H) sont des points doubles. Perturbons donc chacun de ces
points doubles, ceci de facon continue en 6, pour obtenir un chemin continu de courbes algébriques
lisses B(#) dans Y. Les courbes B(0) et B(w) sont de classe (a + kb,b) dans X,, et ne sont pas
dans une méme classe de déformation, puisque 'ovale de ces courbes ne peut traverser le diviseur
exceptionnel au cours d’une déformation, et qu’il ne se situe pas dans la méme composante de la
bouteille de Klein RX,,, privée de Re et des autres composantes de la courbe.

Re O

Re r----/-----1

O O

a — mb impair a — mb impair a — mb pair a — mb pair
b impair b pair b pair b impair

Les éléments de F,(p) réalisés par E(O) et E(ﬂ') sont donc différents, mais 'image par fp de ces

éléments est la méme: c’est I’élément de Ep réalisé par E(@) pour 8 €]0, #[. O

74



Références

[1] V. I. Arnol’d. The situation of ovals of real plane algebraic curves, the involutions of four-
dimensional smooth manifolds, and the arithmetic of integral quadratic forms. Funct. anal.
appl., 5:169-176, 1971.

[2] A. Beauville. Complex algebraic surfaces. Cambridge University Press, Cambridge, second
edition, 1996.

[3] L. Brusotti. Sulla “piccola variazione” di una curva piana algebrica reala. Rend. Rom. Accc.
Lincei, 30(5):375-379, 1921.

[4] A. 1. Degtyarev and V. Kharlamov. Topological properties of real algebraic varieties: du coté
de chez Rokhlin. Uspekhi Mat. Nauk, & paraitre.

[6] A. I. Degtyarev and V. 1. Zvonilov. Rigid isotopy classification of real algebraic curves of
bidegree (3,3) on quadrics. Mat. Zametki, 66(6):810-815, 1999.

[6] A. Dold. Lectures on algebraic topology. Springer-Verlag, Berlin, 1995. Reprint of the 1972
edition.

[7] J. Eliashberg and V. Kharlamov. Some remarks on the number of complex points of a real
surface in a complex one. Proc. Intern. Top. Conf. Leningrad, pages 31-38, 1983.

[8] S. Fiedler. Cubics as tools to study the topology of M-curves of degree 9 in RP?. Prépublica-
tion, 1999.

[9] S. Fiedler and S. Orevkov. A flexible affine M-sextic which is algebraically unrealizable.
Prépublication, 1999.

[10] T. Fiedler. Pencils of lines and the topology of real algebraic curves. Math. USSR-Izvestia,
21:161-170, 1983.

[11] D. A. Gudkov. Topology of algebraic curves on a hyperboloid. Russian Math. Surveys,
34(6):27-35, 1979.

[12] D. A. Gudkov. A generalized Brusotti theorem for second-order curves on a surface. Funkt-
sional. Anal. i Prilozhen., 14(1):20-24, 96, 1980.

[13] D. Hilbert. Mathematische probleme. Arch. Math. Phys. (3), 1:213-237, 1901.

[14] V. Kharlamov. Topology of real algebraic manifolds. In I.G. Petrovsky, Selected Works,
volume 5, pages 509-550. Classics Soviet Math. Series, 1986.

[15] V. M. Kharlamov and O. Y. Viro. Extensions of the Gudkov-Rohlin congruence. In Topology
and geometry—Rohlin Seminar, pages 357-406. Springer, Berlin, 1988.

[16] K. Kodaira. Complex manifolds and deformation of complex structures. Springer-Verlag, New
York, 1986. Translated from the Japanese by Kazuo Akao, With an appendix by Daisuke
Fujiwara.

[17] H. F. Lai. Characteristic classes of real manifolds immersed in complex manifolds. Trans.
Amer. Math. Soc., 172:1-33, 1972.

75



[18] S. Lefschetz. Intersections and transformations of complexes and manifolds. Trans. Amer.
Math. Soc., 28(1):1-49, 1926.

[19] S. Lefschetz. Topology. American Mathematical Society, New-York, 1930.

[20] A. Marin. Quelques remarques sur les courbes algébriques planes réelles. pages 51-68. Univ.
Paris VII, Paris, 1980.

[21] S. Matsuoka. Congruences for M- and (M — 1)-curves with odd branches on a hyperboloid.
Bull. London Math. Soc., 24(1):61-67, 1992.

[22] G. Mikhalkin. The complex separation of real surfaces and extensions of Rokhlin congruence.
Invent. Math., 118(2):197-222, 1994.

[23] N. Mishachev. Complex orientation of plane M-curves of odd degree. Funct. anal. appl.,
9:342-343, 1975.

[24] J. R. Munkres. Flementary differential topology. Princeton University Press, Princeton, N.J.,
1966. Lectures given at Massachusetts Institute of Technology, Fall, 1961. Revised edition.
Annals of Mathematics Studies, No. 54.

[25] S. Orevkov and E. Shustin. Flexible algebraically unrealizable curves: rehabilitation of hilbert-
rohn-gudkov approach. Prépublication, 2000.

[26] S. Y. Orevkov. Link theory and oval arrangements of real algebraic curves. Topology, 38(4):779-
810, 1999.

[27] V. A. Rokhlin. Complex orientations of real algebraic curves. Funct. anal. appl., 8:331-334,
1974.

[28] V. A. Rokhlin. Complex topological characteristics of real algebraic curves. Uspekhi Mat.
Nauk, 33(5(203)):77-89, 1978.

[29] V. A. Rokhlin. New inequalities in the topology of real plane algebraic curves. Funct. anal.
appl., 14:29-33, 1980.

[30] L. Rudolph. Algebraic functions and closed braids. Topology, 22(2):191-202, 1983.

[31] A. Tannenbaum. Families of algebraic curves with nodes. Compositio Math., 41(1):107-126,
1980.

[32] O. Y. Viro. Generalization of the inequalities of Petrovsky and Arnol’d to curves with singu-
larities. Uspekkhi Mat. Nauk, 33(3):145-146, 1978.

[33] O. Y. Viro. Achievements in the topology of real algebraic varieties in the last six years.
Russian Math. Surveys, 41(3):55-82, 1986.

[34] O. Y. Viro. Some integral calculus based on Euler characteristic. In Topology and geometry—
Rohlin Seminar, pages 127-138. Springer, Berlin, 1988.

[35] J. Y. Welschinger. .J-courbes réelles a nids profonds sur les surfaces réglées. Zap. Nauchn.
Sem. POMI, 267. A paraitre.

[36] H. Whitney. On products in a complex. Annals of Mathematics, 39(2):397-432, 1938.

76



[37] G. Wilson. Hilbert’s sixteenth problem. Topology, 17(1):53-73, 1978.

[38] V. L. Zvonilov. Strengthened Petrovsky and Arnol’d inequalities for curves of odd degree.
Funct. anal. appl., 13:262-268, 1979.

[39] V. 1. Zvonilov. Complex topological characteristics of real algebraic curves on a surface. Funct.
anal. appl., 16:202-204, 1982.

[40] V. 1. Zvonilov. Rigid isotopy classification of real algebraic curves of bidegree (4,3) on a
hyperboloid. Vestn. Syktyvkar. Univ. Ser. 1 Mat. Mekh. Inform., (3):81-88, 1999.

77



