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groupe 14 ’TDIG - DETERMINANTS‘ wiatrowski@math.univ-lyonl.fr
Exercice 1 1 4 3 6 —6 Exercice 6
Soit les matrices A = < 5 3> eteB=[4 1 6 |. Soit m un réel.
B 5 -7 0 m 1 1
1. Calculer le déterminant de A. Calculer le déterminant suivant de taille n > 2 : D, = 1
2. Calculer le déterminant de B avec les méthodes suivantes : R |
(a) la reégle de Sarrus 1 Lm
(b) en développant selon la premiére ligne Exercice 7

Montrer qu’il n’existe aucune matrice A € M3(R) telle que A% + I3 = 0.

)
(c) en développant selon la deuxiéme colonne Ce résultat reste-t-il vrai si A € Ms(C)?
)

(d) apres avoir fait des opérations sur B pour faire « apparaitre des 0 ».

Exercice 28 1 1 1 a b c

Exercice 2 Soit j = €'7, (a,b,c) €C3. Onpose J= |1 j jZ|etA=|c a b
.2 .

Soit A € M, (R). Lg= g b c a
Déterminer les valeurs possibles de det(A) dans les cas suivants : 1. Calculer 53, j4, plus généralement 5™ ot n € N.

2. Montrer qu'il existe une matrice D diagonale telle que AJ = JD.
L A*=0 2. A=A 3. A2=1, 3. En déduire la factorisation dans C de det A.

Exercice 3 Exercice 9 Loz o
Soit a,b, ¢, d € R. Calculer les déterminants suivants en donnant le résultat sous  p .. quelles valeurs de = € R la matrice r 1 z x est-elle inversible ?
la forme la plus factorisée possible : r v 1w
1 1 1 a 0 b O 1 a o d x x x 1
0 a 0b 1 b b b )
Ai=]a+b c+a b+c|, A= c0.dol Az = 1 e &2 &3 Exercice 10
ba ca be 0 ¢ 0 d 1 d &2 & Soit un entier n > 3. Montrer que, pour tous réels ai,...,a, et b1,...,b, :
al—bl al—bg al—bn
0 1 ... 1 ag—by ag—by ... ax—by,
Exercice 4 IR : : : =0.
On considére le déterminant de taille n € N* suivant : D,, = ' I . b b b
. . 1 anp — 01 anp — 02 ... Qp — Op
-1 ... =10 Exercice 11
Montrer que pour tout n € N*, Dy 19 = Dy, Pour tout entier n > 1, on considére le déterminant d’ordre n :
En déduire la valeur de D,, pour tout n € N*. (@+b) b - b
Exercice 5 — a o : y 6 isti
D, = oll a et b sont deux réels distincts.
Montrer qu’une matrice carré d’ordre n impair qui est antisymétrique n’est ja- : b
mais inversible. a v a a+bd



En établissant une relation de récurrence pour la suite (D,,),>1, montrer que :

n+1_bn+1
YneN D=+ "
a—1b

Exercice 12

Soit ai,...,a, des réels. On souhaite calculer le déterminant de Vandermonde :
2 n—1
1 a a7 ... af
V(ay,azg,...,an) = :
2 n—1
1 a, aj an
2 n—1
1 a; a3y ay X
1 ay a3 ay”
1. On pose P(z) = ) )
1 = 22 ... znt

Montrer que P est un polyndéme de degré au plus n — 1 puis trouver toutes
ses racines.

2. En déduire la factorisation de P puis calculer V(ay,ag, ..., a,).

3. Retrouver ce résultat par un calcul direct du déterminant.

Exercice 13

On considére Ay, ..., Ay, a, et b qui sont n 4+ 2 nombres réels avec a # b.

On définit le déterminant suivant :
Mtz a+t+x a+x
b+x M+x
Ay (z) = : :
: a—+x
b+ b+zx M\t

1. Montrer que A, (z) est une fonction affine en .

2. Déterminer I'expression de A, (z) et en déduire A, (0).

Exercice 14
Soit V = {z +— e"P(z), P € R, [ X]}.
1. Montrer que V est un sous-espace vectoriel de F(R,R) et déterminer sa
dimension.

2. Montrer que l'application linéaire D : f — f’ est un endomorphisme de V
dont on calculera le déterminant.

Exercice 15
Soit E un K-espace vectoriel de dimension 3 dont B = {ej, e, e3} est une base.

3 -2 -3
f est 'endomorphisme dont la matrice dans Best A= -2 6 6
2 -2 =2

1. Pour quelles valeurs de \ a-t-on det(A — A\I3)=07

2. Que peut-on en déduire sur Ker(A — AI') pour ces trois valeurs de \?
1 00

3. Déterminer une base de E telle que Mate(f) =0 2 0

0 0 4

Exercice 16

Sans le résoudre, démontrer que le systéme suivant admet une unique solution

Jy+4z+t = a

. ] 3r+y+3z+t = b

quels que soit les nombres a, b, c et d : Gr+2y+2:+2 — ¢
—6br—z—1t = d

Exercice 17

Soit E un espace vectoriel de dimension 3; B = {ej,e2,e3}
m € R.

On pose :

u=m2e; + 2mey + 8e3, v = —9e; — 3ey + 3mes et w = —4e; — dey — 8es.
Pour quelles valeurs de m les vecteurs {u, v, w} forment-ils une base de E?

une base de E et

Exercice 18 T a 1 01
Soit le systéme linéaire A| y | =| b |JavecA=| 1 1 3
z c 011

1. Démontrer que pour tout triplet (a, b, c) le systéme admet une unique solu-

tion.

2. Soit (x,y,z) le triplet solution du systéme précédent. Démontrer que

a 0 1
b 1 3 |=uxdet(4).
c 1 1

3. En déduire une méthode de résolution du systéme utilisant le déterminant.



