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Exercice 1
1. A Taide d’une intégration de DL, calculer le DL & I’ordre 3 en 0 de arccos.

2. Déterminer le DL 4 l'ordre 2en Ode f : 2 — ————
x + ch(z )

dt puis de G : xH/ 7dt

3en0de F:
en 0 de :1:»—)/ T+ oh(D)

t+ h()

Exercice 2
Pour chacune des suites suivantes, déterminer sa limite si elle existe :

1 1
n+1 n+ n—+mn

n k
2= e
k=1

1. u, =

n

TL
3. wy, =

Exercice 3 n
Soit o > 0. Pour tout n € N*, on pose u,, = Zk“

Un
1. Montrer que v,, = otl
2. En déduire un équivalent simple de u,, lorsque n tend vers +o0.

Exercice 4 1
Pour tout polynoéme P de R[X], on pose ¢(P) = / P2(t) dt.

0
Montrer que ¢(P) = 0 si et seulement si P est le polynéme nul.

Exercice 5
Soit f une application continue sur R. Pour tout = € R, on définit ¢(z)

1. Interpréter ¢(x) graphiquement.
2. Calculer ¢(x) dans les cas suivants :
F) =1, f(t) =t, f(t) =%, f(t) = ¢, f(t) = cos(2nt).
3. Montrer que si f est bornée sur R, alors ¢ est bornée sur R.

4. Montrer que ¢ est de classe C* sur R, et calculer ¢’ (x) pour tout = € R.
Si f est monotone sur R, que peut-on en déduire au sujet de ¢ 7

5. Montrer que si f tend vers une limite finie £ en +o00, alors ¢ tend vers la méme limite.

Exercice 6
Soit f une application définie et continue de [0, 1] dans [0, 1] telle que / / 2

Montrer que f est une fonction constante de valeur 0 ou 1 (considérer la fonction f — f2)

, puis en déduire le DL a I'ordre

Exercice 8 (d’aprés IE 04/2008)
Soit ¢ la fonction définie sur ]0, +o0[ par ¢(z) =

est une somme de Riemann, puis calculer la limite de (v,,).

- /:H () dt.

Exercice 7
Soit f :[0,1] — R continue telle que / f=

1
2
1. Montrer qu’il existe ¢ € [0, 1] tel que f(c¢) =

2. Montrer qu’il existe d € [0, 1] tel que f(d) =

1. Montrer que ¢ est de classe C'* sur ]0, +oo].
2. Calculer ¢'(z) pour z €]0, +o00l.

3. Soit h la fonction définie sur |0, +oo[ par h(t) = . Montrer que h est prolongeable

sh(t)
t
par continuité en 0F.
4. Montrer que lim+ ©(z) = In(2) (on pourra utiliser une formule de la moyenne).
z—0

5. Déterminer la limite de ¢ en +o0.

Exercice 9
Déterminer ’ensemble de définition des fonctions suivantes :

L fiae /Ma + ) In(t) dt
x—1

arctan(t)
12

Sll’l
3. —
f x _/1 et—2

3z
t+1
4. f::c+—>/ arccos <J2r> dt.

2. frx— dt

Exercice 10 cos® sin” x
On considére la fonction f définie par f(x) = / arccos(V/t) dt+/ arcsin(vt) dt.
0 0

1. Vérifier (avec soin!) que f est définie sur R.

2. Pour z € R, exprimer f(—x) et f(z + ) en fonction de f(x). En déduire un intervalle

d’étude pour f.

3. Montrer que f est dérivable sur [O, g] puis calculer f’(x). En déduire une expression

plus simple pour f.



Exercice 11 (d’aprés IE 03/2011)

2
|
Soit D =]0, 1[U]1, +o0o[. Pour tout = € D, on définit f(z) = / i dt.

1. Justifier l'existence de f(z).

2. Déterminer le signe de f(x).

3. Montrer que f est de classe C! sur D.

4. Calculer f’, et en déduire les variations de f sur D.

.%‘2—.1' LUQ—LL'

< flz) <

5. (a) Pour tout = €]1, 400[, montrer que :

2Inz Inx

En déduire la limite de f en +oo0.

(b) Faire un travail analogue sur |0, 1[ pour en déduire la limite de f en 0.

172

—— dt, puis en déduire
. tInt

un encadrement de f(z) sur D. Quelle est la limite de f en 17

6. (Question non posée & linterro). Pour x € D, calculer /

Exercice 12 1ot
Pour tout z > 0, on pose F(z) = / dt.
o t+x
1. Montrer que F' est décroissante sur ]0, +00[ (on ne cherchera pas a dériver F').
¢
2. (a) Soit > 0 fixé. A I'aide d’un encadrement de ©
que : t+

lorsque t € [0, 1], montrer
x

1n<1;;$> < F(x) geln(lzx)

(b) En déduire les limites de F' en 0" et en +oo.

et —

1
3. (a) Soit h la fonction définie sur |0, 1] par h(t) = . Montrer que h est prolon-
geable par continuité en 0.

1
On note h la fonction ainsi prolongée. Soit alors C' = / h(t) dt.
0

1
1
(b) Montrer que pour tout > 0, on a 0 < F(x) — / ; dt < C.
0 x
s . F(x) n
(c) En déduire la limite de I lorsque z tend vers 0.
0 t+z

Puis en déduire un équivalent simple de ' en 0.
1
e
4. (a) Montrer que pour tout x >0 on a 0 < / el dt — xF(z) < —
0 €T

(b) En déduire la limite de zF(x)lorsque x tend vers +o0, puis un équivalent de F
en +o0.



