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Exercice 1

Soit b € R et soit a > 0. Soit [ = [b — o, b+ a.

Soit f : I — R dérivable sur I et 2 fois dérivable en b.

flo+t)+ f(b—1t) —2f(b)
X t2

A Tlaide de la formule de Taylor-Young, déterminer la limite de g(t) lorsque ¢ tend vers 0.

Pour tout réel ¢t € [—a, 0[U]0, @], on pose g(t) =

Exercice 2
Soit f et g deux fonctions définies au voisinage de 0 et admettant les développements limités
suivants en 0 :
f(z) =242z — 2% +o(a?) et g(x) =1 — 3z + o(x).
f

Donner les développements limités en 0, & 'ordre le plus grand possible, de f + ¢, fg, =,

e f(2?) et x— fla —227).

Exercice 3

Les fonctions suivantes admettentent-elles un développement limité en 07 Si oui, & quel
ordre ?

Donner, le cas échant, la valeur de f(0) (sans calcul de dérivée) et I'équation de I’éventuelle
tangente a la courbe de f au point d’abscisse 0.

1
cos <m2> siz#0

0 siz=0

L fla) =

2. f(z) =112" + 32 — 52 +6

3. f(x) =3+ 5|z

4. f(x) =1+ 2z — 8arcsin(z?) + 22 arctan(z).
Exercice 4

Calculer les développements limités suivants et donner si possible leur interprétation gra-
phique :

1. DL3(0) de z ~ 2* —z + 2 8. DL3(0) de = +— +/sin(x) + cos(z)
2. DL5(1) de 2+ 2 — 2 + 2 o (1) 4
3. DL4(0) de = + cos(3z) - 3 (2> e &+ arctan
4. DL3(0) de z — e"V1+a 10. DL3(0) de = — In(2 + sin(x))
(1 + .%')5/2 11. DL2(0) d cos(x)
5. DL3(0) de &+ ~—— - DL3(0) de 2 — ¢
cos(x) T '

DL (0) de z v In (1 + = + 22) 12. DLjy (5) de x — sinx

7. DL3(0) de z — (1 — 2 + 2%)3 13. DL3(—2) de z — z¢” (IE 01/2013)

Exercice 5 1
Soit f la fonction définie par : f(z) = sin(—) siz # 0 et f(0) =0.
x
Montrer que f admet un développement limité a ’ordre 2 en 0, mais que f n’est pas 2 fois
dérivable en 0.
A quel ordre la fonction f’ admet-elle un développement limité en 0?

Exercice 6
Calculer les limites suivantes :

chx —cosz 2+
1. lim ——— "~ . tanx \ =
750z —1In (1 + ) 3. ;g( - )
z?
2. lim ——o B

=0 /1 + 2z — 1 — sh(x)

Exercice 7 (d’aprés IE 01/2008)
1. Déterminer le développement limité d’ordre 2 au voisinage de 0 de la fonction f définie

sur | — 1,0[U]0, +oo[ par f(z) = @

On prolonge f par continuité en 0 (en appelant encore f la fonction prolongée).

A Taide du développement limité de f en 0, que peut-on dire de la dérivabilité de f en
0 et de la forme locale de la courbe représentant f au voisinage du point d’abscisse 0?7
Faire un dessin.

1 x
2. On définit une fonction g sur ]0,+oo[ par g(z) =z <1 + ) .
T

(a) Montrer qu'en 07, g(z) ~ z.
(b) Montrer, a l'aide du développement de la question 1, qu’il existe des réels non
1 1
nuls a, b et ¢ tels qu’ au voisinage de +00 , on ait g(x) =ax +b+c— + o0 <)
x x

Qu’en déduit-on pour la courbe représentant g 7

Exercice 8

Montrer dans chacun des cas suivants que f admet un prolongement par continuité en 0,
noté ¢, qui est dérivable en 0, et déterminer I’équation de la tangente au graphe C, au
point d’abscisse 0 et les positions relatives de cette tangente et de C,,.

ch(z) —1 1 1
: B S 2. f: —_— =
L frow— m( p > (IE 01/2004) fraxm m(its) =
Exercice 9 R* - R
Etud lete de la fonction f :
ude compléte de la fonction f o 3 zsh(x)
ch(z) — 1



Pour chacune des fonctions suivantes, déterminer si la courbe Cy de f admet des asymp- Soit f I’application définie sur R* par f(z) = z*th

Exercice 10 Exercice 13 (d’aprés IE 01/2013) (1)
totes en +o0o et en —oo puis déterminer le cas échéant la position de Cy par rapport aux z

On note C¢ sa courbe représentative dans un repére orthonormeé.

asymptotes :
1. Donner sans justifications le tableau de variations de la fonction th, et sa dérivée.
1. f(z)=(z— 2)e% 3. fa) zt 2. Etudier la parité de f. Que peut-on en déduire au sujet de Csp?
flx) = ———.
2. f(z) = V4r2 +5x+1—z. 2 +1 3. (a) Déterminer un équivalent simple de f en +oo.
En déduire les limites de f en +o00 et —oc.

Exercice 11 3 , TP s .

. . T+ ax (b) Donner les développements limités a ’ordre 3 en 0 de sh et ch, et en déduire celui
Soit g(x) = sin(z) — T2 de th.
Trouver les réels a et b pour que la fonction g ait un développement limité au voisinage de (c) Montrer qu'il existe des réels a, b, ¢, que lon déterminera, tels qu’au voisinage de

0 qui commence par un terme d’ordre le plus élevé possible. 400 et —00

c 1
. R r)=ar+b+—+4+o|—|.
E)fercme 12 (d’apreés IE 01/2009) In(1 + ) f(z) . (a:)
Soit f définie sur | — 1, +o0[ par f(r) = ————=.

142z . 1o . o
On note C sa courbe représentative. (d) Que peut-on en déduire au sujet de Cy

4. (a) Déterminer des équivalents simples de f en 0" et en 0.
1. Justifier que f admet un développement limité & tout ordre en 0. (2) FIIHIEE AUivaients sip Jen "

(b) Montrer que f est prolongeable par continuité en 0. On note toujours f la fonction

2. (a) Calculer le développement limité de f a ’ordre 2 au voisinage de 0. ainsi prolongge.

(b) En déduire I’équation de la tangente T' & la courbe C au point d’abscisse 0, et la (c)
position de C par rapport & T au voisinage de ce point.

3. Calculer f'(z).

4. Soit F la restriction de f a lintervalle I =] — 1,e — 1.
Montrer que F' réalise une bijection de I sur un intervalle J & déterminer.

Montrer que f est dérivable en 0 et donner la valeur de f/(0).

(@31

. Justifier rapidement que f est de classe C°° sur R*, puis calculer f'(x) pour z # 0.

=2

. L’application f est-elle de classe C* sur R ?

EN|

. Montrer que f n’admet pas de développement limité a ’ordre 2 en 0.

Sans faire de calculs, déterminer si 'application f est 2 fois dérivable en 0.
5. On note g la bijection réciproque de F.

Donner le tableau de variations de g, puis étudier sa dérivabilité sur J (le calcul de sa
dérivée n’est pas demandé). th(t) > t(1 — th2(t)).

*®

(a) A T'aide du théoréme des accroissements finis, montrer que pour tout t > 0 :

6. On admet que g admet en 0 un développement limité a 'ordre 2, de la forme :
(b) En déduire le sens de variation de f sur R, puis établir le tableau de variations
g(x)=a+ﬂx+7x2+o(x2). de f sur R.

(a) Montrer que pour tout n € N, I’équation f(x) = n admet une unique solution

Calculer le développement limité de go F' en 0 en fonction de «, 5 et -y, puis en déduire dans R, notée .

les valeurs des coefficients «, 3 et .

) ) ) ) (b) Montrer que la suite (2, )nen est croissante.
7. (a) Montrer que pour tout entier n > 3, I'équation x — nln(z) = 0 admet une unique

solution (que 'on ne cherchera pas a calculer) dans I'intervalle 0, e].
On note u,, cette solution. (d) A T'aide des résultats de la question 3, montrer que x,, ~ mn, puis déterminer
n—oo

¢) Déterminer la limite de la suite (z,)nen.

(b) Montrer qu'il existe des réels a, b, et ¢, que 'on déterminera, tels que quand n un équivalent simple de x,, — n lorsque n tend vers 'infini.
tend vers I'infini,

b c 1
Up =a+ —+—5 +0 5 |-
n o n n



