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TD 1
CORRECTIONS DE QUELQUES EXERCICES

Exercice 1.

0.

1.
2. P(X;=1/Xo=1) = p1; =0,
P(Xo=1|Xo=1)=piapia+pi2p21+013p31=0+0+0=0,
P(X3=1Xo =1) =p11 P(Xo = 1|Xo = 1) + p21 P(X = 2[Xo = 1) +p31 P(X2 =3|Xo = 1) =
0+0+pP(X2=3[Xo=1)=p(P11 P13+ P12 p23+p13ps33) =p0+1x é +0) = g,
P(X4=1Xo=1) =P(Xy = 1|X1 =2) p12 = p31 P(X3 = 3| X1 = 2) p12 = p(p2,1 p1,3+P22 P23+

p2,3 p33) = p(0+ %é +0) = 57
P(X1 =2[Xo=2) =pap = ;
P(Xy =2|Xo=2) =p22 p22+p23p32= 7 _93p7
P(X3 =2|Xo =2) =p22 p22 P22+ P22 P23 P32+ D23 P32 P22 + P23 P31 P12 = 202—731).

3. B(X, = 1) = P(X; = 1|Xo = DP(Xp = 1) + P(X; = 1|Xo = 2)P(Xp = 2) + B(X; = 1|Xp =
3IP(Xo=3)=0+0+px 1 3
P(X1 = 2) = P(X; = 2[Xo = DP(Xo = 1) + P(X; = 2|Xo = 2)P(Xo = 2) + P(X1 = 2|Xo =
DXy =3) = >,
P(X; = 3) = P(X; = 3|Xo = 1)P(Xo = 1) + P(X; = 3|Xo = 2)P(Xo = 2) + P(X; = 3| X, =
3)P(Xo = 3) = é

4. Commengons par calculer :
P(X; =2) =P(X;1 =2[Xo=1)P(Xg =1)+P(X; = 2| Xy =2)P(Xp =2)+P(X; =2|Xp =
-3
3)P(Xp = 3) = &y

12
11— 11—

et P(Xl =2et X3 = 2) = P(Xl = Q)P(Xg = 2’X1 = 2) = ]P(Xl = 2)P(X2 = Q‘XO = 2) car la

chaine de Markov est homogene, or P(Xo = 2| Xy =2) = _Tp, donc
11-3p 7—3p (11 —=3p)(7—3p)
P(X)1=2et X3=2)= =
K=2et Xa=2)="5H~ =5 108



Exercice 2.
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1.
1 1 1 2
2. n = Mnd = | 50n 5 6ns 56n, Un S59n |-
(@) pint1 = un@ <3b —|—2c 5Cns @ +3b>
(b) Comme Anna a le ballon au début du jeu, on a mug = (1,0,0), donc s = poQ* = (1Q)Q =
11
0.0 = (

313’ 0 ). Ainsi, aprés deux lancers, Anna et Bruno ont chacun une chance sur
deux d’avoir le ballon.

3. m = (a,b,c) est un probabilité invariante de (X, ),>0 si et seulement si

( 1 1 2
a==b+ —c= —c 2 4
‘i} 2 3 a=-=cC a=-—
r=r o =3 & b—i & b—E
l=a+b+c 9 _%C _163
c=a+ -b=c 1 13
3 l=—c+ -c+c=—c c=—
I=a+b+c 3 2 6 13

4 3 6
Ainsi, (X,,)n>0 admet une unique probabilité invariante, il s’agit de 7™ = <13, 13’ 13)

Exercice 3. Chaine a deux états

1-— 1-—

= (a,b) est une mesure stationnaire si et seulement si p € Ri et u= Q.

a=(1—p)a+gb

b—pa+(1—qp TPI=P

MZMQ@{
Sig+#0:
MZMQ@bzga

Donc les mesures stationnaires sont les p = <a, pa), avec a € R.
q

Si on impose qu’il s’agisse d’une mesure de probabilité, on a alors une unique probabilité inva-
o ([ q p >
riante : m = | ——, ——— |.
p+q pt+gq
Sig=0etp#0:

p=puR spa=0a=0



Donc les mesures stationnaires sont les = (0,b), avec b € R.
Si on impose qu’il s’agisse d’'une mesure de probabilité, on a alors une unique probabilité inva-
riante : 7 = (0, 1).

Sig=0etp=0:

p=pQ=0=0

Donc les mesures stationnaires sont toutes les u = (a,b), avec a,b € Ry.

Les probabilités invariantes sont alors les : 7 = (a,1 — a), avec a € [0, 1].

. Pour tout n € N, on a (ap+1,bn+1) = (an, bn)Q = ((1 — p)ay, + gbn, pan, + (1 — q)by,). De plus on a
an +b, = 1.

Donc pour tout n € N, on a apy1 = (1 —plan +q(1 —an) = (1 —p—q)a, +q.

Il s’agit d'une suite arithmético-géométrique.

Sip+q=0:

Comme p, g € [0, 1], cela implique p = ¢ = 0.

On a alors, pour tout n € N, a,4+1 = ay, donc pour tout n € N, a, = ag et b, =1—a, = 1—ag = by.
Sip+qg#0:

Onrésouta:(1—p—q)a+q<:>(p+q)a:q<:>a:%.
pTgq

On définit une suite auxiliaire en posant pour tout n € N : u,, = a,, — %
pPT4q
On a alors
U1 = A1 — —— = (1= p—q)an+q— —— = (1-p—q)(up+ ——) +q— —— = (1—p—q)un.
p+yq p+yq p+q p+yq
Pour tout n € N, on a alors u,, = up(1 —p — ¢)" donc a,, = | ag — 4 l—-p—q)"+——.
p+q p+yq

Puis, pour tout n € N,
b= 1= == (a0 - L =g+ L= (= LYy

p+q p+q p+q p+aq
.Sip+q¢g=0:
Pour tout n € N, P(X,, = 1) = a,, = ap, donc lim P(X,, =1) = ay.
n—-400
Sip+qg=2:
1 o1
On a alors p = ¢ = 1, donc pour tout n € N, P(X,, = 1) = ao — 5 (—1) —1—5.

: 1 . . 1
Siag = 37 la suite est constante et ngl}-loo P(X,=1)= 3

1
Siag # 37 la suite ne converge pas.

Si0<p+qg<2:

On a alors —1 < 1—p—¢q < 1, donc lim (1 —p —¢)" = 0. Or pour tout n € N, on a

n—-+o0o

q n q . q
P(X,=1)= (ao— —2-)1=—p—qg)"+ -2 donc lim P(X, =1)= —L_.
(=1 = (=) 0op-r s L done i P, =1) = L

On constate alors que dans tous les cas ou la suite converge, elle converge vers une probabilité

invariante.



Exercice 4. Dépenses énergétiques

1. L’état du systéme de chauffage un jour donné ne dépend que de son état le jour précédent, (X, )n>0
peut donc étre modélisé par une chaine de Markov sur l'espace d’état {1;2}. De plus, les régles
pour déterminer I’évolution de ’état du chauffage sont fixes, elles ne varie pas au cours du temps,

il s’agit donc d’un chaine de Markov homogéne.

o~ (3 1) -

1/2 3/4 1/4

2. Pour tout n € N, (pp+1,1 — pn+t1) = (Pn, 1 — pn)@Q, donc

1
Pr+1 = 5Pn + 1(1 —pn) = 1 2P
Il s’agit d’une suite arithémtico-géométrique. On procéde comme & I’exercice précédent (on pourrait
1
méme appliquer le résultat de I'exercice précédent avec p = = et ¢ = —), on a pour tout n € N,
3 1 3 d 3 \" 3
——=|—-- - - oncp,——-=|—= - = .
Prn+1 5 4 Pn 5 ) Pn 5 4 Po 5
. \" 3 3
Ainsi, pour tout n € N, on a p, = ~1 Po— ¢ —1—5.
. 1\" : 3
On a alors lim | —- ] =0,donc lim p, = —.
n——4o00 4 n—-+o0o 5



