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Feuille 7 : Représentations maticielles des applications linéaires

Exercice 1-1
1. Soient A € Mayxa(R) et f : Maxi1(R) — Max1(R) une application définie par f(v) = Av, Vv €
My 1(R). Montrer que f est une application linéaire.

11

2. 801tA:<2 1

). Donner une expression explicite de f(v) pour chaque v = < ;j > € Max1(R).

Solution :

1. f(< 8 >) = A< 8) = <8 > et Yui,vo € ngl(R) et A € R,f()\vl +U2) = A()\Ul +1)2) =
ANvi + Avg = )\f(vl) + f(UQ).

co-(11)(1)-(22)

Exercice 1-2 Trouver les matrices des applications linéaires suivantes dans les bases canonique des espaces
vectoriels correspondants.

1. f1:R? = R? définie par f(z,y) = (22 + 3y, —z + ¥).

Solution : fi(e1) = 2e1 — €3, f(e2) = 3e1 + ez et donc Me(f1) = < —21 21)) )

2. fo : R? = R? définie par f(z,y) = (y, —x + y, 2z — y).
Solution : Soit (e, es) la base canonique pour R? et (¢}, eh, e5) la base canonique pour € R?.
0 1
On a fo(e1) = —eh + 2¢f, fa(ea) = €} + €5 — ey et donec Me e (f) = -1 1
2 -1
3. f3:R® = R? définie par f(x,y,2) = (x +4y + 2z, —z +y + 2).
Solution : Soit (e, ez) une base pour R? et (¢}, €y, €5) une base pour € R3.

-1 4
On a fg(ell) =e; — 62,f3(6/2) = 4ey + ez, f3(e3) = e1 + ea, et donc Me o/ (f) = ( 11

1

L)

Exercice 1-3 Soit f : R® — R3 I’application linéaire définie par f(z,y,2) = (22 —y + 2, —x — 3,52 — ).
1. Montrer que B = ((1,2,0), (0,1, —1),(0,1,1)) est une base pour R?.

1 0 0
Solution : det| 2 1 1 | =2 0. Donc la famille est une base.
0 -1 1

2. Trouver la matrice de f dans la base canonique.
Solution : Soit (e1, ez, e3) la base canonique pour R,

2 -1 1
On a f(e1) =2e; — ez + bes, f(e2) = —e1 — ez —e3, f(ez) = ey et donc Me(f)=| -1 -1 0
5 -1 0

3. Trouver la matrice de f dans la base B.
Solution : Soit v; = (1,2,0),v2 = (0,1,—1),e3 = (0,1,1)). On a f(v1) = (0, —3,—3) = —3v3f(v2) =

0 -2 0
(—2,—-1,—-1) = =201 + 2vg 4+ v3, f(v3) = (0, —1,—1) = —v3 et donc Mp(f) = 0 2 0
-3 1 -1
4. Trouver la matrice de f dans la base B pour I'espace de départ et la base canonique pour ’espace de
arrivée.
Solution : On a f(v;) = (0,-3,-3) = —362 — 363 f 1)2 =(-2,—-1,-1) = —2e1 — eg — v3, f(v3) =
(0,—1,—1) = —ea —e3 et donc Mpc(f) = —3 —1

-3 -1



5. Trouver la matrice de f dans la base canonique pour ’espace de départ et la base B pour ’espace de
arrivée.

Solution : V(z,y,z) € R,

9 — _9
(ac,y,z) = Cl(la2a0) +C2(0a1a_1) + 63(())171) = (1 = T,6 = %a@» = W On a,
f(el) = (27 _175) = 2u; _57)27 f(€2) = (_17 _17 _1) = —U1 + V2, f(€3) = (17070) = V1 — V2 —Us. DOHC)
2 -1 1
Mes(f)=1(5 1 —1
0 0 -1

Exercice 1-4 Soient C = (e1, e2, e3) la base canonique de R3. On considére h : R? — R3 Papplication linéaire
définie par h(e1) = 2e1 + ea — e3, h(ea) = e1 + ea — e3, h(eg) = e; — 2es.

1. Trouver la matrice M de f dans la base C.
2 1 1
Solution : M¢(h) =M = 1 1 0
-1 -1 =2
2. Quel est le rang de M ?
Solution : det M = —2 # 0 donc, M est de rang maximale = 3.

Exercice 1-5 Soit f : R* — R3 I'application linéaire dont la matrice dans les bases canoniques de R* et R?

1 2 1 3
est A = 1 1 2 1
1 -2 5 =5

1. Déterminer une base pour le noyau de f.
2. Déterminer une base de I'image de f. Quel est le rang de A7
Solution : Exo 1 de la fiche Printemps 2017.

Exercice 1-6 Soient E un espace vectoriel et B = (u,v) et B’ = (u/,v’,w') deux familles libres dans E. On
considére I'application linéaire f : Vect(u,v) — Vect(u',v',w’) définie par f(u) =’ + 20" et f(v) =w'.

1. Trouver la matrice de f dans les bases B et B’ pour Vect(u,v) et Vect(u',v',w’) respectivement.

1
Solution : Puisque f(u) =u'+ 20" et f(v) =w', Mpp/(f)=| 2
0

_= O O

2. Trouver la dimension du noyau et de I'image de f.
Solution : Le rang de M =2=dimension de l'image. Et donc le théorém du rang on a dim ker +rang =
2 — dim ker = 0.
Au bien, Va = ciu+cov € Vect(u,v) : f(a) = c1f(u)+caf(v) = c1(u'+20") +cow’ = cyu’ +2¢10" +csw'.
Donc ker(f) = {a = ciu+cov € Vect(u,v) : f(a) = c1u’ + 210"+ czw’ = 0}. Puisque (v, v’ w') est une
base derniére équation nous donne ¢; = ¢ = 0 et donc a = 0. Conclusion ker(f) = {0} = dimker(f) =
0 = dimension de I'image = 2, par le théorém du rang.

Exercice 1-7 Soient C = (e, eg, e3) la base canonique de R? et f : R® — R? 'application linéaire définie
par f(e1) = 2e; +e2 —e3, f(ea) = ea — e3, f(e3) = —e1 + 4es. On considére vy = 2e; — eg, v2 = —e; + €3,
vg = 2e1 — 2e9 + e3 trois vecteurs dans R3.

1. Montrer que B = (v1, va,v3) est une base pour R>.
2 -1 2
Solution : det | —1 0 —2 | # 0. Donc, B est une famille libre de trois vecteurs alors est une
0 1 1
base pour R3.

2. Trouver la matrice A de f dans la base C et puis trouver la matrice B de f dans la base B. Quelle
identité vérifient les matrices A et B?



2 0 1

Solution : M¢(f) = 1 1 0 |.Puisque (z,y,2) = civ1+cove+c3v3 = ¢1 = 2x+3y+22,c0 =
-1 -1 4
x+2y+2z,c3 =—x—2y—zona f(vy)) = (4,3,-3) = 12v1 + 4ve — Tuvs, f(v2) = (—3,—1,5) =
12 1 14
v1 + bve, f(v3) = (3,0,4) = 14v1 + 11vy — Tvs et donc Mg(f) = 4 5 11
-7 0 -7
2 -1 2
Soit P=| 1 0 —2 | Ona P 'Mc(f)P = Mg(f).
0 1 1

Exercice 1-8 Soit C = (e, e2,e3) la base canonique de R3. Soit ¢ 'endomorphisme de R? dont la matrice

1 4 4
dans la base canonique est A= | -1 -3 -3
o 2 3

Soient u = e; —eg +e3, v = 2e1 — €9 + e3, w = 2e1 — 2e9 + eg trois vecteurs de R3.
1. Montrer que B = (u,v,w) est une base de R3.
2. Déterminer la matrice de passage P de C a B. Calculer P~ 1.
3. Déterminer la matrice R de g dans la base B.

4. (a) Calculer P"'AP en fonction de R.
(b) Calculer R* et en déduire les valeurs de A%™.

Solution : Exo 3 de la fiche Printemps 2017.

Exercice 1-9 Soit B = (ej, €2, e3) la base canonique de R? et g I'endomorphisme de R?® définie par g(e;) =
—3e1 + 2eq — des, g(ea) = e1 — ex + 2e3, g(es) = de; — 2ea + beg
1. Déterminer la matrice de g dans la base canonique.

2. Montrer que E = {v € R?: g(v) = v} est un sous-espace vectoriel de R3. Montrer que la dimension de
E est 1 et donner un vecteur non nul a de E.

3. Montrer que F = {v = (v1,v2,v3) € R® : =201 + 2v5 + 3v3 = 0} est un sous-espace vectoriel de R?.
Donner une base B = (b,c) de F.

4. Montrer que (a,b, g(b)) est une base de R3.
Solution : Exo 9 de la fiche Printemps 2017.

Exercice 1-10 Soit £ C C*°(R) I'espace vectoriel des fonctions qui satisfont y” +y = 0.

1. Montrer que o = cosx € F et § =sinx € E.
Solution : (cosz)” + cosz = 0 donc cosz € E. Et (sinz)” + sinz = 0 donc sinx € F.
2. Montrer que B = («, ) est une base pour E, sachant que dim E = 2.
Solution : Supposons que Jc¢ # 0 € R tel que cosx = csinz;Ve € R. pour z = 0 on obtient

1 = 0. Contradiction donc cosz n’est pas colinéaire a sinz. Donc («, ) est une famille libre. Puisque
dim E = 2 («, 8) est une base.

3. On considére g : R? — E définie par Yo = (a,b) € R?, g(v) = acosx + bsinx. Trouver la matrice de g
dans la base canonique de R? et la base B = («, 3) de E.

Solution : M¢ = < (1) (1) >

4. Montrer que g est une bijection.

Solution : rang(Mcp(g)) = 2 = dimE et par le théorém du rang dimker = 0 donc g est une
surjection et injection et donc une bijection.

Exercice 1-11 Soit u : R3[X] — R? définie par u(P) = (P(—1), P(1)).

1. Montrer que u est une application linéaire.

2. Trouver la matrice de u dans les bases canoniques (1, X, X2, X?) et (e1, e2) de R3[X] et R? respective-
ment.



3.

Déterminer le noyau et I'image de u.

Solution : Exo 14, partie I de la fiche Printemps 2017 et pour la matrice (1) = (1,1),u(X) =

(=1,

1 1 1 1

D u(X?) = (1,1),u(X?) = (~1,1) Donc, M(u>=<1 P —1>-

b's
Exercice 1-12 Soit h : Ro[X] — R3[X]| définie par h(P) = / 2P(t)dt.
1

1.

Montrer que h est une application linéaire.

X

Solution : h(0) =0et VA € Ret P, P € Ry[X], h(AP1 + ) = / 2(AP1 + P)(t)dt = Ah(Py) +
1

h(P2).

. Montrer que B = (1,2 + X,4X + X?) est une base pour Ro[X].

Solution : ¢;1 +c2(24+ X) +c3(4X + X?) =0 = ¢; = ¢ = c3 = 0 donc B contient trois vecteur est
libre et donc une base pour Ra[X].

. Trouver la matrice de h la base B pour I'espace de départ et la base canonique C = (1, X, X 2 X 3) pour

I’espace d’arrivée.

2X3 14
Solution : h(1) = 2(X — 1), h(2+ X) = 4X + X% — 5, h(4X + X?) = 4X? + =~ — 3 Donc,
14
-2 -5 =
2 4 03
MB,C(h) 0 1 4
0o o 2
3

Exercice 1-13 Soit f : Ry[X] — Ro[X] définie par f(P) = P — (X —2)P'.

1.

NS e W

Montrer que f est une application linéaire.

Montrer que f est un endomorphisme de Ry[X].

Déterminer le noyau et I'image de f.

Déterminer la matrice de f dans la base canonique C = (1, X, X?) de Ry[X].
Montrer que B = (1, X — 2, (X — 2)?) est une base de Ry[X].

Déterminer la matrice de passage de P de C a B. Calculer P,

Quelle est la matrice de f dans la base B.

Solution : Exo 9 de la fiche Printemps 2017.



