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Feuille 8 : Intégrales de Riemann

1 Calcul d’aires

Exercice 1. Considérons
f:[-1,1]-R
T \1—22.
1. Dessiner le graphe de f.

2. Soit z € [—1,1]. Montrer que si l'on pose § = arccos(z), alors (x, f(z)) = (cos8,sin ).
3. En déduire fil f(x)da.

Exercice 2. Déterminer 'aire des domaine hachurés représentés ci-dessous.
L. Y Yy = ;I;z 2. ¥ /y =z
\ /. —
7 = =V
/
NN 2
/ //

T

Exercice 3. Déterminer sans aucun calcul la valeur de I'intégrale

/7T sin(x) V3 + 22da.

—T
On pourra s’aider d’un dessin.

Exercice 4. On considére la fonction

f:0,1] >R

Trr— X.

1. Sans faire de calcul, et grace a des considérations géométriques, montrer que

/01 f(z)dx = 1/2.

2. On se propose de retrouver ce résultat en faisant appel a la définition de l'intégrale de
Riemann.



(a) Soit n € N*. On définit les fonctions en escalier w,, et v, sur [0, 1] par

ke {0,....n—1}, Vo e [Skzl{ un(x)=f(7]j> etvn(:c)=f(k+1>,

n

et up(1) = v,(1) = 1. Faire un dessin des fonctions f, u, et v,. Montrer que, par
définition de l'intégrale de Riemann,

fzf</f Zk:;l

k=1

(b) En faisant tendre n vers 400, en conclure que fo flz)dx =1/2

3. Finalement, retrouver le résultat encore une fois en faisant appel au théoréme fondamental
de I'analyse.

4. Répéter les questions 2. et 3. avec, a la place de la fonction f, la fonction

g:x— 2

2 Sommes de Riemann

On rappelle le résultat suivant (dont on verra une preuve pour les fonctions de classe C! dans

Pexercice 12) : si f : [a, b] — R est une fonction intégrable au sens de Riemann, alors

S (o) e [

Exercice 5. En utilisant ce résultat, calculer la limite des suites suivantes :

1 1 - k - n
Loupg=-5—" 2 wun =Sy 3w =S
tn ngl—i-k/n’ tn ; n3’ tn ];W—&-nz

Exercice 6. Déterminer la limite de la suite suivante :

n/(2n)!

ninn’

n =

Indication : on pourra étudier la suite (In(uy,)).

Exercice 7. On cherche & déterminer la limite de la suite (uy,)nen+ définie par

" (kN . [k
Un:;Sln<n2)Sln<n).

. Commengons par étudier la suite
~k . [k
Uy = kzzl —3sin (n) .
Montrer que la suite (v,,) converge vers une limite & préciser. On pourra utiliser le fait que
x > sin(x) — z cos(z) est une primitive de x — z sin(z).
. Montrer que 'inégalité x — 23/6 < sin(x) < x est vérifiée pour tout = = 0.
. En déduire que pour tout n > 1,

. Conclure : établir que lim,,_, o u, = sin(1) — cos(1).



3 Applications

Exercice 8 (Comparaison série-intégrale). On se propose d’étudier la suite (u,)nen=, définie par
Up =D p_y L/k.
1. Soit k € N*. Montrer que

par exemple avec un dessin, en graphant la fonction z — 1/x.

2. En déduire que pour tout n € N*

n+11 nl
/ fdm<un<1+/ —dzx.
1 € 1 X

3. Que peut-on en conclure sur lim, g U, 7

Exercice 9. Soit f : [a,b] — R une fonction continue telle que fab f(z)dz = 0. Montrer que
pour tout z € [a,b], f(x) = 0.
Exercice 10. Soit f : [0,1] — R une fonction continue. Montrer que

1

lim 2" f(x)dx = 0.

n—-+0oo0 0

4 Un peu de théorie

Exercice 11 (Une fonction non intégrable). Soit f : [0, 1] — R la fonction définie par

)1 sizeQ,
f(x){o si z € R\Q.

1. Soit g une fonction en escalier telle que g > f. Montrer que pour tout z € [0,1], g(z) > 1
(sauf éventuellement en ses points de discontinuité).

2. De la méme maniére, montrer que si h est une fonction en escalier < f, alors h < 0 (sauf
éventuellement en ses points de discontinuité).

3. En déduire que

L

1
inf {/ g(z)dz, g en escalier et g > f}
0
1
sup {/ h(z)dz, h en escalier et h < f} = 0.
0

4. Conclure.

Exercice 12 (Calcul d’erreur). Soit f : [0,1] — R une fonction de classe C'. Elle est continue,
donc intégrable au sens de Riemann. On pose S = fol f(x)dz, et pour n =1,

1 & k
Sn=nkz_:1f(n).

w



. Montrer que

Zn: k/n ]f

s-si<Y | f(x)—f() .

1/ (k=1)/n n

.Sike{l,....,n}etxe [%, 7]‘;], montrer & I'aide de I'inégalité des accroissements finis que
k M
n n

ot M est une constante indépendante de k et de x.
. En déduire que |5 — S,,| < .



