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Exercice 1. Le but de cet exercice est de calculer la transformée de Fourier de la fonction f définie,
pour tout x ‰ 0, par

fpxq “
sinpxq

x
e´|x|.

Soit r´1, 1s la fonction caractéristique de l’intervalle r´1, 1s, c’est-à-dire que

χr´1,1spxq “

#

1 si x P r´1, 1s

0 sinon.

1. Calculer la transformée de Fourier de 1
2
χr´1,1s.

2. Grace à la formule d’inversion de la transformée de Fourier, en déduire la transformée de
Fourier de x ÞÑ sinpxq

x
.

3. Calculer la transformée de Fourier de x ÞÑ e´|x|.

4. Question bonus : On rappelle que si f1 et f2 sont deux fonctions de carré intégrable, alors
la transformée de Fourier de leur produit est donnée par Frf1f2s “ 1

2π
pFrf1sq ˚ pFrf2sq.

En conclure que
Frf sppq “ arctanpp` 1q ´ arctanpp´ 1q.

Corrigé. On pose, dans tout l’exercice, f1 “ sinc, et f2 : x ÞÑ e´|x|.

1. Soit p P R˚.

1

2
{χr´1,1sppq “

ż

R

1

2
χr´1,1spxqe

´ixpdx “
1

2

ż 1

´1

e´ixpdx

“
1

2

„

e´ixp

´ip

1

´1

“
eip ´ e´ip

2ip
“

sinppq

p
.

Le même calcul, lorsque p “ 0, donne 1
2
{χr´1,1sp0q “ 1, donc 1

2
{χr´1,1s “ f1.

2. La formule d’inversion de Fourier s’applique car les fonctions sont de carré intégrable : soit
x P R, alors

pf1pxq “
1

2
{

{χr´1,1spxq “
2π

2
χr´1,1sp´xq “ πχr´1,1spxq.

3. On procède à un calcul direct. Soit p P R, alors

pf2ppq “

ż

R

e´|x|e´ixpdx

“

ż

R´
exp´ip`1qdx`

ż

R`
e´xpip`1qdx

“
1

1´ ip

“

exp´ip`1q
‰0

´8
´

1

1` ip

“

e´xpip`1q
‰`8

0

“
1

1´ ip
`

1

1` ip

“
2

1` p2
.

1



4. f “ f1f2, donc, en appliquant directement la formule, pour p P R,

pfppq “ yf1f2ppq “
1

2π

´

pf1 ˚ pf2

¯

ppq

“
1

2π

ż

R
πχr´1,1spp´ qq

2

1` q2
dq

“

ż p`1

p´1

1

1` q2
dq

“ arctanpp` 1q ´ arctanpp´ 1q.

Exercice 2. Calculer la dérivée au sens des distributions

1. du produit sinpxqχr´π
2
,π
2 s
pxq

2. des produits sinpxqδ0 et cospxqδ0, où δ0 est la distribution de Dirac en 0.

3. Question bonus : donner la dérivée seconde des distributions des deux questions précédentes.

Corrigé. On rappelle le résultat suivant : soit f : R Ñ R une fonction de classe C1 par morceaux
avec des sauts éventuels en a1, a2, . . . , an. Alors, la dérivée de la distribution associée à f est

pTf q
1
“ Tf 1 `

n
ÿ

k“1

pfpa`k q ´ fpa
´
k qqδak ,

où f 1 est la dérivée de f partout où elle existe.

1. fpxq “ sinpxqχr´π
2
,π
2 s
pxq est de classe C1 par morceaux, elle n’est dérivable ni en ´π{2, ni en

π{2, et admet x ÞÑ cospxqχr´π
2
,π
2 s
pxq comme dérivée partout ailleurs. Les sauts de la fonction

f valent tous les deux ´1, et donc

pTf q
1
“ Tcosχr´π2 , π2 s

´ δ´1 ´ δ1.

On répète l’argument pour calculer la dérivée seconde, mais cette fois, x ÞÑ cospxqχr´π
2
,π
2 s
pxq

ne présente aucun saut. Alors

pTf q
2
“ ´Tsinχr´π2 , π2 s

´ δ1´1 ´ δ
1
1.

2. On commence par simplifier les produits. Soit ϕ une fonction test. Alors

psin δ0qpϕq “ δ0psinϕq “ sinp0qϕp0q “ 0,

et
pcos δ0qpϕq “ δ0pcosϕq “ cosp0qϕp0q “ ϕp0q,

donc sin δ0 “ 0 et cos δ0 “ δ0, et on en conclut immédiatement que

psin δ0q
1
“ psin δ0q

2
“ 0, pcos δ0q

1
“ δ10, pcos δ0q

2
“ δ20 .
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