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IFS (iterated function systems) : systémes dynamiques qui consistent a
itérer plusieurs contractions.

Une contraction de coefficient k € [0, 1] dans un ensemble X muni d'une
distance d est une application w : X — X telle que :

V(x,y) € X2, d(w(x),w(y)) < k- d(x,y).

Exemple : X = [a,b], d(x,y) =[x — y| et w : X — X dérivable avec
|w/| < k, k € [0,1] : contraction (accroissements finis).
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Itérer une contraction, c'est étudier les suites récurrentes

ueX, VpeN, upp1 = w(up).
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Théoreme du point fixe contractant

Soit w : X — X une contraction ou X = [a, b).

Alors w a un unique point fixe et toute suite récurrente converge vers ce

point fixe.
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Itérer une contraction, c'est étudier les suites récurrentes

ueX, VpeN, upp1 = w(up).
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Théoréeme du point fixe contractant

Soit w : X — X une contraction ou X est un espace métrique complet.
Alors w a un unique point fixe et toute suite récurrente converge vers ce
point fixe.

(Espace complet : toute suite de Cauchy converge.)
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Iterated function system
Un /FS est la donnée de
e (X, d) espace métrique,

@ w, contraction de facteur k, (1 < n < N).

Exemple : X = R2, d = distance euclidienne
On étudie alors les suites de la forme
u <X, VpeN, upp1 = Wnp(up), ou (np)peN e{1,..., N}N.

Evidemment, toutes ces suites n'ont pas le méme comportement.
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Iterated function system
Un /FS est la donnée de
e (X, d) espace métrique,

@ w, contraction de facteur k, (1 < n < N).

Exemple : X = R2, d = distance euclidienne
On étudie alors les suites de la forme
u <X, VpeN, upp1 = Wnp(up), ou (np)peN e{1,..., N}N.

Evidemment, toutes ces suites n'ont pas le méme comportement.

Néanmoins, un théoreme du < point > fixe analogue au précédent reste
valable si on passe dans un espace plus gros que X.
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Désormais, X = R2. Alors, compact = fermé borné.
Espace de Hausdorff de X
Soit H(X) I'ensemble des compacts de X. Complet pour la distance :

d(x,A) = min{d(x,B), be B} (xe X, B € H(X)),

d(A,B) = max{d(x,B), ac A} (A, B e H(X)),
h(A,B) = max(d(A, B),d(B,A)).
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Désormais, X = R2. Alors, compact = fermé borné.
Espace de Hausdorff de X
Soit H(X) I'ensemble des compacts de X. Complet pour la distance :

d(x,A) = min{d(x,B), be B} (xe X, B € H(X)),
d(A,B) = max{d(x,B), ac A} (A, B e H(X)),
h(A,B) = max(d(A,B),d(B,A)).

Attracteur d'un IFS
Soit (X, wy,...,wy) un IFS et

N
W:H(X) — H(X), A— Un:1 wn(A).

© W est une contraction de rapport max(ki, ..., kn),
@ W a un unique point fixe A,
Q@ A=limp_ o WP(B) pour tout B.

GA - JG - JMM (IREM de Lyon) IFS mars 2012 5/9



Dessin d'un attracteur Algorithme déterministe

Désormais : X = R? et w, est affine (1 < n < N), ie.
X an bp\ (x
" (y) a <cn dn> <y> +len h).
JPseudo

Entrée : wy,...,wy contractions, K entier, Ap carré
Sortie : attracteur de I'lFS
pour k de 0 jusque K
pour n de 1 jusque N
calculer w,(Ak)
calculer Agyq = UnN:1 wn(An)
si k > b dessiner Ax11
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Dessin d'un attracteur Algorithme déterministe

Exemple : tapis de Sierpinski (N = 3)

n a, b, ¢, d, e, f,
1 05 0 0 05 1 1
2 05 0 0 05 1 50
3 05 0 0 05 50 50

Exemple : fougere de Barnsley (N = 4)

an by Cn d, e, f
0 0 0 0.16 0 0
0.85 —-0.04 004 08 0 1.6
0.2 023 —-026 022 0 1.6
—-0.15 026 028 024 0 044
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Dessin d'un attracteur Algorithme probabiliste

On attribue une probabilité aux contractions (puis on arrondit) :

Pn = A|ldet—w,,| (1< n<N).
Zn:l ’ det Wn‘
J |Pseudo
2 Entrée : w,...,wy contractions, K entier, mg un point
Sortie : attracteur de I'lFS
calculer py,..., pn

pour k de 0 jusque K
choisir n entre 1 et N avec probabilité p,
calculer my11 = wy(mg)
si k > 20 dessiner Agy1
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Dessin d'un attracteur Algorithme probabiliste

Exemple : tapis de Sierpinski (N = 3)

n a, b, ¢, dy e f pp

1 05 0 0 05 1 1 033

2 05 0 0 05 1 50 0.33

3 05 0 0 05 50 50 0.34
w an bn Cn dn e fn Pn
1 0 0 0 016 0 0 0.01
2 08 —0.04 0.04 08 0 1.6 0.85
3 02 023 -0.26 022 0 1.6 0.07
4 —-015 026 028 024 0 0.44 0.07

NB : p, ~ A|IdEt—W"’ (arrondie) : bon choix de probabilités.

Zn:l ’ det W”‘
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