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Polyn�mes - 24 o
tobre 2012

Exer
i
e 0. Déterminer les ra
ines de X2
dans Z/36Z.

1 L'anneau (et algèbre) K[X] des polyn�mes, degré

Exer
i
e 1. (inversibles et irrédu
tibles)

1. Démontrer que les polyn�mes inversibles sont les polyn�mes 
onstants non nuls.

2. Démontrer que les polyn�mes de degré 1 sont irrédu
tibles.

Exer
i
e 2. (division eu
lidienne)

E�e
tuer la division eu
lidienne dans R[X] de X4 − 2X3 −X2 +X − 1 par X2 +X + 1.

Exer
i
e 3. (l'anneau K[X] est eu
lidien don
 prin
ipal)

1. À l'aide d'une division eu
lidienne, démontrer que pour tout idéal I de K[X], il existe un

polyn�me P dans I tel que I = {PQ : Q ∈ K[X]}.

2. Si u est un endomorphisme d'un espa
e ve
toriel sur K, qu'obtient-on en 
onsidérant

{P ∈ K[X] : P (u) = 0}?

Exer
i
e 4. (divisibilité)

Montrer que, pour tout polyn�me P de K[X], P (X) −X divise P (P (X)) −X.

2 Évaluation, fon
tion polynomiale, ra
ines

Exer
i
e 5. (s
héma de Hörner)

Déterminer, en utilisant le s
héma de Hörner, la valeur en 2 du polyn�me

P = 3X5 − 4X4 + 3X3 − 10X2 − 5X + 4.

Combien 
e 
al
ul né
essite-t-il d'opérations ? Comparer ave
 le 
al
ul � naïf �.

Exer
i
e 6. (idéaux, Vandermonde et 
orps �nis)

1. Soit ∆ un sous-ensemble de K. Véri�er que l'ensemble I∆ des polyn�mes P de K[X] véri�ant
P̃ (x) = 0 pour tout x dans ∆ est un idéal de K[X].

2. Déterminer I{0} et I{0;1}.

3. On suppose uniquement pour 
ette question que K est le 
orps Z/pZ (p premier).

Déterminer un générateur expli
ite de l'idéal IK∗
, de l'idéal IK.
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4. Si ∆ = {x0, x1, . . . , xn} est un sous-ensemble (ordonné) de n + 1 éléments du 
orps K et

P = a0 + a1X + . . .+ anX
n
est un polyn�me dans K[X], 
onsidérons les matri
es suivantes

M =











1 x0 . . . xn0
1 x1 . . . xn1
.

.

.

.

.

.

.

.

.

1 xn . . . xnn











∈ Mn+1(K) ; V =











a0
a1
.

.

.

an











∈ Mn+1,1(K)

(a) Que vaut le produit MV ?

En déduire que P appartient à I∆ si et seulement si V appartient au noyau kerM .

(b) À quelle 
ondition, portant sur ∆, la matri
e M est-elle inversible ?

(
) En déduire que le morphisme K[X] → K
K : P 7→ P̃ est inje
tif si et seulement si K est

in�ni.

Exer
i
e 7. (exemples de fa
torisation sur R et C)

1. Sa
hant que P = X4 − 2X3 − 11X2 + 12X + 36 a deux ra
ines multiples, fa
toriser P sur R.

2. Sa
hant que P = X4+2X3+7X2+8X+12 a une ra
ine imaginaire pure, fa
toriser P sur C.

3. Soient P = X6 + 1 et ω = ei
π

6
.

Cal
uler P (ω), P (ω3) et P (ω5) puis en déduire la fa
torisation de P dans C[X] puis dansR[X].

Exer
i
e 8. (utilisation des ra
ines)

1. Démontrer que, pour tout entier n > 1, le polyn�me X2−3X+2 divise dans R[X] le polyn�me

Pn = (X − 2)2n + (X − 1)n − 1.

2. Déterminer l'ensemble

{

P ∈ C[X] : P (X2) = P (X)P (X + 1)
}

.

Exer
i
e 9. (utilisation du polyn�me dérivé)

1. Déterminer les polyn�mes P de C[X] de degré 5 véri�ant :

(X − 1)3 divise P (X) + 1 et (X + 1)3 divise P (X) − 1.

2. Démontrer que le polyn�me Pn = Xn −X + 1 n'a que des ra
ines simples sur C si n > 2.

Exer
i
e 10. (liens entre 
oe�
ients et ra
ines)

1. Déterminer le nombre 
omplexe k de sorte que le polyn�me 2X3−X2−7X+k ait deux ra
ines


omplexes de somme 1. Les déterminer.

2. Résolution, sur C, du système







x+ y + z = 1
xy + yz + xz = −2
x3 + y3 + z3 = 7

3 Polyn�mes et arithmétique des entiers

Exer
i
e 11. (PGCD et ra
ines de l'unité)

Soient a et b deux entiers naturels non nuls. Déterminer le PGCD des polyn�mes Xa− 1 et Xb − 1.

Exer
i
e 12. (un pont Wilsonxexer
i
e 6)

Démontrer le théorème de Wilson en utilisant le polyn�me P = Xp−1 − 1 dans Z/pZ[X] et les

relations entre 
oe�
ients et ra
ines.
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Exer
i
e 13. (Z est � intégralement 
los �)

On 
onsidère un polyn�me P unitaire et à 
oe�
ients entiers : P = Xd + ad−1X
d−1 + · · ·+ a0 ave


ad−1, · · · , a0 dans Z.

Démontrer que toute ra
ine de P qui n'est pas entière n'est pas rationnelle.

Indi
ation : Supposer que

p
q
est une ra
ine rationnelle é
rite sous forme irrédu
tible et utiliser le

théorème de Gauss.

Exer
i
e 14. (approximation de nombres algébriques)

Soit x un nombre réel irrationnel algébrique, 
'est-à-dire une ra
ine d'un polyn�me P = anX
n +

an−1X
n−1+· · ·+a0 de degré n, à 
oe�
ients entiers et que l'on peut supposer sans ra
ine rationnelle.

Le but de l'exer
i
e est de montrer que le réel x est � mal appro
hé � par les rationnels et d'utiliser


e 
ritère pour donner un exemple expli
ite de nombre trans
endant.

1. Soit

p
q
un nombre rationnel (p et q entiers) de l'intervalle [x−1;x+1]. En appliquant l'inégalité

des a

roissements �nis à la fon
tion φ : t 7→ P
(

p
q

)

− P (t), démontrer que

∣

∣

∣x− p
q

∣

∣

∣ > C
∣

∣

∣P
(

p
q

)∣

∣

∣ ave
 C =

(

sup
[x−1;x+1]

|P ′(t)|

)−1

2. En déduire, pour tout rationnel

p
q
(p et q entiers, q > 1) de l'intervalle [x− 1;x+1], l'inégalité

∣

∣

∣x− p
q

∣

∣

∣ >
C

qn
.

3. Démontrer que la série

∑

n>1

1

10n!
dé�nit un nombre trans
endant. (Ce nombre est appelé 
onstante

de Liouville).
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