
Préparation à l'agrégation interne de mathématiques - Année 2012-2013Continuité et dérivabilité des fon
tions réelles d'une variable réelleÉléments de 
orre
tion des exer
i
es - version annotée du 27 juin 2012Les 
orre
tifs par rapport à la version distribuée au début de la séan
e sont en rouge.Exer
i
e 1. Utilisation de la relation d'ordre : automorphisme(s) du 
orps RSoit f un automorphisme du 
orps R (une appli
ation f : R → R véri�ant f(1) = 1, f(x + y) =
f(x) + f(y) et f(xy) = f(x)f(y) pour tous réels x et y).Corre
tion.1. Pour tout réel x > 0, il existe y réel tel que x = y2 don
 f(x) = f(y2) = (f(y))2 > 0.Si x > y, alors f(x)− f(y) = f(x− y) > 0 don
 f(x) > f(y).2. Pour tous entiers p et q, q non nul : qf (p

q

)

= f
(

q pq

)

= f(p) = pf(1) = p don
 f ( p
q

)

= p
q .Pour tout réel a, il existe deux suites (xn)n et (yn)n de nombres rationnels, 
onvergentes vers

a et véri�ant xn < a < yn pour tout indi
e n (suites adja
entes). Puisque f est 
roissante etégale à l'identité sur Q, on a également xn = f(xn) 6 f(a) 6 f(yn) = yn pour tout indi
e n.Par passage à la limite et utilisation du théorème des gendarmes, on obtient f(a) = a.Con
lusion : le seul automorphisme de 
orps de R est l'identité.Exer
i
e 2. Quelles sont les fon
tions f 
ontinues sur R telles que, pour tout réel x :
f2(x) = 1 ? f2(x) = f(x) ? (I
i f2(x) désigne le produit f(x)f(x).)Corre
tion. On a f2(x) = 1 ⇔ f(x) = 1 ou f(x) = −1. Par 
ontinuité (et 
onnexité de R), f est
onstante, égale à 1 ou −1.De même si f2(x) = f(x) : f est 
onstante, égale à 0 ou 1.Exer
i
e 3. On note E(x) la partie entière du réel x : E(x) = max{n : n ∈ Z, n 6 x}.Étudier la 
ontinuité de la fon
tion x 7−→ E(x) + (x− E(x))2.Corre
tion. La fon
tion E est 
ontinue sur R \ Z et 
ontinue à droite sur R don
 la fon
tion
x 7−→ E(x) + (x− E(x))2 également.On véri�e la 
ontinuité à gau
he en un point entier quel
onque : si n appartient à Z,

lim
x→n
x<n

E(x) + (x− E(x))2 = (n− 1) + (n− (n− 1))2 = n = E(n) + (n− E(n))2 .Don
 la fon
tion est 
ontinue sur R. (On peut également véri�er qu'elle est stri
tement 
roissante.)Exer
i
e 4. Continuité et relation algébrique (1)Corre
tion.1. (a) Par ré
urren
e, on montre que, pour tout réel x et tout entier n, f ( x
2n

)

= f(x). Puisque
lim

n→+∞
f
( x

2n

)

= f(0) par 
ontinuité de f en 0, on obtient f(x) = f(0) pour tout réel x.(b) La fon
tion 1Q, indi
atri
e de Q (f(x) = 1 si x ∈ Q et f(x) = 0 si x /∈ Q), véri�e larelation et n'est 
ontinue en au
un point.2. On a f (x−1
2

)

= f(x) 
'est-à-dire f ◦ ϕ = f d'où l'égalité f ◦ ϕn = f . Pour tout réel x, lasuite (arithméti
o-géométrique) (ϕn(x))n 
onverge vers le réel −1 en lequel la fon
tion f est
ontinue. On a ainsi f(x) = lim
n→+∞

f (ϕn(x)) = f(−1).1



Erreur de raisonnement dans les exer
i
es 5 et 6 : une sous-suite extraite d'une suite ré
urrente(dé�nie par itération d'une fon
tion) n'est pas une suite ré
urrente.Exer
i
e 5. Point �xe (théorème de Brouwer en dimension 1)Corre
tion.1. L'appli
ation g : I → R : x 7→ f(x)−x est 
ontinue sur I = [a; b] et véri�e g(a) = f(a)−a >

a−a = 0 et g(b) = f(b)− b 6 b− b = 0. Don
 g s'annule au moins une fois d'après le théorèmedes valeurs intermédiaires.2. Si x0 est un point quel
onque de I, la suite (ré
urrente) dé�nie par xn+1 = f(xn) est une suited'éléments de l'intervalle 
ompa
t I. Il existe don
 une sous-suite 
onvergant vers un réel ℓappartenant à I. Par 
ontinuité de la fon
tion f , 
ette valeur d'adhéren
e véri�e f(ℓ) = ℓ.Néanmoins, 
et argument peut être utilisé ave
 plus de pré
aution. La justi�
ation est pluslongue que dans 1. mais l'utilisation d'une suite est un argument qui peut apparaître dans dessituations similaires.Par l'absurde : supposons que f(x) 6= x sur I. Alors la fon
tion 
ontinue g : I → R : x 7→
f(x)− x ne s'annule pas sur I don
 est de signe 
onstant ; on a don
 f(x) > x (ou f(x) < x)sur I. Si x0 est un point quel
onque de I, la suite (ré
urrente) dé�nie par xn+1 = f(xn) estune suite d'éléments de l'intervalle I. Cette suite est monotone 
ar xn+1 = f(xn) > xn (ou
xn+1 = f(xn) < xn) et bornée (
ar I l'est). Elle est don
 
onvergente vers un réel ℓ appartenantà I (
ar I est fermé). Par 
ontinuité de la fon
tion f , 
ette valeur d'adhéren
e véri�e f(ℓ) = ℓ.D'où la 
ontradi
tion.3. Le résultat est en défaut si I n'est pas 
ompa
t : 
onsidérer par exemple x 7→ x+1 si I = [0;+∞[et x 7→ x+1

2 si I = [0; 1[.Exer
i
e 6. Continuité et relation algébrique (2) Exer
i
e adapté de façon in
orre
te.On 
onsidère un intervalle 
ompa
t I et deux fon
tions f et g 
ontinues sur I, à valeurs dans I etqui 
ommutent (f ◦ g = g ◦ f). On veut montrer qu'il existe un point �xe 
ommun à f et gCorre
tion.1. L'ensemble Fix(f) des points �xes de f est fermé 
ar Fix(f) = h−1{0} ave
 h(x) = f(x)− x(image ré
iproque d'un fermé par l'appli
ation 
ontinue h), non-vide d'après le résultat del'exer
i
e pré
édent et invariant par g 
ar : si x0 appartient à Fix(f), alors g(x0) = g (f(x0)) =
f (g(x0)) don
 g(x0) appartient à Fix(f).2. Puisque x0 appartient à I et g(I) ⊆ I, la suite (xn)n est à valeurs dans l'intervalle I don
possède une sous-suite 
onvergente dans I 
ar I est 
ompa
t.3. La limite ℓ de 
ette sous-suite 
onvergente appartient à I et véri�e (par 
ontinuité de g) g(ℓ) = ℓ.De plus tous les termes xn appartiennent à Fix(f) don
 ℓ appartient à Fix(f) = Fix(f). Leréel ℓ est un point �xe 
ommun à f et g.Exer
i
e 7. Continuité et relation algébrique (3) : morphismes 
ontinus du groupe RSoit f un morphisme du groupe (R; +) (une appli
ation f : R → R véri�ant f(x+y) = f(x)+f(y)pour tous réels x et y). On suppose de plus que l'appli
ation f est 
ontinue en 0.Corre
tion.1. L'égalité 2f(0) = f(0 + 0) = f(0) montre que f(0) = 0. L'égalité f(a+ h) = f(a) + f(h) pourtous réels a et h justi�e alors que

lim
h→0

f(a+ h) = f(a) + lim
h→0

f(h) = f(a) + f(0) = f(a).La fon
tion f est don
 
ontinue en tout point a de R.2



2. Pour tous entiers p et q, q non nul : qf (p
q

)

= f
(

q pq

)

= f(p) = pf(1) don
 f (p
q

)

= p
qf(1).Les fon
tions 
ontinues f et x 7→ xf(1) sont 
ontinues sur R et 
oïn
ident sur le sous-ensemble

Q qui est dense dans R. Don
 f(x) = xf(1) pour tout réel x.Exer
i
e 8. Bije
tion 
ontinue et homéomorphisme : le 
as 
ompa
t.Soit f : I −→ J une bije
tion 
ontinue entre deux intervalles I et J ave
 I 
ompa
t.Corre
tion.1. L'appli
ation f : I −→ J est supposée surje
tive et 
ontinue don
 J = f(I) est l'image d'unintervalle 
ompa
t par une appli
ation 
ontinue. Don
 J est 
ompa
t.2. Si F est un fermé de I, alors 
'est un 
ompa
t. Son image ré
iproque par l'appli
ation f−1 est
(

f−1
)−1

(F) = f(F) don
 est 
ompa
te (image d'un 
ompa
t par f 
ontinue). En parti
ulier
ette image ré
iproque est un fermé de J . Ce
i démontre que f−1 est 
ontinue (En e�et, parpassage au 
omplémentaire, l'image ré
iproque de tout ouvert est un ouvert.)Exer
i
e 9. Uniforme 
ontinuité ; 
ara
tère lips
hitzienCorre
tion.1. Si f : R −→ R est uniformément 
ontinue, il existe un réel η > 0 véri�ant l'impli
ation
(x, y ∈ R, |x− y| 6 η ⇒ |f(x)− f(y)| 6 1). Distinguons les 
as x > 0 et x < 0.
(i) Supposons x > 0. Il existe alors un entier p tel que pη 6 x < (p + 1)η (p est la partieentière de x

η ). On a alors
f(x) = f(0) +

(

p−1
∑

k=0

f((k + 1)η)− f(kη)

)

+ (f(x)− f(pη))

|f(x)| 6 |f(0)|+
p−1
∑

k=0

|f((k + 1)η) − f(kη)|+ |f(x)− f(pη)|

|f(x)| 6 |f(0)|+ p× 1 + 1 = p+ 1 + |f(0)| 6 x

η
+ 1 + |f(0)|

(ii) Un raisonnement similaire lorsque x < 0 permet d'obtenir |f(x)| 6 −x
η + 1 + |f(0)|.

(iii) L'inégalité |f(x)| 6 |x|
η + 1 + |f(0)| est aussi véri�ée si x = 0.2. La propriété pré
édente implique que, si f est uniformément 
ontinue sur R, alors le quotient

f(x)
x est borné. Ce n'est pas le 
as des fon
tions polynomiales de degré au moins 2.3. La fon
tion [0; 1] → R : x 7→ √

x est 
ontinue don
 uniformément 
ontinue sur [0; 1] (théorèmede Heine). Elle n'est pas lips
hitzienne 
ar le quotient √
x−

√
0

x−0 = 1√
x
n'est pas borné.Exer
i
e 10. Homéomorphismes de R : extraits du sujet d'analyse 2011Corre
tion. Partie I-3.(a) La fon
tion ∆ étant 
ontinue sur l'ensemble 
onnexe Π+, son image est don
 un sous-ensemble
onnexe de R, 
'est-à-dire un intervalle. Par inje
tivité ∆ ne s'annule pas don
 l'image ∆(Π+)est 
ontenue dans l'intervalle ] − ∞; 0[ (ou ]0;+∞[) auquel 
as la fon
tion f est stri
tement
roissante (ou stri
tement dé
roissante).(b) Nous devons montrer que l'appli
ation ré
iproque f−1 : R −→ R est 
ontinue. Si f : R −→

R est 
ontinue et bije
tive, alors f est stri
tement monotone d'après 
e qui pré
ède. Don
3



f−1 : R −→ R est une fon
tion bije
tive et stri
tement monotone. On peut supposer f et f−1stri
tement 
roissantes. Dans 
e 
as, pour tout réel a, on a les inégalités
lim
x→a
x<a

f−1(x) = sup
x<a

f−1(x) 6 f−1(a) 6 inf
x>a

f−1(x) = lim
x→a
x>a

f−1(x)qui ne peuvent être stri
tes par surje
tivité de f−1. Don

lim
x→a
x<a

f−1(x) = f−1(a) = lim
x→a
x>a

f−1(x)
e qui justi�e la 
ontinuité de f−1.(
) L'impli
ation (ii) ⇒ (i) est évidente. La ré
iproque est justi�ée dans la question pré
édente (Unhoméomorphisme est une appli
ation bije
tive f telle que f et f−1 soient 
ontinues.).Partie IV1. Une fon
tion f dérivable sur R satisfait la propriété (H) si et seulement si m 6 f ′(x) 6 Mpour tout réel x.2. Supposons la propriété (H) véri�ée par la fon
tion f .� La fon
tion f est 
ontinue sur R 
ar lips
hitzienne (de rapport M).� La fon
tion f est stri
tement 
roissante 
ar y − x et f(y)− f(x) sont de même signe.� La propriété (H) implique les deux inégalités f(y) > my+f(0) si y > 0 et f(y) 6 my+f(0)si y < 0 qui justi�ent que lim
x→±∞

f(x) = ±∞.� Les trois propriétés pré
édentes montrent que f réalise une bije
tion 
ontinue (stri
tement
roissante) de R sur R. La question I-3. permet d'a�rmer que f est un homéomorphisme.3. On a Fk(y)− Fk(x) = f(y)− f(x)− m
2 (y − x)− M

2 (y − x). Si y > x, alors
m(y − x)− m

2
(y − x)− M

2
(y − x) 6 Fk(y)− Fk(x) 6M(y − x)− m

2
(y − x)− M

2
(y − x)

m−M

2
(y − x) 6 Fk(y)− Fk(x) 6

M −m

2
(y − x)Le même raisonnement si y < x, permet d'obtenir, pour tous réels x et y, l'inégalité

|Fk(y)− Fk(x)| 6
M −m

2
|y − x|Don
 Fk est lips
hitzienne de rapport M−m

2 .Exer
i
e 11. Signe de la dérivée et variationCorre
tion.(a) f est 
roissante ⇐⇒ f ′ > 0 : ⇒ est une 
onséquen
e de la 
onservation des inégalités largespar passage à la limite tandis que ⇐ né
essite l'utilisation du théorème de Rolle.(b) f admet un extremum lo
al en x0 ⇐⇒ f ′(x0) = 0 : ⇒ est une 
onséquen
e de la 
onservationdes inégalités larges par passage à la limite tandis que ⇐ est fausse.Exer
i
e 12. Ra
ines réelles d'un polyn�meCorre
tion.1. Conséquen
e du théorème des valeurs intermédiaires (
ontinuité et limites in�nies opposées).2. Si a1 < a2 < · · · < ar sont r ra
ines réelles distin
tes de P , on peut appliquer le théorèmede Rolle sur les r − 1 intervalles ]ak; ak+1[ (
ar P (ak) = 0 = P (ak+1)) pour justi�er que P ′s'annule au moins une fois sur 
ha
un de 
es intervalles.4



Exer
i
e 13. La fon
tion arctanCorre
tion.1. La fon
tion tan est de 
lasse C1 (resp. Ck) sur I =
]

−π
2 ;

π
2

[ et véri�e tan′ = 1 + tan2 > 1 > 0et lim
x→±π/2

x∈I

= ±∞. Don
 tan réalise une bije
tion de 
lasse C1 (resp. Ck) de I sur R dont lafon
tion ré
iproque est de 
lasse C1 (resp. Ck) sur R (on parle de di�éomorphisme).2. Pour tout réel x : arctan′(x) = tan−1(x) =
1

tan′ (tan−1(x))
=

1

1 + tan2 (tan−1(x))
=

1

1 + x2
.Exer
i
e 14. Exemple d'homéomorphisme polynomialCorre
tion. On 
onsidère la fon
tion f dé�nie sur R par f(x) = 2x3 + x2 + x.1. Une fon
tion lips
hitzienne sur R véri�e en parti
ulier que le quotient f(x)

x est borné (
ar
f(x)− f(0) 6 k|x|). Don
 f n'est pas lips
hitzienne sur R.2. La fon
tion f est 
ontinue, stri
tement 
roissante sur R et véri�e lim

x→±∞
= ±∞ don
 f réaliseune bije
tion 
ontinue et même un homéomorphisme, et même (soyons fous !) un di�éomor-phisme de 
lasse Ck, k >, de R sur R.3. Cher
hons l'ensemble des réels α véri�ant l'inégalité ∣∣f−1(y)

∣

∣ 6 α |y| pour tout réel y :
(

∀y,
∣

∣f−1(y)
∣

∣ 6 α |y|
)

⇔ (∀x, |x| 6 α |f(x)|) ⇔
(

∀x 6= 0, 1 6 α
∣

∣2x2 + x+ 1
∣

∣

)Le trin�me 2x2 + x+ 1 admet 7
8 pour minimum don
 le réel α = 8

7 
onvient.Remarque : la majoration de la dérivée (f−1
)′ (obtenue en minorant f ′) et l'appli
ation desa

roissements �nis entre 0 et y fournissait l'inégalité ∣∣f−1(y)

∣

∣ 6
6
5 |y| qui est un peu moinspré
ise.Exer
i
e 15. Soit f la fon
tion dé�nie sur R par f(x) = x2 sin

(

1
x

) si x 6= 0 et f(0) = 0.Corre
tion. Sur R∗, f est de 
lasse Ck, k >. La majoration ∣∣
∣

f(x)−f(0)
x−0

∣

∣

∣
=
∣

∣x sin
(

1
x

)
∣

∣ 6 |x| montreque lim
x→0

f(x)− f(0)

x− 0
= 0 don
 f est dérivable en 0 et f ′(0) = 0.La fon
tion dérivée f ′ : x 7−→

{

2x+ cos
(

1
x

) si x 6= 0
0 si x 6= 0

n'est pas 
ontinue en 0.Exer
i
e 16. Dérivée et valeurs intermédiaires : le théorème de DarbouxCorre
tion.1. La fon
tion ϕ (resp. ψ) est 
lairement dérivable sur ]a; b[ et 
ontinue sur ]a; b] resp. sur [a; b[)ave
 ϕ(b) = f(b)−f(a)
b−a = ψ(a). Elle admet un prolongement par 
ontinuité sur [a; b] en posant

ϕ(a) = lim
t→a
t>a

f(t)− f(a)

t− a
= f ′(a) (resp. ψ(b) = lim

t→b
t<b

f(b)− f(t)

b− t
= f ′(b)).2. Par 
ontinuité, les images ϕ([a; b]) et ψ([a; b]) sont deux intervalles. Ces deux intervalles nesont pas disjoints 
ar ϕ(a) = ψ(b) don
 leur réunion ϕ([a; b]) ∪ ψ([a; b]) est un intervalle qui
ontient f ′(a) et f ′(b).3. Si λ est une valeur intermédiaire entre f ′(a) et f ′(b), il existe don
 un réel c appartenant à

[a; b] tel que ϕ(c) = λ (ou ψ(c) = λ).Le théorème de Rolle, appliqué à f , garantit alors que λ = ϕ(c) = f(c)−f(a)
c−a = f ′(d) ave
 d5



un réel de l'intervalle ]a; c[ (ou que λ = ψ(c) = f(b)−f(c)
b−c = f ′(d) ave
 d un réel de l'intervalle

]c; b[).Exer
i
e 17. Dérivabilité et relation algébriqueOn 
her
he à déterminer les fon
tions f dé�nies sur R, dérivables en 0 et véri�ant la relation
f(2x) = 2f(x) pour tout réel x.Corre
tion.1. Raisonnement par ré
urren
e.2. La relation véri�ée par f implique que f(0) = 2f(0) 
'est-à-dire f(0) = 0. Pour tout entiernaturel n et tout réel x non nul, on a :

f(x)

x
=

2nf
(

x
2n

)

x
=
f
(

x
2n

)

− f(0)
x
2n − 0

.En passant à la limite lorsque n tend vers +∞, on obtient f(x)
x = f ′(0) 
'est-à-dire f(x) =

f ′(0)x.3. La fon
tion valeur absolue est un 
ontre-exemple.Plus généralement, toute fon
tion de la forme x 7→ ax1R−+bx1R+ ave
 a et b réels quel
onques.Et un 
ontre-exemple 
ontinu seulement en 0 : x 7→ x1Q.Exer
i
e 18. Sujet d'analyse 2007Les parties I.A. et I.B. portent sur les � dérivées au sens généralisées �(la limite du taux d'a

roisse-ment peut être in�ni), la dérivabilité d'une fon
tion ré
iproque et l'exemple de la fon
tion ra
ine
ubique.Une partie des questions 
onsistent à démontrer des résultats pro
hes de 
eux du programme : dérivéede la fon
tion ré
iproque, 
ondition d'extremum lo
al, théorème de Rolle, 
ritère d'uniforme 
ontinu-ité.La partie III.A. 
onsiste en une démonstration du théorème de Baire sur R.
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