Calcul Matriciel

Exercice 1
, _112 0 10 1
Soient A = lo 0] etB = ll 0]

Calculer AB, BA, A2, B2, A2 — B2, (A + B)(A— B), A+ 2AB + B2, (A+B)?

Exercice 2
Vérifier (tres) rapidement que les ensembles csoles sont des sous-espaces vectoriels (KM
et donner leur dimension (On pourra utiliser lagbesnonique de NIK))

a) Sous-espace vectoriel des matrices a coeffecmnistants
b) Sous-espace vectoriel des matrices diagonales

c) Sous-espace vectoriel des matrices scalairesdimothéties)
d) Sous-espace vectoriel des matrices triangslaupérieures
e) Sous-espace vectoriel des matrices symétriques

f) Sous-espace vectoriel des matrices antisynugsiq

Exercice 3
0O 0 O

SoitA=|1 0 1| etfl'endomorphisme diR® qui a pour matrice A dans la base canonique de
0O 0 1

R® notée (e, ,€,,€;) .
1) Montrer quef o f (&)= f(e,)=0 et que f - f(&)=f(e,)
2) En déduire A2
3) Vérifier que A= A®

4) Donner une base de Kerf et de Imf

Exercice 4
1 1 1

SoitA=|1 1 1| etf 'endomorphisme déR® qui a pour matrice A dans la base canonique de
1 1 1

R® notée (€, ,€,,€)
1) Pouri=1,2,3 déterminér f (&) puis f*(e)
2) En déduire A2 etp®
3) Déterminer l'expression d&* en fonction de k

4) Pour ke IN donner une expression dé;+ A)" en fonction de k. Méme question pour
(31,—2A)



Exercice 5

5 —4

4 _3 Calculer A a l'aide deJ{1 _1]

1 -1

SoitA= [

Exercice 6
Soit B la base canonique de*. On noteB' la famille de vecteurs définis par leurs coord@mné

1 0 1
el = O 1 eZ = 1 1 e3 = 1
1 1 0

1) Vérifier queB' est une base

1
2) Les coordonnées de u sort | dansB. Quelles sont les coordonnées de u d&irs
1
Exercice 7
Soit f 'application linéaire d¢R* dansIR® dont la matrice dans les bases canoniqlies (K ,L )
L 2 5 -7 7
et(ijk)est|2 1 -1 3
1 -1 2 1

On définit deux bases : B¥,J ,41+J-3L,~7T+K+5L) etB'=(47+27+k 51 +]—K k)

Quelle est la matrice de f relativement a B et B'

Exercice 8
1 1 0
SoitA=|0 1 1
0 0 1

1) Calculer A2 etp®

2) Onpose N=A-1I. Pour@aIN, calculer N" On dit que N est une matrice nilpotente.

1 a, b,
3) Montrer queV ne N, A" s'écritsous laforme A" = (0 1 g,
0O 0 1

On pourra utiliser la formule du binbme de Newton.

Exercice 9
0 x X
1
) = 0 x
Soit xe IR*. On donner A =| X
1 1
o x 0



1) Montrer que quel que soit x, A est inversible.
2) Montrer qu'il existe deux réeksetyu tels que (AA)(A-ul) =0
3) Calculer l'inverse de A

4) Montrer que pour tout entieraalN, A" = o, A+ B,l o0 &, et B, sont des entiers
naturels.

5) On définit les suites u et v par :

vneN u, = o, - B, etv, =20, + B,
Montrer que les suitgsl) et(v) sont géométriques et en déduire les expresssenls d
et vV, en fonction de n.

6) Expliciter o, et B, en fonction de n et en déduig"

Exercice 10
1 2 0
OnconsidereAg2 1 O
0 1 O

1) Trouver toutes les matrices B carrées d'ordedl@tque AB = 0
2) Trouver toutes les matrices C d'ordre 3 tellesAQ = CA=0

Exercice 11

Trouver l'expression générale de l'inverse d'uniiceade taille 2

On considére MIK) avec IK =Z/2Z. Déterminer toutes les matrices inversibles d@kyl.
Exercice 12

On note E; la base canonique d¥ , (K). Pour rappel E; est la matrice qui présente un 1 a
I'intersection de lé&éme ligne avec |eme colonne et des 0 partout ailleurs.

1) VY (ij.kl) € N* montrer que E;XE, = 0, E; ol 9; estle symbole de Kronecker.
2) SoitZ={Ze M,(K)ZA=AZ VA€ M, (K).} Montrer Z que est I'ensemble des
homothéties. Autrement di€ ={ Al, A € K}.
Exercice 13

On se place dans I'espace vectoriel des polyndmdsgté n a une indéterminée dans le corps IK
muni de la base canonique (1, X, X23,.. X")

Pour tout entier de k de [0..n] on pogg(x)=1+ x+...+x"
1) Ecrire la matrice M des coordonnées de la famdi#leq, dans la base canonique et en
déduire qu'il s'agit d'une base t€, [X]

n
2) Soit P(X) = Z Py x“ Déterminer les coordonnées de P dans la basédies
k=0



